
Tiesin·e algebra ir geometrija bioinformatikams. Pratybos.
Rimantas Grigutis

9 pratybos. Poerdviai ir veiksmai su jais

Nagrinjami �ie uµzdaviniai:
1. Homogenin·es tiesniu¾ lygµciu¾sistemos(h.t.l.s.) sprendiniu¾poerdvis H :
(i) H.t.l.s. bendrasis sprendinys
(ii) Fundamentalioji sprendiniu¾sistema( f.s.s)
(iii) H baz·e ir dimensija.
2. Duotai tiesi�kai nepriklausomai sistemai surasti h.t.l.s., kurios f.s.s. yra

duotoji sistema.
3. Poerdviu¾sumos baz·es ir dimensijos radimas.
4. Poerdviu¾sankirtos baz·es ir dimensijos radimas

1. Gausso metodu sprendµziama homogenin·e tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema uµzra�yta
savo i�pl·est ¾aja matrica:0BB@
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Bendrasis sistemos sprendinys yra
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Sprendiniu¾poerdvio H dimensija lygi dimH = n�rankA = 5� 2 = 3:
Fundamentalioji sprendiniu¾sistema yra poerdvio H baz·e, kuri ¾a sudaro 3 vek-
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; (0;�1; 0; 0; 1)T :

2. Duota tiesi�kai nepriklausoma stulpeliu¾ sistema : ur+1; :::;un 2 Rn: Reikia
rasti toki ¾a matric ¾a A i�matricu¾aib·esMr�n; kad

rankA = r
Aur+1 = � � � = Aun = o:

Sprendimas remiasi tokiu teiginiu i�matricu¾teorijos:
9.1 Teiginys.Jei B = (CjIn�r)| {z }

n stulpeliu¾

ir A =
�
Irj � CT

�
, tai A �BT = O:

µCia C2M(n�r)�r; C
T 2Mr�(n�r); B 2M(n�r)�n; A 2Mr�n:

Norint rasti vektoriu¾sistemai ur+1; :::;un rasti matric ¾a A reikia matric ¾a, sudaryt ¾a
i�eiluµciu¾uTr+1; :::;u

T
n , Gauso veiksmais suvesti prie matricos B = (CjIn�r)| {z }

n stulpeliu¾

:
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1A Gausso veiksmai (CjIn�r)| {z }
n stulpeliu¾

= B:

Tada ie�komoji matrica A =
�
Irj � CT

�
:

9.2 Pavyzdys.Tegu u3 = (�2;�4; 1; 0; 0)T ;u4 = (�9;�12; 0; 1; 1)T ;u5 =
(�6;�7; 0; 0; 1)T :
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A =
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�
ir homogenin·e tiesiniu¾ lygµciu¾sistema yra��

x1 + 2x3 + 3x4 + 6x5 = 0
x2 + 4x3 + 5x4 + 7x5 = 0

�
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Patikrinimas:
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3. Vektorin·es erdv·es Rn poerdviu¾U = [u1; :::;ur] ir W = [w1; :::;ws] sumos

baz·e yra vektoriu¾ sistemos u1; :::;ur;w1; :::;ws maksimalus tieis�kai nepriklauso-
mas posistemis, kuri¾galima surasti suvedant matric ¾a0BBBBBB@
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1CCCCCCA prie laiptuoto pavidalo.

4. Rasime poerdviu¾U = [u1; :::;ur] ir W = [w1; :::;ws] sankirtos baz¾e.
µZinime, kad

U \W = fv 2 Rn : x1u1 + � � �+ xrur = y1w1 + � � �+ yswsg

Norint rasti sankirtos baz¾e reikia nagrin·eti lygtis

x1u1 + � � �+ xrur = y1w1 + � � �+ ysws
x1u1 + � � �+ xrur + y1 (�w1) + � � �+ ys (�ws) = o
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Tegu paskutin·es homogenin·es lygµciu¾ sistemos fundamentalioji sprendiniu¾ sis-
tema yra (x1i; :::;xri; y1i; :::; ysi) ( sistemoje yra t vektoriu¾).
Tada dimU \W = t ir vektoriu¾sistema fvi = x1iu1 + � � �+ xriur : i = 1; :::; tg

yra U \W baz·e. Pasteb·ekime, kad vi = y1iw1 + � � �+ xriwr
9.3 Pavyzdys. Tegu u1 = (1; 0; 1) ;u2 = (2;�1; 3) yra U baz·e, o w1 =

(2;�1; 1) ;w2 = (�3; 0; 4) yra W baz·e. Tada sprendµziame homogenin¾e lygµciu¾
sistem ¾a:
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Bendrasis sistemos sprendinys yra

x1 = �3x4
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Fundamentali ¾aj ¾a sprendiniu¾ sistem ¾a sudaro vienas sprendinys: (�6; 7; 7; 2) ir
dimU \W = 1; o sankirtos baz¾e sudaro vienas vektorius

v1 = �6u1 + 7u2 = (8;�7; 15) :

Uµzdaviniai.

1. Raskite homogenin·es tiesiniu¾lygµciu¾sistemos sprendiniu¾poerdvio dimensij ¾a
ir baz¾e( fundamental ¾aj ¾a sprendiniu¾sistem ¾a).

1.1)
�
9x1 + 21x2 � 15x3 + 5x4 = 0
12x1 + 28x2 � 20x3 + 7x4 = 0

1.2)

8<:
14x1 + 34x2 � 7x3 + 63x4 = 0
�10x1 � 25x2 + 5x3 + 45x4 = 0
26x1 + 65x2 � 13x3 � 117x4 = 0

1.3)

8>><>>:
2x1 � 5x2 + 4x3 + 3x4 = 0
3x1 � 4x2 + 7x3 + 5x4 = 0
4x1 � 9x2 + 8x3 + 5x4 = 0
�3x1 + 2x2 � 5x3 + 3x4 = 0

1.4)

8>><>>:
2x1 + x2 + 4x3 + x4 = 0
3x1 + 2x2 � x3 � 6x4 = 0
7x1 + 4x2 + 6x3 � 5x4 = 0
x1 + 8x3 + 7x4 = 0

:
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2. Raskite tiesin¾e homogenin¾e lygµciu¾sistem ¾a, kurios fundamentalioji sprendiniu¾
sistema yra:
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3. Raskite poerdviu¾U = [u1;u2;u3] ir W = [w1;w2;w3] sumos ir sankirtos

dimensijas ir bazes, kai:

3.1)
u1 = (1;�1; 0; 2) ; w1 = (2; 8; 2; 4) ;
u2 = (2; 3; 1; 4) ; w2 = (5; 5; 2; 10) ;
u3 = (0; 5; 1; 0) ; w3 = (3;�3; 0; 6) :

3.2)
u1 = (2; 1; 3; 1) ; w1 = (1;�1; 2; 1) ;
u2 = (�1; 2;�4; 2) ; w2 = (2; 0; 1;�3) ;
u3 = (2; 3;�1; 0) ; w3 = (�1; 0; 2;�2) :
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