
Tiesin·e algebra ir geometrija bioinformatikams. Pratybos.
Rimantas Grigutis

8 pratybos. Vektoriu¾sistemos.

Nagrin·ejama eiluµciu¾ vektorin·e erdv·e Rn = f(a1; :::; an) jai 2 Rg - ir dvi baz·es
joje v1; :::; vn ir u1; :::; un
1. Vektoriaus koordinat·es baz·eje.
Vektorius v rei�kiamas baz·es v1; :::; vn vektoriais:

v = �1v1 + � � �+ �nvn = (v1; :::; vn)
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1A vadinamas vektoriaus v koordinatiniu stulpeliu (arba tiesiog

koordinat·emis) baz·eje v1; :::; vn:
2. Baziu¾keitimo matrica
Baz·es u1; :::; un vektorius irgi galima reik�ti baz·es v1; :::; vn vektoriais.

u1 = (v1; :::; vn)
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sudaryt ¾a i� vektoriu¾ u1; :::; un koordinatiniu¾ stulpeliu¾ baz·eje v1; :::; vn vadina

baz·es v1; :::; vn keitimo baze u1; :::; un matrica:

(u1; :::; un) = (v1; :::; vn) � C

3. Vektoriaus koordinat·es skirtingose baz·ese.
Tegu vektorius v baz·eje v1; :::; vn rei�kiamas



v = (v1; :::; vn)
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o baz·eje u1; :::; un rei�kiamas

v = (u1; :::; un)
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4. Keitimo matricos ir vektoriaus koordinaµciu¾rei�kimas baziu¾vektoriu¾
koordinat·emis standartin·eje baz·eje.
1) Vektoriai e1 = (1; 0; :::0) ; :::; en = (0; 0; :::; 1) vadinami standartine Rn baze.
Turime

v1 = (a11; :::; a1n) = (e1; :::; en)
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1A = (e1; :::; en) (a11; :::; a1n)
T =

(e1; :::; en) v
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vn = (an1; :::; ann) = (e1; :::; en)
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ir

u1 = (b11; :::; b1n) = (e1; :::; en)
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un = (bn1; :::; bnn) = (e1; :::; en)
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µcia C1 =
�
vT1 j...j vTn

�
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(u1; :::; un) = (e1; :::; en)
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µcia C2 =
�
uT1 j...j uTn
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(e1; :::; en)C2 = (u1; :::; un) = (v1; :::; vn) � C = (e1; :::; en)C1C

taigi

C2 = C1C

I�µcia turime, kad baz·es v1; :::; vn keitimo baze u1; :::; un matrica yra

C = C�11 C2;

o baz·es u1; :::; un keitimo baze v1; :::; vn matrica yra

C�1 = C�12 C1:

2) Jei v 2 Rn; ir vT yra vektoriaus v koordinat·es standartin·eje baz·eje, tai
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(e1; :::; en) v
T = v = (v1; :::; vn)
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3) Vektoriaus koordinat·es skirtingose baz·ese:( duotos vektoriaus v koordinat·es
baz·eje v1; :::; vn ir ie�komos koordinat·es baz·eje u1; :::; un :0@ �1
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5. Tiesi�kai nepriklausomos vektoriu¾sistemos papildymas iki baz·es.
Norint vektoriu¾sistem ¾a papildyti iki baz·es, reikia:
1. Sistemos vektorius eilut·emis uµzra�yti matrica;
2. Gauso veiksmais matric ¾a suvesti prie laiptuoto pavidalo; Tegu i1; :::; is yra

nelaiptuose esantys stulpeliai.
3. Duot ¾a vektoriu¾sistem ¾a papildyti stadartin·es baz·es vektoriais vi1 ; :::; vis :
Pavyzdys. v1 = (1;�1; 3) ; v2 = (2; 3;�5) ; v3 = (4; 1; 1) : Tada0@ 1 �1 3
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Gavome, kad vektoriai v1 ir v2 yra tieis�kai nepriklausomi ir vektoriu¾ sistema
v1; v2; e3 yra R3 baz·e (3-ias stulpelyje n·era laipto).

Uµzdaviniai.
1. I¾rodykite, kad aritmetin·es erdv·es R4 vektoriu¾sistema u1 = (2; 1; 0; 1) ;u2 =

(1;�2; 1; 3) ;u3 = (3; 4;�1; 2) yra tiesi�kai nepriklausoma ir apskaiµciuokite �iu¾
vektoriu¾tiesin¾e kombinacij ¾a u = 2u1 � 3u2 + 4u3:
2. Patikrinkite, ar aritmertin·es erdv·es Rn vektoriu¾ sistema u1; u2; :::; un yra

tiesi�kai priklausoma :
a) u1 = (3; 4;�2) ;u2 = (2;�1; 3) ;u3 = (7; 2; 4) :
b) u1 = (1; 2; 1; 1) ; u2 = (2; 3; 1; 0) ;u3 = (3; 1; 1;�2) ;u4 = (4; 2;�1;�6) :
3. Apskaiµciuokite aritmertin·es erdv·esRn vektoriu¾sistemos u1; u2; :::; un rang ¾a:
a) u1 = (1; 1; 1) ;u2 = (1; 2; 3) ;u3 = (�1; 1;�2) :
b) u1 = (2; 1; 1;�1) ;u2 = (2; 2; 3; 4) ;u3 = (�1;�2;�1;�3) ;u4 = (�1;�1; 1; 2)
Matricos rangas
4. Apskaiµciuokite matricos A rang ¾a elementariu¾ju¾pertvarkiu¾būdu:

A =

0BB@
1 �1 2 �1
3 �1 4 �1
2 1 �1 2
0 3 �5 4

1CCA ; A =

0BB@
1 �1 2 �1
2 �1 2 1
1 2 �1 0
�1 2 3 4

1CCA
Vektorin·es erdv·es baz·e
5. Ar vektoriu¾sistema u1 = (1;�1; 2; 1) ;u2 = (2; 3; 1; 4) ;u3 = (5;�1;�1; 2) ; u4 =

(3; 2; 2; 1) sudaro aritmetin·e erdv·es R4 baz¾e?
6. I¾rodykite, kad aritmertin·es erdv·es R4 vektoriu¾sistema u1; u2; :::; un sudaro

baz¾e ir raskite vektoriaus u koordinates toje baz·eje:
u1 = (3; 5; 1; 2) ;u2 = (�1; 2; 2; 3) ;u3 = (2; 1; 3; 4) ;u4 = (�2;�3; 1;�5) ; u =

(�2; 3; 1;�4) :

u1 = (1; 2;�1;�2) ;u2 = (2; 3; 0;�1) ;u3 = (1; 2; 1; 4) ;u4 = (1; 3;�1; 0) ;u =
(7; 14;�1; 2) :
7. Raskite vektoriu¾ u1; u2; :::; um tiesinio apvalkalo hu1; u2; :::; umi baz¾e ir di-

mensij ¾a, kai
a) u1 = (1; 4;�7; 3) ;u2 = (�3; 10;�9;�7) ;u3 = (2;�3; 1; 5) ;u4 = (0; 11;�15; 1) :
b) u1 = (0; 1; 1; 1) ; u2 = (1; 1; 1; 2) ;u3 = (�2; 0; 1; 1) ;u4 = (�1; 3; 2;�1) ;u5 =

(1; 1; 0;�1) :
Vektoriu¾ sistemos papildymas iki baz·es.
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8. Vektorin·eje erdv·eje R4 raskite dvi bazes, turinµcias vektorius (1; 1; 0; 0) ir
(0; 0; 1; 1) :
10. Papildykite sistem ¾a iki baz·es.
1) (0; 0; 1; 1; 1) ; (1; 2; 1; 2; 0) aritmetin·eje erdv·eje vir�GF (3);
2) (3; 1;�1; 1) ; (�1; 2; 3;�4) ; (7; 7; 3;�5) aritmetin·eje erdv·eje R4;
3) (2; 1; 1) ; (3;�2; 2) aritmetin·eje erdv·eje vir�R3;
4) (3; 1; 0; 2) ; (2; 1; 1; 3) aritmetin·eje erdv·eje vir�GF (5):
Baziu¾keitimo matrica
11. Raskite aritmetin·es erdv·es Rn baz·es u1; u2; :::; un keitimo baze u01; u

0
2; :::; u

0
n

matric ¾a:

a)
u1 = (1; 2; 1) ; u01 = (3;�1;�1) ;
u2 = (�2; 3; 2) ; u02 = (0;�1;�4) ;
u3 = (3; 2;�1) ; u03 = (5; 5;�3) :

b)
u1 = (1; 2; 1) ; u01 = (3; 5; 8) ;
u2 = (2; 3; 3) ; u

0
2 = (5; 14; 13) ;

u3 = (3; 8; 2) ; u03 = (1; 9; 2) :

12. µZinodami aritmetin·es erdv·es Rn vektoriaus u koordinates baz·eje u1; u2; u3
apskaiµciuokite jo koordinates baz·eje u01; u

0
2; u

0
3

a)
u = (1; 2;�1) ; u01 = 2u1 � u2 + 2u3;

u02 = u1 + u3;
u03 = u1 � 2u2 + 2u3:

b)
u = (0; 4;�3) ; u01 = 2u1 � u2 + u3;

u02 = u1 +�2u2 + u3;
u03 = 3u1 + u2 + 2u3:
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