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Euklido algoritmas. Interpoliacijos uzdavinys

Hornerio schema ir polinomo racionaliosios Saknys

1 Teorema . Tegu polinomas f (1) = apx™ +a, 12" '+ -+ a1z +ag € Q [7]
ir visi polinomo f () koeficientai yra sveikieji skaiciai. Jei skaicius § yra poli-
nomo f(x) Saknis, tai p yra ag daliklis, o q yra a, daliklis.

Sia teorema yra ieskomos racionaliosios polinomo f () Saknys:

(1) Randami visi ag ir a, teigiami dalikliai:

ap teigiami dalikliai: 1, ..., |ag|

a, teigiami dalikliai: 1, ..., |a,|;

(ao teigiamas daliklis)

(2) Sudaromas kandidaty j polinomo f (x) Saknis sarasas :+ (@, teigiamas daliklis)
£l gl L4 lee

10 lan|’ ! lan] "

(3) Hornerio schema tikrinami visi gauti kandidatai j saknis.

2 Pavyzdys. f(z) = 2z* — 323 — 222 — 9z + 18.

(1) 18 dalikliai: 1,2,3,6,9,18

9 dalikliai: 1,2

(2) kandidatai j saknis: j:%, j:%, j:%, i%, i%, jzl—ls; i%, j:%, j:%, j:g, ig, i%. Isbraukus
vienodus skai¢ius turesime:+1, +2, +3, £6, +9, +18; :I:%, j:%, j:%.

(3) Hornerio schema:

2 =3[ -2[-9 [18] 22" — 32 — 22? — 9z + 18
1[2]-1]-3]-12]6
2021 [0 |=9 [0 |(z—2)(223+2*-9)
202]5 [0 [-9
2124 [6 o (. —2) (x — 2) (22® + 4z + 6)

3 Teorema. Tegu f(x) € K [z] ir deg f (x) = 2 arba 3. Polinomas f (z) yra
neredukuojamas polinomas vir§ K tada ir tik tada, kai f (x) neturi Sakny 1§ K.



4 Pavyzdys. Polinomas f (z) = 222+ 4x + 6 yra neredukuojamas virs Q, nes
neturi racionaliyjy sakny.

5 Pavyzdys. Polinomas f (z) = x*—23+72%+2+40 neturi racionaliyjy sakny,
bet néra neredukuojamas polinomas virs Q, nes f (z) = 2* — 2% + 722 + 2 +40 =
(22 =3z +8) (22 + 2z +5).

6 Teorema (Eisensteino neredukuojamo polinomo pozymis). Tegu p - pirminis
skaicius ir

f(@)=az"+a, 12" ' +---+ap € Z[z] , a, # 0(modp),a; =0 (modp), kai
i=0,...,n—1,a9 # 0(mod p?). Tada polinomas f (x) yra neredukuojamas virs Q.

7 Pavyzdys. Polinomas f (z) = 2° + 622 + 8z + 2 yra neredukuojamas vir$
Q, nes jam tinka Eisensteino pozymis su p = 2.

Polinomas f (z) = 22 + 2523 + 1022 — 30. yra neredukuojamas vir§ Q, nes
jam tinka Eisensteino pozymis su p = 5.

8 Teorema(Redukcinis neredukuojamo polinomo pozymis). Tegu p - pirminis
skaicius,

f@)=a"+---+ay € Z[z], a, #0(modp) ir f, (z) = apa” +---+ap €
Zy[x], da a; =, K,,.

Jei f,(x) yra neredukuojamas polinomas virs Z,, tai polinomas f (x) nere-
dukuojamas virs Q.

9 Pavyzdys. Polinomui f(r) = 723 + 122% + 3z + 45 netinka Eizensteino
pozymis, bet jis yra neredukuojamas polinomas virs Q pagal redukcinj pozymj su
p =2, nes fo(r) = 2° + 2 + 1 yra neredukuojamas polinomas virs Z, ( jis yra
3-iojo laipsnio polinomas neturintis sakny i§ Z,).

Interpoliacijos uzdavinys.

Duota lentelé

ay |- | a,
B, |- 18,

¢ia ayq, ..., o, yra skirtingi skaiciai, o 34, ..., 3,, - bet kokie skaiciai. Egzistuoja
vienintélis mazesnio nei n laipsnio toks polinomas f (z), kad f (o) = 5, su visais
i =1,...,n. Si polinoma vadina interpoliaciniu polinomu.




Interpoliacinis polinomas konstruojamas taip:
(1) Tegu g (z) = (x — o) -+ (2 — o) -

(2) Turime ¢’ (o;) = (q; — 1) -+ (v — 1) (s — Q1) - (s — @), 1 < i <

n.

(3) Tegu fi(z) = ci(x — o)+ (2 — im1) (T — i) -+ (@
1,1 <1< n.

(4) Turime Ci = (i) (i) (@i—air1) (ai—an)  g'(aq)
) = g(z)
(;U 0‘1)

fix
(5) Lagmnge interpoliacinis polinomas yra f (z) = (,f1 (z)
B 9(z)

g 'L' ’ (J? az
=1

ir

n

10 Pavyzdys. Rasime interpoliacinj polinoma lentelei:

1/-1]01]2
—4 12

oo

Dyg@@)=(-1)(+1)()(r-2)

2) g ()=1+1)(1)(1-2)=—2irc, = —
g (-1 =(-1-1)(-1)(-1-2) = —Girc, =~
g (0)=0-1)(0+1)(0—-2)=2ircg=1

2-1)24+1)(2) =6irc, =

N |

1
6
1
6

3) f1 (1) = —4 e+ 1) (1) (2 —2) = — 35+ Ja? 4z
x 3 Ly

— ), ir fi(a;) =

to ot Bufa (@) =

fo()= 1@ D (@) (- 2) = ~bad 4 4P

fi@) =3@-1D)(x+1)(z—2)=32°—2— 3z +1

f4(x):%(x—1)(x+1)(x):éx —éx

4) f(x) =

(4) (=323 + 32+ 2) + (—4) (=323 + 322 — 32) + (2) (32° —2® — 2+ 1) +
(8) (§o° —go) =

23— 22 + 3 + 2

11 Euklido algoritmo pavyzdys

Rasime polinomy f (z) = z* + 2% + 222 + z + 1 ir g (z) = 2* — 1 BDD.



xt 423 4222 4z +1 |22 -1

- - —r +1
2 4227 2z +1
z3 -1
202 +2x 2
x3 —1| 222 +2x +2
- 2% +2? 42 3z —3
=1 - -1
-2 —x -1
0

BDD(z* + 2® + 222 + o + 1,23 — 1) = 22% + 22 + 2.
Uzdaviniai.

1. Duotas polinomas f (z) € K [z] ir ¢ € K . Raskite polinoma ¢ (z) € K|z]
ir elementa r € K su kuriais teisinga lygybe

f@) =(@—cg(z)+r.

) f(z) =

) F(2) = 25 — 42 + 32 4 62— 7, K = Q, —
) fz) =220+ 22" +2° +2* 42, K = zg,c_1,2.
) f(x) =327 +52% +40* + 32 + 4o+ 5, K =Z7 ,c=2;4.

2. Hornerio schema raskite racionaligsias polinomo Saknis.
1) f(x) =525 — 72 — 62° — 522 + T2 +6 .

2) f(z) = 32" — 42® +102% — 332 + 10 .

3) f(z) =a*+ 52 + 8% — 22 — 12.

3. Iéskaidykite polinomg dvinario z — z( laipsniais.
1) 22 + 323 — 62 +2,20=1.
2) 2% 4+ 92° + 7ot — 223 — 112® + Tw + 93 , 79 = —2 .
3) 22" +2° 323 +4x — T ,10=2.
4)335 +62° + 2 —32% + 1522 + 300 — 7 , 29 = —2 .
5) 62° — 4zt + 322 +5l’+7,l’0:§.

)

6) 2° + 32* + 423 — 6224+ 52— 10, 39 = —=



4. Euklido algorltmo pagalba raskite didziausia bendra daliklj d ().

1) d(z) =DBD(z* —1,2° — 1) € Q[z].

2) d () =DBD(z* —|—x +22% +z+1,2° —l)GQ[]

3) d(z) =DBD(2x* — 2® + 2% + 32 + 1,223 — 322 + 20 + 2) € Q] .

4) d(x) =DBD(z" +22° + 222 —x + 2,2% — 22° —2* + 22 + 22+ 3) € Q|z].
5) d(x) =DBD(z" + 1, 2° +x —l—x—i—l)eZQ[]

6) d(z) =DBD(2® + x+ 1,25+ 2° + 2* + 1) € Zy [z] .

7) d(z) =DBD(2® + x + 1, 2% + 2° + 2* +1)€Z2[]

8) d(x) =DBD(z® + 22° + 2% + 22 + 1,22° + 2° + 22% + 222 + 2) € Z3 [z].

5. Raskite polinomy kanoninius skaidinius vir§ Q;
) 2% — 102* + 2423 + 922 — 33z — 12 ;

) 2% — 22t — 223 + 1222 — 152 — 2 ;

) 28 + 225 — 1221 — 2423 + 3622 + 60x — 24;

) x84+ 2% — 122* — 1223 + 3622 + 242 — 12.

6. Paragykite visus neredukuojamus 2-ojo ir 3-ojo laipsnio polinomus vir§
baigtiniy kuny Z, , p = 2,3, 5.

7. Raskite interpoliacinius polinomus.
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