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Hornerio schema ir polinomo racionaliosios �aknys

1 Teorema . Tegu polinomas f (x) = anxn+an�1xn�1+ � � �+a1x+a0 2 Q [x]
ir visi polinomo f (x) koe�cientai yra sveikieji skaiµciai. Jei skaiµcius p

q
yra poli-

nomo f (x) �aknis, tai p yra a0 daliklis, o q yra an daliklis.

�ia teorema yra ie�komos racionaliosios polinomo f (x) �aknys:
(1) Randami visi a0 ir an teigiami dalikliai:
a0 teigiami dalikliai: 1; :::; ja0j
an teigiami dalikliai: 1; :::; janj ;
(2) Sudaromas kandidatu¾i¾polinomo f (x) �aknis s ¾ara�as :�ha0 teigiamas daliklisihan teigiamas daliklisi

:

�1
1
; :::;� ja0j

1
; :::;� 1

janj ; :::;�
ja0j
janj :

(3) Hornerio schema tikrinami visi gauti kandidatai i¾�aknis.

2 Pavyzdys. f (x) = 2x4 � 3x3 � 2x2 � 9x+ 18:
(1) 18 dalikliai: 1; 2; 3; 6; 9; 18
2 dalikliai: 1; 2
(2) kandidatai i¾�aknis: �1

1
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2
: I�braukus

vienodus skaiµcius tur·esime:�1;�2;�3;�6;�9;�18;�1
2
;�3

2
;�9

2
:

(3) Hornerio schema:

2 �3 �2 �9 18 2x4 � 3x3 � 2x2 � 9x+ 18
1 2 �1 �3 �12 6
2 2 1 0 �9 0 (x� 2) (2x3 + x2 � 9)
2 2 5 0 �9
3
2

2 4 6 0 (x� 2)
�
x� 3

2

�
(2x2 + 4x+ 6)

3 Teorema. Tegu f (x) 2 K [x] ir deg f (x) = 2 arba 3. Polinomas f (x) yra
neredukuojamas polinomas vir� K tada ir tik tada, kai f (x) neturi �aknu¾ i� K.



4 Pavyzdys. Polinomas f (x) = 2x2+4x+6 yra neredukuojamas vir�Q, nes
neturi racionaliu¾ju¾�aknu¾.

5Pavyzdys. Polinomas f (x) = x4�x3+7x2+x+40 neturi racionaliu¾ju¾�aknu¾,
bet n·era neredukuojamas polinomas vir�Q, nes f (x) = x4� x3+7x2+ x+40 =
(x2 � 3x+ 8) (x2 + 2x+ 5) :

6Teorema (Eisensteino neredukuojamo polinomo poµzymis). Tegu p - pirminis
skaiµcius ir
f (x) = anx

n+an�1x
n�1+ � � �+a0 2 Z [x] , an 6� 0 (mod p) ; ai � 0 (mod p) ; kai

i = 0; :::; n�1; a0 6� 0 (mod p2) : Tada polinomas f (x) yra neredukuojamas vir�Q:

7 Pavyzdys. Polinomas f (x) = x5 + 6x2 + 8x + 2 yra neredukuojamas vir�
Q, nes jam tinka Eisensteino poµzymis su p = 2:
Polinomas f (x) = 2x10 + 25x3 + 10x2 � 30: yra neredukuojamas vir�Q, nes

jam tinka Eisensteino poµzymis su p = 5:

8Teorema(Redukcinis neredukuojamo polinomo poµzymis). Tegu p - pirminis
skaiµcius,
f (x) = anx

n + � � � + a0 2 Z [x] , an 6� 0 (mod p) ir fp (x) = �anxn + � � � + �a0 2
Zp [x] ; µcia �ai =p Kai :
Jei �fp (x) yra neredukuojamas polinomas vir� Zp, tai polinomas f (x) nere-

dukuojamas vir� Q:

9 Pavyzdys. Polinomui f (x) = 7x3 + 12x2 + 3x + 45 netinka Eizensteino
poµzymis, bet jis yra neredukuojamas polinomas vir�Q pagal redukcini¾poµzymi¾su
p = 2, nes �f2 (x) = x3 + x + 1 yra neredukuojamas polinomas vir�Z2 ( jis yra
3-iojo laipsnio polinomas neturintis �aknu¾ i�Z2).

Interpoliacijos uµzdavinys.

Duota lentel·e
�1 � � � �n
�1 � � � �n

,

µcia �1; :::; �n yra skirtingi skaiµciai, o �1; :::; �n - bet kokie skaiµciai. Egzistuoja
vienint·elis maµzesnio nei n laipsnio toks polinomas f (x) ; kad f (�i) = �i su visais
i = 1; :::; n: �i¾polinom ¾a vadina interpoliaciniu polinomu.
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Interpoliacinis polinomas konstruojamas taip:
(1) Tegu g (x) = (x� �1) � � � (x� �n) :
(2) Turime g0 (�i) = (�i � �1) � � � (�i � �i�1) (�i � �i+1) � � � (�i � �n) ; 1 � i �

n:
(3) Tegu fi (x) = ci (x� �1) � � � (x� �i�1) (x� �i+1) � � � (x� �n) ; ir fi (�i) =

1; 1 � i � n:
(4) Turime ci = 1

(�i��1)���(�i��i�1)(�i��i+1)���(�i��n) =
1

g0(�i)
ir

fi (x) =
1

g0(�i)
� g(x)
(x��i) :

(5) Lagrange interpoliacinis polinomas yra f (x) = �1f1 (x) + � � �+ �nfn (x) =
nX
i=1

�i
g0(�i)

� g(x)
(x��i) :

10 Pavyzdys. Rasime interpoliacini¾polinom ¾a lentelei:

1 �1 0 2
4 �4 2 8

1) g (x) = (x� 1) (x+ 1) (x) (x� 2)

2) g0 (1) = (1 + 1) (1) (1� 2) = �2 ir c1 = �1
2

g0 (�1) = (�1� 1) (�1) (�1� 2) = �6 ir c2 = �1
6

g0 (0) = (0� 1) (0 + 1) (0� 2) = 2 ir c3 = 1
2

g0 (2) = (2� 1) (2 + 1) (2) = 6 ir c4 = 1
6

3) f1 (x) = �1
2
(x+ 1) (x) (x� 2) = �1

2
x3 + 1

2
x2 + x

f2 (x) = �1
6
(x� 1) (x) (x� 2) = �1

6
x3 + 1

2
x2 � 1

3
x

f3 (x) =
1
2
(x� 1) (x+ 1) (x� 2) = 1

2
x3 � x2 � 1

2
x+ 1

f4 (x) =
1
6
(x� 1) (x+ 1) (x) = 1

6
x3 � 1

6
x

4) f (x) =
(4)
�
�1
2
x3 + 1

2
x2 + x

�
+ (�4)

�
�1
6
x3 + 1

2
x2 � 1

3
x
�
+ (2)

�
1
2
x3 � x2 � 1

2
x+ 1

�
+

(8)
�
1
6
x3 � 1

6
x
�
=

x3 � 2x2 + 3x+ 2

11 Euklido algoritmo pavyzdys

Rasime polinomu¾f (x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 ir g (x) = x3 � 1 BDD.

3



_
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�x4 �x �x +1
_ x3 +2x2 +2x +1

x3 �1
2x2 +2x +2

_
x3 �1 2x2 +2x +2
x3 +x2 +x 1

2
x �1

2

_ �x2 �x �1
�x2 �x �1

0

BDD(x4 + x3 + 2x2 + x+ 1; x3 � 1) = 2x2 + 2x+ 2:

Uµzdaviniai.

1. Duotas polinomas f (x) 2 K [x] ir c 2 K . Raskite polinom ¾a q (x) 2 K[x]
ir element ¾a r 2 K su kuriais teisinga lygyb·e
f (x) = (x� c) q (x) + r .
1) f (x) = 5x5 � 4x4 + 3x2 � 3 , K = Q , c = �2; 3

2
.

2) f (x) = x6 � 4x5 + 3x2 + 6x� 7 , K = Q , c = 2;�3
2
.

3) f (x) = 2x6 + 2x4 + x3 + x2 + 2 , K = Z3 , c = 1; 2 .
4) f (x) = 3x7 + 5x6 + 4x4 + 3x2 + 4x+ 5 , K = Z7 , c = 2; 4 .

2. Hornerio schema raskite racionali ¾asias polinomo �aknis.
1) f (x) = 5x5 � 7x4 � 6x3 � 5x2 + 7x+ 6 .
2) f (x) = 3x4 � 4x3 + 10x2 � 33x+ 10 .
3) f (x) = x4 + 5x3 + 8x2 � 2x� 12:

3. I�skaidykite polinom ¾a dvinario x� x0 laipsniais.
1) 2x4 + 3x3 � 6x+ 2 , x0 = 1 .
2) x6 + 9x5 + 7x4 � 2x3 � 11x2 + 7x+ 93 , x0 = �2 .
3) 2x7 + x5 � 3x3 + 4x� 7 , x0 = 2 .
4) 3x6 + 6x5 + x4 � 3x3 + 15x2 + 30x� 7 , x0 = �2 .
5) 6x5 � 4x4 + 3x2 + 5x+ 7 , x0 =

2

3
.

6) x5 + 3x4 + 4x3 � 6x2 + 5x� 10 , x0 = �
3

2
.
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4. Euklido algoritmo pagalba raskite didµziausi ¾a bendr ¾a dalikli¾d (x).
1) d (x) =DBD(x8 � 1; x6 � 1) 2 Q [x] :
2) d (x) =DBD(x4 + x3 + 2x2 + x+ 1; x3 � 1) 2 Q [x] :
3) d (x) =DBD(2x4 � x3 + x2 + 3x+ 1; 2x3 � 3x2 + 2x+ 2) 2 Q [x] :
4) d (x) =DBD(x7 + 2x5 + 2x2 � x+ 2; x6 � 2x5 � x4 + x2 + 2x+ 3) 2 Q [x] :
5) d (x) =DBD(x7 + 1; x5 + x3 + x+ 1) 2 Z2 [x] :
6) d (x) =DBD(x5 + x+ 1; x6 + x5 + x4 + 1) 2 Z2 [x] :
7) d (x) =DBD(x5 + x+ 1; x6 + x5 + x4 + 1) 2 Z2 [x] :
8) d (x) =DBD(x8 + 2x5 + x3 + x2 + 1; 2x6 + x5 + 2x3 + 2x2 + 2) 2 Z3 [x] :

5. Raskite polinomu¾kanoninius skaidinius vir�Q;
1) x5 � 10x4 + 24x3 + 9x2 � 33x� 12 ;
2) x5 � 2x4 � 2x3 + 12x2 � 15x� 2 ;
3) x6 + 2x5 � 12x4 � 24x3 + 36x2 + 60x� 24;
4) x6 + x5 � 12x4 � 12x3 + 36x2 + 24x� 12:

6. Para�ykite visus neredukuojamus 2-ojo ir 3-ojo laipsnio polinomus vir�
baigtiniu¾kūnu¾Zp , p = 2; 3; 5:

7. Raskite interpoliacinius polinomus.

1)
-1 0 1 2 3
6 5 0 3 5

2)
1 2 3 4 6
5 6 1 -4 10
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