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1. Laipsnio ir atvirk�tinio skaiµciavimas modm Oilerio teorema.

1. Oilerio teorema teorema : Jei (a;m) = 1; tai a'(m) � 1 (modm) :
2. Jei (a;m) = 1; tai a'(m)�1 � a�1 (modm)
3. Jei m nesidalija i�jokio pirminio skaiµciaus kvadrato ( p - m), tai
a'(m)+1 � a (modm) :

Pavyzdys.
Apskaiµciuosime :79999mod (1000) : Apskaiµciuokime
' (1000) = ' (23 � 53) = (23 � 22) (53 � 52) = 400:
Tada
79999 = 710000�1 = 7400�25�1 = 7400�25 � 7�1 = (7400)25 � 7�1 � 7�1 (mod 1000) �

11 � 13 (mod 1000) = 143; nes 7 � 11 � 13 = 1001 � 1 (mod 1000) :

Uµzdaviniai.
Apskaiµciuokite
1) 119999 (mod 1000) 2) 139999 (mod 1000)
3) 91�1 (mod 501) 4) 3379�1 (mod 4061) :

2. Lyginiu¾sistemu¾sprendimas.

Nagrin·ekime sistem ¾a: 8<:
a1x � b1 (modm1)

� � �
anx � bn (modmn)

;

µcia (mi;mj) = 1; kai i 6= j:
Lyginiu¾sistemos sprendµziamos nuosekliai sprendµziant vien ¾a lygini¾po kito.
I�nagin·ekime pavyzdi¾.



8<:
10x � 1 (mod 13)
8x � 10 (mod 18)
6x � 5 (mod 23)

1. I�sprend¾e pirm ¾aji¾ lygini¾ (2 pratybos) 10x � 1 (mod 13) tur·esime x �
4 (mod 13) ; t.y. x = 4 + 13y; y 2 Z:
2. I¾ra�¾e �i ¾a i�rai�k ¾a i¾antr ¾aji¾ lygini¾ ir i�sprend¾e ji¾ tur·esime

8 (4 + 13y) � 10 (mod 18) j :2 pagal 2.4.6(2 paskaita)
4 (4 + 13y) � 5 (mod 9)
16 + 52y � 5 (mod 9)
52y � �11 (mod 9)
7y � 7 (mod 9)
y � 1 (mod 9) ;

t.y. y = 1 + 9z; z 2 Z ir x = 4 + 13 (1 + 9z) = 17 + 117z; z 2 Z:
3. I¾ra�¾e �i ¾a i�rai�k ¾a i¾ treµci ¾aji¾ lygini¾ ir i�sprend¾e ji¾ tur·esime

6 (17 + 117z) � 5 (mod 23)
102 + 702z � 5 (mod 23)
10 + 12z � 5 (mod 23)
12z � �5 (mod 23)

12z � 18 (mod 23)j :6 pagal 2.4.7(2 paskaita), nes (6; 23) = 1
2z � 3 (mod 23)

z � 13 (mod 23) (2 pratybos),

t.y. z = 13 + 23t; t 2 Z irx = 17 + 117 (13 + 23t) = 1538 + 2691t; t 2 Z:
4. Sistemos sprendiniai yra vienoje klas·eje moduliu 2691 : 2691K1538 arba

dviejose klas·ese moduliu 2691 � 2 = 5382 : 5382K1538;5382K4229, µcia 1538 + 2691 =
4229:
5. Ats.: sistema turi dvi sprendiniu¾klases moduliu M = 13 � 18 � 23 = 5382 :

1538; 4229:

Uµzdaviniai.
I�spr¾eskite lyginiu¾sistemas.

1)

�
2x � �1 (mod 3)
3x � 2 (mod 5) 2)

�
3x � 6 (mod 9)
5x � 1 (mod 8) 3)

�
11x � 2 (mod 5)
�x � 3 (mod 6)

4)

8<:
12x � 15 (mod 17)
10x � 4 (mod 19)
21x � 16 (mod 23)

5)

8<:
5x � 1 (mod 41)
5x � 1 (mod 51)
5x � 1 (mod 61)

6)

8<:
3x � 1 (mod 11)
5x � 2 (mod 13)
7x � 3 (mod 15)
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3. Asmutho-Bloomo paslapties pasidalijimo schema su sleksµciu t.

Paslapties dalijimas n dalyviams.
Dalytojas parenka skaiµcius
p < p1 < p2 < � � � < pn; (pi; pj) = 1; i 6= j
p1p2 � � � pt > ppnpn�1 � � � pn�t+2
N = p1p2 � � � pt
r; r <

N

p� 1
Paslaptimi yra skaiµcius S; S < p:
Dalytojas apskaiµciuoja S� = S + pr
ir dalyviui Di paskiria skaiµciu¾pi ir perduoda paslapties dali¾Si � S� (mod pi) :
Paslapties atkūrimas
t dalyviu¾Di1 ; : : : ; Dit kini�k ¾aja liekanu¾teorema sprendµzia lyginiu¾sistem ¾a8<:
x � Si1 (mod pi1)

� � �
x � Sit (mod pit)

ir randa sprendini¾x = S�: Paslaptis S � S� (mod p) :

Uµzduotis
(Asmutho-Bloomo paslapties pasidalijimo schema 4 dalyviams su sleksµciu t=2)

Skelbiami skaiµciai:
p = 31; p1 = 39; p2 = 41; p3 = 43; p4 = 44:
Dalyviu¾porai atkurti paslapti¾, jei kiekvienam dalyviui priskirta pora (pi; Si) :
1) (p1; 14) ir (p3; 11)
2) (p2; 32) ir (p4; 37)
3) (p1; 20) ir (p4; 42)
4) (p2; 37) ir (p3; 16)
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4. RRivestSShamirAAdleman kriptosistema(1978) (Kriptogra�jos uµzdavinys).

Apibr·eµzkime kriptogra�jos uµzdavini¾ tokia schema:

Tekstas T kodavimas�! T ! x 2 Zn
�ifravimas�! y = e (x) = xE (modn)

y siuntimas y 2 Zn
de�ifravimas�!

d (y) = yD = xED(mod'(n)) � x (modn)! x
dekodavimas! T :

RSA kriptosistema - tai penketasfn; p; q;E;Dg gaunamas �iomis s ¾alygomis:
1. Generuojami du (dideli) pirminiai skaiµciai p ir q ir randama n = p � q:
2. Skaiµciuojama ' (n) = (p� 1) (q � 1) ir parenkamas tarpusavyje pirminis su

' (n) skaiµcius E:
3. Sprendµziant lygini¾Ex � 1 (mod' (n)) gaunamas sprendinys:

D = E�1 (mod' (n)) :

Skaiµciai (n;E) vadinami kriptosistemos atviru raktu(public key) ir talpinami i¾
atvir ¾a katalog ¾a; skaiµciai (p; q;D) vadinami slaptu raktu(private key) ir reikalauja
apsaugos.
Abonentas A nor·edamas siu¾sti tekst ¾a T abonentui B, renkasi pastarojo atvi-

rame kataloge skaiµciu¾ por ¾a (n;E) ; koduoja ji¾, �ifruoja gaut ¾a kod ¾a ir siunµcia
uµz�ifruot ¾a tekst ¾a kartu su skaiµciu¾ pora (n;E) abonentui B, kuris, µzinodamas
slapt ¾aji¾ rakt ¾a (p; q;D) ; de�ifruoja, o poto dekoduoja bei skaito gaut ¾a prane�im ¾a.

Slaptumo minimumas:
1. Kiekvienas vartotojas turi nepriklausomai ir slaptai generuoti skaiµcius p ir

q: Tas pats skaiµcius n = p � q negali būti bendras dviems vartotojams.
2. Skaiµciai p ir q negali būti µzinomuose pirminiu¾ skaiµciu¾ s ¾ara�uose. Jokiu¾

i�oriniu¾d·esningumu¾!
3. Skaiµciai p ir q negali būti artimi pirminiai skaiµciai tam, kad Ferma Faktor-

izacijos Procesas būtu¾neveiksmingas.
4. Skaiµciai p; p � 1:p + 1; p�12 ;

p+1
2
; q; q � 1; q + 1; q�1

2
; q+1
2
neturi tur·eti maµzu¾

pirminiu¾dalikliu¾, bei tur·eti bent vien ¾a dideli¾pirmini¾dalikli¾.
5. Grup·eje Un neturi būti daug maµzos eil·es elementu¾.
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Pavyzdys. Kriptosistemos parametrai:
1. p = 3; q = 11;n = 3 � 11 = 33:
2. ' (33) = (3� 1) (11� 1) = 20: Skaiµcius E = 3 yra tarpusavyje pirminis su

20.
3. Sprendµziant lygini¾3D � 1 (mod 20) randamas D= 7 (mod 20) :
Abonentas A nori siu¾sti µzodi¾gerai, kuri¾koduoja skaiµciumi x = 8.
Pasirink¾es atvir ¾a rakt ¾a (33; 3) �ifruoja kod ¾a: y =83 = 512 � 17 (mod 33).
V·eliau (y; n;E) = (17; 33; 3) siunµcia abonentui B: (y; n;E) = (17; 33; 3).
Abonentas B gav¾e �ifruot¾e 17 ir atvir ¾aji¾rakt ¾a (33; 3), slaptuoju raktu (p; q;D) =

(3; 11; 7) skaiµciuodamas de�ifruoja 177 = 410 338 673 � 8 (mod 33), o poto ir deko-
duoja bei perskaito µzodi¾gerai.( Abu abonentai i�anksto yra pasirink¾e vien ¾a ir t ¾a
paµci ¾a koduot¾e).

Uµzdaviniai.

1. �ifruokite ir de�ifruokite simboli¾x = 4;7;12;18; kai
n = 33; 39; 51; 57; 39; 35; 55; 85; 77:

2. De�ifruokite simboli¾y = 8;12;16;23; kai
a) n = 3397; E = 55; b) n = 4183; E = 85; c) n = 3869; E = 2205:

3. De�ifruokite simboli¾y = 8;12;16;23; kai
a) n = 11189; E = 17; ' (11189) = 10956;
b) n = 10229; E = 17; ' (10229) = 9984;
c) n = 8507; E = 17; ' (8507) = 8280;
d) n = 10207; E = 17; ' (10207) = 9976:
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