
Optimizavimo metodai. Paskaitu¾konspektas
Rimantas Grigutis

13 paskaita. Transporto uµzdavinys

Uµzdavinio formulavimas ir pagrindin·es s ¾avokos

Turime vienodu¾resursu¾krovini¾, kuris paskirstytas tarpm sand·eliu¾A1; A2; :::; Am
taip, kad juose yra atitinkamai a1; a2; :::; am resursu¾vienetu¾. I¾n vietu¾B1; B2; :::; Bn
reikia pristatyti krovini¾ taip, kad juose būtu¾ atitinkamai b1; b2; :::; bn �io krovinio
vienetu¾. Sakykime, kad krovinio vieneto transportavimo kaina i� sand·elio Ai i¾
viet ¾a Bj yra cij:
Rasti toki¾ krovinio transportavimo plan ¾a, kad, i¾vykdµzius visus uµzsakymus,

transportavimo ka�tai būtu¾maµziausi. Tai ir yra transporto uµzdavinys.
Suformuluokime �i¾ uµzdavini¾matemati�kai. Tegu xij ,i = 1; :::;m; j = 1; :::; n;

yra krovinio kiekis, perveµzamas i�sand·elio Ai i¾viet ¾a Bj: �ie kiekiai ( xij) vadinami
perveµzimais, o �iu¾ perveµzimu¾ visuma x = fxijg vadinama perveµzimu¾ planu arba
tiesiog planu.
Dabar galime transporto uµzdavini¾uµzra�yti matemati�kai, apribojimus rei�kiant

nelygyb·emis

f (x) =
mX
i=1

nX
j=1

cijxij �! min;

nX
j=1

xij � ai; i = 1; :::;m;

mX
i=1

xij � bj; j = 1; :::; n;

xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

arba rei�kiant transporto lentele
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Transporto uµzdavinio sprendinys vadinamas optimaliu planu.
Jeigu visu¾parai�ku¾suma lygi visu¾resursu¾sumai:P

i

ai =
P
j

bj;

tai transporto uµzdavinys vadinamas subalansuotu. Mes nagrin·esime tik subal-
ansuotus transporto uµzdavinius.
Sprendµziant transporto uµzdavini¾, i�pradµziu¾yra ie�komas pradinis planas, kuris

v·eliau gerinamas iki optimalaus.

�iaur·es-vakaru¾metodas pradinio planui rasti

Transporto lentel·es langeliai, kuriuose xij > 0; yra baziniai, o likusieji, kuriuose
xij = 0; - laisvieji. Transporto lentel·eje yra m+ n� 1 baziniai langeliai. Tiek pat
yra ir nepriklausomu¾ lygybiu¾-apribojimu¾.
Visu¾metodu¾ pradinio planui rasti bendras bruoµzas yra tas, kad xij reik�m·es

randamos formule

xij = min

�
krovinio likutis sand·elyje Ai

nepatenkinti poreikiai vietoje Bj
:

Laisvuose langeliuose reik�m·e xij = 0 nera�oma, �iame langelyje ra�omas storas
ta�kas � .
�iaur·es-vakaru¾metode pradinio planui rasti skaiµciavimai pradedami elementu

x11; kuris yra �iaur·es-vakaru¾ lentel·es kampe.

Pavyzdys 13.1
Rasti transporto uµzdavinio, kurio lentel·e
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Sand·eliainVietos B1 B2 B3 Resursai

A1
2
10

3
10

4
� 20

A2
1
�

2
10

5
30

40

Parai�kos 10 20 30 60

pradini¾plan ¾a.
Sprendimas. Pradedame nuo �iaur·es-
vakaru¾ lentel·es kampo ir skaiµciuojame

x11 = min f20; 10g = 10:

Tada vietos B1 poreikiai yra patenkinti ir tod·el x21 = 0 ( A2B1 langelyje
ra�ome � ). Pirmasis stulpelis toliau nenagrin·ejamas.
V·el pradedame nuo �iaur·es-vakaru¾kampo ir skaiµciuojame

x12 = min f20� 10; 10g = 10:

Tada sand·elio A1 atsargos i�senka ir x13 = 0 ( A1B3 langelyje ra�ome � ).
Pirmoji eilut·e toliau nenagrin·ejama.
Toliau v·el nagrin·ejame �iaur·es-vakaru¾kamp ¾a ir skaiµciuojame

x22 = min f40; 20� 10g = 10:

Tada vietosB2 poreikiai yra patenkinti ir antrasis stulpelis toliau nenagrin·ejamas.
Skaiµciuojame paskutini¾ji¾element ¾a, esanti¾�iaur·es vakaru¾kampe:

x23 = min f40� 10; 30g = 30:

Gavome toki¾pradini¾plan ¾a:

x11 = 10; x12 = 10; x13 = 0; x21 = 0; x22 = 10; x23 = 30;

kurio sumin·e kaina

f (x) = 2 � 10 + 3 � 10 + 4 � 0 + 1 � 0 + 2 � 10 + 5 � 30 = 220:
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Baziniu¾ langeliu¾skaiµcius yra m+ n� 1 = 2 + 3� 1 = 4:

Pastaba 13.2
Atliekant skaiµciavimus pradiniam planui rasti gali atsitikti taip, kad vietos Bj

poreikiai patenkinti, o sand·elio Ai resursai i�seko. Tada vienu metu reikia nustoti
nagrin·eti ir eilut¾e ir stulpeli¾. �iuo atveju rekomenduojama i¾ vien ¾a i��iu¾ eilut·es
ir stulpelio langeli¾ ( geriau t ¾a, kurio kaina maµziausia) i¾ra�yti bazini¾ nuli¾ 0. �is
langelis tampa baziniu ir tokiu būdu baziniu¾ langeliu¾skaiµcius lieka m+ n� 1:

Pavyzdys 13.3.
Rasti transporto uµzdavinio, kurio lentel·e

Sand·eliainVietos B1 B2 B3 B4 Resursai
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Parai�kos 30 20 50 50 150

pradini¾plan ¾a.
Sprendimas. Pradedame nuo �iaur·es-vakaru¾ lentel·es kampo ir skaiµciuojame

x11 = min f50; 30g = 30; x21 = x31 = 0 ( ra�ome ta�k ¾a).

V·el pradedame nuo �iaur·es-vakaru¾kampo:

x12 = min f50� 30; 20g = 20:

�iuo atveju turime toliau nenagrin·eti pirm ¾aj ¾a eilut¾e ir antr ¾aji¾ stulpeli¾:

x13 = x14 = x22 = x32 = 0:

Langelio A2B2 yra maµziausia kaina ( min f3; 5; 1; 2g = 1), tod·el jame ir ra�ome
bazini¾0. Kituose langeliuose ra�ome ta�kus � .
Toliau v·el pradedame �iaur·es-vakaru¾kampo:

x23 = min f40; 50g = 40; x24 = 0 ( ra�ome ta�k ¾a).
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Antroji eilut·e toliau nenagrin·ejama.
Toliau v·el pradedame �iaur·es-vakaru¾kampo:

x33 = min f60; 50� 40g = 10 ir x34 = min f60� 10; 50g = 50:
Gavome toki¾pradini¾plan ¾a:

x11 = 30; x12 = 20; x13 = x14 = 0;
x21 = x22 = 0; x23 = 40; x24 = 0;
x31 = x32 = 0; x33 = 10; x34 = 50:

Sumin·e transportavimo kaina

f (x) = 1 � 30 + 2 � 20 + 1 � 40 + 5 � 10 + 10 � 50 = 660:
Baziniu¾langeliu¾skaiµcius ( i¾skaitant bazini¾nuli¾) yra m+n� 1 = 3+4� 1 = 6:

Potencialu¾metodas transporto uµzdaviniui spr¾esti

1 µzingsnis. Rasti pradini¾plan ¾a (pvz. �iaur·es vakaru¾kampo metodu).
2 µzingsnis. Kiekvienam baziniam langeliui (i; j) sudaryti lygti¾:

�i + �j = cij

Pradiniame plane baziniu¾ langeliu¾yra m+ n� 1: Sudarome m+ n� 1 lygµciu¾
su m + n neµzinomu¾ju¾ ( neµzinomieji �i; �j) sistem ¾a, kurioje tariame, kad �1 = 0:
I�sprendµziame j ¾a( sistema turi vienint·eli¾ sprendini¾).
3 µzingsnis. Kiekvienam laisv ¾ajam langeliui (i; j) skaiµciuiojame i¾verµcius:

�ij = cij �
�
�i + �j

�
:

4 µzingsnis. Analizuojame gautus i¾verµcius �ij :
(1) jei visi �ij � 0; tai algoritm ¾a baigti ir optimalus planas jau yra rastas;
(2) jei ne visi �ij � 0, tai tarp �ij < 0 randame maµziausi ¾a �kl ir atitinkam ¾a

langeli¾ (k; l) paµzymime 
:
5 µzingsnis. Langeliui (k; l) konstruojame cikl ¾a, kurio visos vir�̄un·es, i�skyrus

(k; l) ; yra baziniuose langeliuose. langelis (k; l) µzymimas +, visi kiti �alia esantys
langeliai turi tur·eti prie�ingus µzenklus.
6 µzingsnis. Randame maµziausi ¾a plano skaiµciu¾, esanti¾ langeliuose su µzenklu

�. Tegu tai skaiµcius �: Atliekame postūmi¾ ciklu skaiµciumi � : langeliuose su +
pridedame �, langeliuose su � atimame �:( Jei skaiµcius � yra keliuose neigiamuose
langeliuose, tai viename i�ju¾ reikia ra�yti bazini¾ 0, o kituose ra�yti �): Langeliai
nesantys cikle lieka nepakit¾e.
Pereiti prie 2 µzingsnio.
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