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12 paskaita. Dualusis tiesinio programavimo uµzdavinys. Optimalaus
planavimo uµzdavinys

Nagrin·ekime TPU8>>>>>>>><>>>>>>>>:

f (x) = c1jx1 + c2x2 + � � �+ cnxn �! min
nX
j=1

aijxj � bi; i = 1; :::; k;

nX
j=1

aijxj = bi; i = k + 1; :::;m;

xj � 0; j = 1; :::; l;

µcia

k � m; l � n:

�i¾uµzdavimi¾vadina tiesioginiu TPU.

Apibr·eµzimas 12.1
Dualiuoju TPU tiesioginiam TPU vadiname uµzdavini¾:8>>>>>>><>>>>>>>:

g (x) = b1u1 + b2u2 + � � �+ bmum �! max
mX
i=1

aijuj � cj; j = 1; :::; l;

mX
i=1

aijui = bi; j = l + 1; :::; n;

uj � 0; j = 1; :::; k:

Pavyzdys 12.2
Rasime TPU 8>>>><>>>>:

x1 + x2 � 2x3 � x4 �! max
x1 � 2x2 + x4 � 2

x1 � 2x2 + x3 � 2x4 � 3
�x1 � x3 + x4 = 1
xj � 0; j = 1; 2; 3



dualu¾ji¾TPU.
Paket¾e antr ¾aj ¾a nelygyb¾e ekvivalenµcia nelygybe

�x1 + 2x2 � x3 + 2x4 � �3;

gausime tiesiogini¾TPU. Dualusis TPU yra8>>>>>><>>>>>>:

2u1 � 3u2 + u3 �! min
u1 � u2 � u3 � 1
�2u1 + 2u2 � 1
�u2 � u3 � �2

u1 + 2u2 + u3 = �1
ui � 0; i = 1; 2:

Teorema 12.3 (dualumo teorema)
Tiesioginio TPU sprendinys egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja dualaus

TPU sprendinys: jei x� - optimalus tiesioginio TPU sprendinys, o u� - optimalus
dualaus TPU sprendinys, tai f (x�) = g (u�) :

Optimalaus planavimo uµzdavinys

Tegu i¾mon·e, naudodama m resursu¾rū�iu¾, gamina n rū�iu¾gaminiu¾. Sakykime,
kad i-ojo gaminio vienetui pagaminti naudojama aij j-ojo resurso vienetu¾, o i-ojo
gaminio vienet ¾a pardavus gaunamas ci litu¾pelnas (i = 1; :::; n): I¾mon·es sald·eliuose
yra bj j-ojo resurso vienetu¾ (j = 1; :::;m): Optimalaus planavimo uµzdavinys for-
muluojamas taip: Kiek reika pagaminti kiekvienos rū�ies gaminiu¾i�esamo resursu¾
kiekio, kad juos pardavus i¾mon·e gautu¾didµziausi ¾a peln ¾a.
Suformuluokime �i¾uµzdavini¾matemati�kai. Tegu xi yra i- ojo gaminio kiekis,

o z- i¾mon·es pelnas, gautas realizavus vis ¾a produkcij ¾a. Gauname toki¾TPU:8>>>>>><>>>>>>:

f = c1x1 + � � �+ cnxn �! max
a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn � b1
a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn � b2

� � �
am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn � bm

xi � 0; i = 1; :::; n:
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Tai ne kas kito, kaip standartinis TPU, kai ci � 0; aij � 0; bj � 0:

Dualaus TPU optimalaus planavimo uµzdaviniui ekonomim·e inter-
pretacija

I¾sivaizduokime toki ¾a situacij ¾a, kai i¾mon·e nutar·e ne gaminti produkcij ¾a, o kaip
galima greiµciau parduoti vis ¾a turim ¾a resurs ¾a. Beto i¾mon·e nori gauti ne maµzesni¾
peln ¾a, nei ji gautu¾gamindama ir parduodama produkcij ¾a. Kyla klausimas: kokia
kaina uj reiktu¾ pardavin·eti j- ¾aji¾ resurs ¾a (j = 1; :::;m)? Norint pagaminti 1-os
rū�ies produkt ¾a reikia a11 1-os rū�ies resursu¾, a21 2-os rū�ies resursu¾,..., am1 m-os
rū�ies resursu¾. Tod·el pardavus visus µcia pamin·etus resursus, pelnas tur·etu¾ būti
ne maµzesnis nei 1-os rū�ies produkto vieneto kaina c1, t.y.

a11u1 + a21u2 + � � �+ am1um � c1:

Analogi�kos nelygyb·es turi galioti ir kitu¾ rū�iu¾ gaminiams. Taip pat tur·etu¾
būti ai�ku, kad norint kuo greiµciau paduoti turimus resursus, reiktu¾ tenkintis
minimaliu pelnu g = b1u1 + � � �+ bmum: Tokiu būdu, gauname toki¾TPU:8>>>>>><>>>>>>:

g = b1u1 + � � �+ bmum �! min
a11u1 + a21u2 + � � �+ am1um � c1
a12u1 + a22u2 + � � �+ am2um � c2

� � �
a1nu1 + a2nu2 + � � �+ amnum � cn

uj � 0; j = 1; :::;m:

Tai ne kas kita, kaip optimalaus planavimo uµzdavinio dualusis uµzdavinys.
Resursu¾ kainos u1; :::; um dar vadinamos �e�·elin·emis kainomis, o dualaus uµz-

davinio optimalaus plano komponent·es vadinamos objektyviai apspr¾estais i¾verµciais(
arba dualiai optimaliais i¾verµciais) optimalaus planavimo uµzdaviniui.
Tegu x� = (x�1; :::; x

�
n) yra optimalaus planavimo uµzdavinio optimalus planas,

o u� = (u�1; :::; u
�
m) - objektyviai apspr¾esti i¾verµciai (dualaus uµzdavinio optimalus

planas). Dualumo teorijoje yra i¾rodyta, kad su visais 1 � j � m teisinga

u�j = 0; jei aj1x
�
1 + � � �+ ajnx�n < bj;

u�j > 0; jei aj1x
�
1 + � � �+ ajnx�n = bj:
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I� µcia turime, kad jei optimalioje programoje i�naudojamas visas resursas
bj, tai atitinkamas i¾vertis u�j > 0: �iuo atveju resursas vadinamas de�citiniu.
Nede�citiniu¾ resursu¾ i¾verµciai yra lygūs nuliui. Tokiu būdu objektyviai apspr¾esti
i¾verµciai apsprendµzia resursu¾de�cito laipsni¾.
O k ¾a tada rodo paµcios objektyviai apspr¾estu¾ i¾verµciu¾ skaitin·es reik�m·es u�j?

Norint atsakyti i¾ �i¾ klausim ¾a, pasteb·ekime, kad tikslo funkcijos f maksimali
reik�m·e fmax priklauso nuo b1; :::; bm reik�miu¾. �i ¾a priklausomyb¾e apibr·eµzkime
funkcija

fmax = ' (b1; :::; bm) :

Pasirodo, kad jei tiesioginis optimalaus planavimo uµzdavinys turi optimlu¾ji¾
plan ¾a, tai

d' (b1; :::; bm)

dbj
= u�j ; j = 1; :::;m:

µCia matome, kad objektyviai apspr¾esti i¾verµciai u�j rodo kiek piniginiu¾vientu¾(
litu¾) pasikeis produkcijos realizavimo maksimalus pelnas fmax , jei atitinkamo( µcia
j-ojo) resurso kiekis pakis vienu vienetu.
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