
Optimizavimo metodai. Paskaitu¾konspektas
Rimantas Grigutis

5 paskaita. S ¾alyginio ekstremumo radimas( apribojimai -lygyb·es ir
nelygyb·es)

Uµzdavinys

Duota dukart tolydµziai diferencijuojama tikslo funkcija f (x) = f (x1; :::; xn) ir
galimu¾reik�miu¾sriti¾X lygyb·emis apribojanµcios funkcijos gj (x) = gj (x1; :::; xn) ; j =
1; :::; p:
Rasti tikslo funkcijos f (x) lokalius ekstremumus x�aib·eje X :

f (x�) = min
x2X

f (x) ; f (x�) = max
x2X

f (x) ; (4:1)

µcia X =

�
xj gj (x) = 0; j = 1; :::;m;m < n

gj (x) � 0; j = m+ 1; :::; p

�
:

Sprendimo strategija

Teiginys 5.1( pirmosios eil·es būtinos ekstremumo s ¾alygos)
Jei ta�kas x� yra (4:1) uµzdavinio lokalus ekstremumas, tai egzistuoja toks

skaiµcius ��0 � 0 ir ne visi lygūs nuliui tokie skaiµciai; ��1; :::; �
�
m; kad

(1)
dL (x�; ��0; �

�)

dxi
= 0; i = 1; :::; n;

(2)
gj (x

�) = 0; j = 1; :::;m;m < n
gj (x

�) � 0; j = m+ 1; :::; p
(3) s ¾alyginio minimumo s ¾alyga:

��j � 0; j = m+ 1; :::; p

(s ¾alyginio maksimumo s ¾alyga: ��j � 0; j = m+ 1; :::; p);
(4) papildoma grieµztumo s ¾alyga( H.W.Kuhn, A.W.Tucker)

��jgj (x
�) = 0; j = m+ 1; :::; p:



Jeigu aktyviu¾apribojimu¾funkciju¾( kai gj (x�) = 0) gradientai ta�ke x� tiesi�kai
nepriklausomi ( tenkina reguliarumo s ¾alyg ¾a), tai ��0 6= 0:

Pastaba 5.2
Kai ��0 6= 0 yra teisingi �ie teiginiai:
(1) Jei funkcijos f (x) ; gj (x) ; j = m + 1; :::; p yra i�kiliosios, o gj (x) ; j =

1; :::;m yra tiesin·es , tai Teiginio 5.1 s ¾alygos yra ir pakankamos globalaus mini-
mumo s ¾alygos.
(2) Jei funkcijos �f (x) ; gj (x) ; j = 1; :::;m yra i�kiliosios, o gj (x) ; j = 1; :::;m

yra tiesin·es, tai Teiginio 5.1 s ¾alygos yra ir pakankamos globalaus maksimumo
s ¾alygos.
Abejais atvejais galimu¾sprendiniu¾aib·e X yra i�kila.

Teiginys 5.3 ( pirmosios eil·es pakankamos ekstremumo s ¾alygos)
Tegu ta�kas (x�; ��) tenkina Teiginio 5.1 s ¾alygas kai ��0 6= 0 ir aktyviu¾apribojimu¾(

tiek nelygybiu¾, tiek lygybiu¾apribojimu¾) ta�ke x� yra n( tiek kiek kintamu¾ju¾). Jei
��j > 0 su visais j 2 Ja ; tai ta�kas x� yra lokalaus minimumo ta�kas. Jei ��j < 0
su visais j 2 Ja ; tai ta�kas x� yra lokalaus maksimumo ta�kas. µCia Ja - aktyviu¾
indeksu¾aib·e.

Teiginys 5.4 ( antrosios eil·es būtinos ekstremumo s ¾alygos)
Jei x� yra reguliarusis minimumas( maksimumas) ir (x�; ��) tenkina Teiginio

5.1 s ¾alygas, tai

d2L (x�; ��) � 0 (d2L (x�; ��) � 0)

su visais tokiais dx 2 Rn, kad

dgj (x
�) = 0; j = 1; :::;m j 2 Ja ; ��j > 0

�
��j < 0

�
;

dgj (x
�) � 0; j 2 Ja ; ��j = 0 ;

Teiginys 5.5 ( antrosios eil·es pakankamos ekstremumo s ¾alygos)
Jei (x�; ��) tenkina Teiginio 5.1 s ¾alygas kai ��0 6= 0 ir

d2L (x�; ��) > 0 (d2L (x�; ��) < 0)

su visais tokiais nenuliniais dx 2 Rn, kad
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dgj (x
�) = 0; j = 1; :::;m j 2 Ja ; ��j > 0

�
��j < 0

�
;

dgj (x
�) � 0; j 2 Ja ; ��j = 0 ;

tai ta�kas x� yra lokalaus minimumo( maksimumo) ta�kas.

Algoritmas

1 µzingsnis. Sudarome Lagrange funkcij ¾a:

L (x; �0; �) = �0f (x) +
pP
j=1

�jgj (x) :

2 µzingsnis.Sudarome būtinas pirmosios eil·es ekstremumo s ¾alygas:

a)
dL (x�; ��0; �

�)

dxi
= 0; i = 1; :::; n;

b)
gj (x

�) = 0; j = 1; :::;m;
gj (x

�) � 0; j = m+ 1; :::; p
c) ��j � 0; j = m+ 1; :::; p (minimumui)
��j � 0; j = m+ 1; :::; p (maksimumui);
d) ��jgj (x

�) = 0; j = m+ 1; :::; p:
3 µzingsnis. Sistem ¾a i�sprendµziame dviem atvejais:
1) ��0 = 0;
2) ��0 6= 0 ( �iuo atveju, padalijus i���0; santyki¾

��j
��0
pakeiµciame ��j):

I�sprendus �i ¾a sistem ¾a rasime s ¾alyginai stacionarius ta�kus x�; tarp kuriu¾reiktu¾
i�skirti tuos, kurie gauti, kai ��0 6= 0( jie gali būti reguliariais ekstremumo ta�kais).
Abejais atvejais reiktu¾prad·eti nuo 2p�m s ¾alygos d) nagrin·ejimo atveju¾.
4 µzingsnis. 3 µzingsnyje rastiems ta�kams tikriname pakankamas pirmosios ir

antrosios eil·es ekstremumo s ¾alygas.
D·el pirmosios eil·es ekstremumo s ¾alygu¾:
a) nustatyti aktyviu¾( tiek nelygybiu¾, tiek lygybiu¾) apribojimu¾ta�ke x� skaiµciu¾

l;
b) Jei l = n ir ��j > 0 su visais j 2 Ja , tai x� yra lokalaus minimumo ta�kas.
Jei l = n ir ��j < 0 su visais j 2 Ja , tai x� yra lokalaus maksimumo ta�kas.
Jei l < n ir atitinkami Lagrange daugikliai netenkina pirmosios eil·es pakankamu¾

s ¾alygu¾, tai tikrinti antrosios eil·es pakankamas s ¾alygas.
D·el antrosios eil·es ekstremumo s ¾alygu¾:
a) uµzra�yti klasikin·es L:agrange funkcijos antr ¾aji¾diferencial ¾a:
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d2L (x�; ��) =
nX
i=1

nX
j=1

d2L (x�; ��)

dxidxj
dxidxj ;

b) uµzra�yti aktyviu¾apribojimu¾pirmu¾ju¾diferencialu¾apribojimu¾s ¾alygas:

dgj (x
�) =

nX
i=1

dgj (x
�)

dxi
dxi = 0; j = 1; :::;m; j 2 Ja ; ��j > 0

�
��j < 0

�
;

dgj (x
�) =

nX
i=1

dgj (x
�)

dxi
dxi � 0; j 2 Ja ; ��j = 0 ;

c) Nagrin·eti d2L (x�; ��) µzenkl ¾a su nenuliniais dx, tenkinanµciais b) s ¾alygas:
jei d2L (x�; ��) > 0; tai x� yra lokalaus minimumo ta�kas;
jei d2L (x�; ��) < 0; tai x� yra lokalaus maksimumo ta�kas.
Jei pakankamos pirmosios ir antrosios eil·es s ¾alygos netenkinamos, tai patikrinti

būtinas antrosios eil·es s ¾alygas( teiginys 5.4) ir jei jos yra tenkinamos atlikti pa-
pildom ¾a tyrim ¾a, jei netenkinamos, tai x� n·era ekstremumo ta�kas.
5 µzingsnis. Apskaiµciuoti tikslo funkcijos reik�mes lokalaus ekstremumo ta�ku-

ose.

Pavyzdys 5.6
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