Optimizavimo metodai. Paskaity konspektas
Rimantas Grigutis

4 paskaita. Salyginio ekstremumo radimas( apribojimai - nelygybés)
Uzdavinys

Duota dukart tolydziai diferencijuojama tikslo funkcija f (z) = f (x4, ..., x,) ir
galimy reikSmiy sritj X lygybémis apribojancios funkcijos g; (x) = g; (x4, ... '
1,...,m.

Rasti tikslo funkcijos f (z) lokalius ekstremumus z*aibéje X:

f(e*) =minf(z),  f(2") =maxf(z),  (41)

rzeX zeX

cia X = {z|g; (x) = g; (z1,...,2,) <0,j =1,...,m}.
Sprendimo strategija

Teiginys 4.1( pirmosios eilés butinos ekstremumo salygos)
Jei tagkas x* yra (4.1) uzdavinio lokalus ekstremumas, tai egzistuoja toks
skaicius A\; > 0 ir ne visi lygts nuliui tokie skaiciai, \], ..., A, , kad

AL (x*, N5, A"
(1) —@d’x 0 >:o, i=1,..,n; (42)

(2) g; (z*) <0, j=1,...,m;
(3) salyginio minimumo salyga:

A >0, j=1,...m

(salyginio maksimumo salyga: A} <0, j=1,..,m);

Y

(4) papildoma grieztumo salyga( H.W.Kuhn, A.W.Tucker)
Aigj (z%) =0, j=1,....,m.

Jeigu aktyviy apribojimy funkecijy( kai g; (2*) = 0) gradientai taske z* tiesiskai
nepriklausomi ( tenkina reguliarumo salyga), tai Ay # 0.
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Kai \j # 0 yra teisingi Sie teiginiai:

(1) Jei funkcijos f (x), g; (), j = 1, ..., m yraiskiliosios, tai Teiginio 4.1 salygos
yra ir pakankamos globalaus minimumo salygos.

(2) Jei funkcijos —f (z),¢9;(x),7 = 1,...,m yra igkiliosios, tai Teiginio 4.1
salygos yra ir pakankamos globalaus maksimumo salygos.

Abejais atvejais galimy sprendiniy aibé X yra igkila.

Teiginys 4.3 ( pirmosios eilés pakankamos ekstremumo salygos)

Tegu taskas (z*, A*) tenkina Teiginio 4.1 salygas kai A; # 0 ir aktyviy apribojimy
taske z* yra n( tiek kiek kintamyjy). Jei A\; > 0 su visais j € J, , tai taskas z*
yra lokalaus minimumo taskas. Jei A} < 0 su visais j € J, , tai taskas z* yra
lokalaus maksimumo tagkas. Cia J, - aktyviy indeksy aibé.

Teiginys 4.4 ( antrosios eilés butinos ekstremumo salygos)
Jei z* yra reguliarusis minimumas( maksimumas) ir (z*, A*) tenkina Teiginio
4.1 salygas, tai
AL (z*,\*) >0 (AL (z*,\*) < 0)
su visais tokiais dr € R", kad
dgj (x*) =0,  je€do, A >0 (N <0);
dg; (z*) <0, J € Ja, A =0.

Teiginys 4.5 ( antrosios eilés pakankamos ekstremumo salygos)
Jei (z*, \*) tenkina Teiginio 4.1 salygas kai \j # 0 ir

d*L (z*,\*) >0 (%L (z*,\*) < 0)
su visais tokiais nenuliniais dr € R", kad

dgj (z*) =0, j € J,, N> 0 (A <0);
dg; (z*) <0, J € Ja, A =0.

tai taskas x* yra lokalaus minimumo( maksimumo) taskas.
Algoritmas

1 zingsnis. Sudarome Lagrange funkcija;
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L (.Z', )\0, )\) = )\of (37) + é)\]gj ([L’) .

2 Zingsnis.Sudarome biitinas pirmosios eilés ekstremumo salygas:

A N) g o

b) g; (z*) Z§ 0, j=1,...,m

c) A} >0, j=1,...,m (minimumui)
A <0, Jj =1,...,m (maksimumui);
d) Ajg; (%) =0, j=1,...m

3 Zingsnis. Sistema issprendziame dviem atvejais:

1) A =0;

2) \; # 0 ( siuo atveju, padalijus i§ Aj, santykj i—; pakeiciame A7).

Issprendus §ig sistema rasime salyginai stacionarius taskus z*, tarp kuriy reikty
isskirti tuos, kurie gauti, kai Aj # 0( jie gali buti reguliariais ekstremumo tagkais).
Abejais atvejais reikty pradéti nuo 2" salygos d) nagrinéjimo atvejy.

4 Zingsnis. 3 zingsnyje rastiems taskams tikriname pakankamas pirmosios ir
antrosios eilés ekstremumo salygas.

Deél pirmosios eilés ekstremumo salyguy:

a) nustatyti aktyviy apribojimy taske z* skaiciy [;

b) Jeil =n ir A} > 0 su visais j € J, , tai 2" yra lokalaus minimumo tagkas.

Jeil=nir )\; < 0 su visais j € J, , tai x* yra lokalaus maksimumo taskas.

Jeil < nir atitinkami Lagrange daugikliai netenkina pirmosios eilés pakankami
salygy, tai tikrinti antrosios eilés pakankamas salygas.

Dél antrosios eilés ekstremumo salygy:

a) uzrasyti klasikinés L:agrange funkcijos antrajj diferenciala:

d2 )

=1 j=1

b) uzragyti aktyviy apribojimy pirmyjy diferencialy apribojimy salygas:

dgj(x*)zz%dxizo, je€de, N >0(N<0);
i=1 ¢
d
dgj(x*)zzgji )d <0, JE€Ju A =0;
i=1 !



c) Nagrinéti d?L (z*, \*) zenkla su nenuliniais dz, tenkinanciais b) salygas:

jei d®L (z*,\*) > 0, tai 2* yra lokalaus minimumo tagkas;

jei d®L (z*,\*) < 0, tai x* yra lokalaus maksimumo tagkas.

Jei pakankamos pirmosios ir antrosios eilés salygos netenkinamos, tai patikrinti
butinas antrosios eilés salygas( teiginys 4.4) ir jei jos yra tenkinamos atlikti pa-
pildoma tyrima, jei netenkinamos, tai z* néra ekstremumo taskas.

5 zingsnis. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reiksmes lokalaus ekstremumo tasku-
ose.

Pavyzdys 4.6.



