
Optimizavimo metodai. Paskaitu¾konspektas
Rimantas Grigutis

3 paskaita. S ¾alyginio ekstremumo radimas( apribojimai - lygtys)

Uµzdavinys

Duota dukart tolydµziai diferencijuojama tikslo funkcija f (x) = f (x1; :::; xn) ir
galimu¾reik�miu¾sriti¾X lygyb·emis apribojanµcios funkcijos gj (x) = gj (x1; :::; xn) ; j =
1; :::;m:
Rasti tikslo funkcijos f (x) lokalius ekstremumus x�aib·eje X :

f (x�) = min
x2X

f (x) ; f (x�) = max
x2X

f (x) ; (3:1)

µcia X = fxjgj (x) = gj (x1; :::; xn) = 0; j = 1; :::;m;m < ng :

Apibr·eµzimas 3.1
Funkcija

L (x; �0; �) = �0f (x) +
mP
j=1

�jgj (x)

vadinama Lagrange funkcija, o skaiµciai �0; �1; :::; �m - Lagrange daugikliais.
Funkcija

L (x; �) = f (x) +
mP
j=1

�jgj (x)

vadinama klasikine Lagrange funkcija.

Apibr·eµzimas 3.2 Lagrange funkcijos( klasikin·es Lagrange funkcijos) gradi-
entu vadinamas vektorius stulpelis

rxL (x; �0; �) =

0BBBB@
dL (x; �0; �)

dx1
...

dL (x; �0; �)

dxn

1CCCCA ;
266664rxL (x; �) =

0BBBB@
dL (x; �)

dx1
...

dL (x; �)

dxn

1CCCCA
377775 :



Apibr·eµzimas 3.3 Lagrange funkcijos( klasikin·es Lagrange funkcijos) antros
eil·es diferencialu vadinama funkcija

d2L (x; �0; �) =
nX
i=1

nX
j=1

d2L (x; �0; �)

dxidxj
dxidxj ,"

d2L (x; �) =
nX
i=1

nX
j=1

d2L (x; �)

dxidxj
dxidxj

#
:

Apibr·eµzimas 3.4 Apribojanµciu¾ funkciju¾ gj (x) pirmuoju diferencialu vadi-
nama funkcija

dgj (x) =
nX
i=1

dgj (x)

dxi
dxi;

µcia j = 1; :::;m:

Sprendimo strategija

Teiginys 3.5( pirmosios eil·es būtinos ekstremumo s ¾alygos)
Jei ta�kas x� yra (3:1) uµzdavinio lokalus ekstremumas, tai egzistuoja ne visi

lygūs nuliui tokie skaiµciai ��0; �
�
1; :::; �

�
m; kad

(1)
dL (x�; ��0; �

�)

dxi
= 0; i = 1; :::; n; (3:2)

(2) gj (x�) = 0; j = 1; :::m:
Jeigu beto visu¾gradientu¾sistema ta�ke x�

rg1 (x�) ; :::;rgm (x�)

tiesi�kai nepriklausoma( sakoma, kad galioja reguliarumo s ¾alyga), tai ��0 6= 0:

Pastaba 3.6
Reguliarumo s ¾alygos patikrimas yra nei¾manomas, jei n·era µzinomas ta�kas x�:

Tod·el praktikoje nagrin·ejami du atvejai ��0 = 0 ir �
�
0 6= 0: Jei ��0 6= 0; tai sistemoje

(3:2) ��0 = 1 ir Lagrange funkcija tampa klasikine Lagrange funkcija, o pati sistema
tampa tokia:

dL (x�; ��)

dxi
= 0; i = 1; :::; n;

gj (x
�) = 0; j = 1; :::m: (3:3)
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µCia kintamu¾ju¾skaiµcius yra lygus lygµciu¾skaiµciui.

Teiginys 3.7( antrosios eil·es ekstremumo būtinosios s ¾alygos)
Jei x� yra reguliarusis minimumo( maksimumo) uµzdavinio(3:1) ta�kas ir (x�; ��)

yra sistemos (3:2) sprendinys, tai klasikin·es Lagrange funkcijos antrosios eil·es
diferencialas ta�ke (x�; ��) yra neneigiamas( neteigiamas):

d2L (x�; ��) � 0 (d2L (x�; ��) � 0)

su visais tokiais dx 2 Rn; kad

gj (x
�) =

nX
i=1

dgj (x)

dxi
dxi = 0; j = 1; :::m: (3:4)

Teiginys 3.8( pakankamos ekstremumo s ¾alygos)
Jei ta�kas (x�; ��) yra sistemos (3:2) sprendinys ir �iame ta�ke

d2L (x�; ��) > 0 (d2L (x�; ��) < 0)

su visais tokiais dx 2 Rn; kad

gj (x
�) =

nX
i=1

dgj (x
�)

dxi
dxi = 0; j = 1; :::m:

tai ta�kas x� yra uµzdavinio (3:1) lokalaus minimumo( maksimumo) ta�kas.

Pastaba 3.9 Pakankamos ir antrosios eil·es būtinos s ¾alygos tikrinamos tuose
ta�kuose, kurie tenkina arba sistem ¾a (3:2), arba sistem ¾a (3:3) ( tai atvejai, kai
��0 6= 0), nes praktikoje yra i¾domūs būtent tie atvejai, kai Lagrange funkcijos
i�rai�koje yra pati funkcija f (x) :

Algoritmas

1 µzingsnis. Sudarome Lagrange funkcij ¾a:

L (x; �0; �) = �0f (x) +
mP
j=1

�jgj (x) ;

2 µzingsnis.Sudarome būtinas pirmosios eil·es ekstremumo s ¾alygas:
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dL (x�; ��0; �
�)

dxi
= 0; i = 1; :::; n;

gj (x
�) = 0; j = 1; :::m:

3 µzingsnis. Sistem ¾a i�sprendµziame dviem atvejais:
1) ��0 = 0;
2) ��0 6= 0 ( �iuo atveju, padalijus i���0; santyki¾

��j
��0
pakeiµciame ��j):

4 µzingsnis. 3 µzingsnyje rastiems ta�kams tikriname pakankamas ekstremumo
s ¾alygas:
1) uµzra�ome klasikin·es Lagrange funkcijos antrosios eil·es diferencial ¾a ta�ke

(x�; ��) :

d2L (x�; ��) =
nX
i=1

nX
j=1

d2L (x�; ��)

dxidxj
dxidxj ;

2) uµzra�ome sistem ¾a (3:4) ta�ke x� :

dgj (x
�) =

nX
i=1

dgj (x
�)

dxi
dxi = 0; j = 1; :::m;

3) Paskutin·eje sistemoje i�rei�kiame bet kuriuos m diferencialus dxj likusiais
(n�m) ir gautas i�rai�kas i¾ra�ome d2L (x�; ��) ;
4) jei d2L (x�; ��) > 0; kai dx 6= 0; tai x� - s ¾alyginis lokalusis minimumas. Jei

d2L (x�; ��) < 0; kai dx 6= 0; tai x� - s ¾alyginis lokalusis maksimumas.
Jeigu �ios s ¾alygos netenkinamos, tai reikia patikrinti antrosios eil·es būtinas ek-

stremumo s ¾alygas( teiginys 3.7). Jeigu jos tenkinamos, tai reikalingas papildomas
tyrimas, jeigu ne, tai ta�ke x� n·era lokalaus ekstremumo.
5 µzingsnis. Apskaiµciuoti tikslo funkcijos reik�mes lokalaus ekstremumo ta�ku-

ose.

Pavyzdys 3.10.

Pavyzdys 3.11.
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