Optimizavimo metodai. Paskaity konspektas
Rimantas Grigutis

3 paskaita. Salyginio ekstremumo radimas( apribojimai - lygtys)
Uzdavinys

Duota dukart tolydziai diferencijuojama tikslo funkcija f (z) = f (21, ..., x,) ir
galimy reiksmiy sritj X lygybémis apribojancios funkcijos g; (z) = g; (1, ..., 2),j =
1,....m.

Rasti tikslo funkcijos f (z) lokalius ekstremumus z*aibéje X:

) =minf(x),  f@)=maxf(@), (1)

cia X = {zlg; (x) = g; (x1,....,2,) = 0,7 =1,...,m;m < n}.

Apibrézimas 3.1
Funkcija

L (2. 30:0) = dof () + g, (1)

vadinama Lagrange funkcija, o skaic¢iai Ao, A1, ..., A, - Lagrange daugikliais.
Funkcija

L(nA) = f(2) + im (v)

J

vadinama klasikine Lagrange funkcija.

Apibrézimas 3.2 Lagrange funkcijos( klasikinés Lagrange funkcijos) gradi-
entu vadinamas vektorius stulpelis
dL (x, A, A)
dxq
V.L (337)‘07)‘> - )
dL (z, Ao, \)

dz,
dL (z, \)
dl‘l
V.L(z,\) = :
dL (z,\)
dx,,




Apibrézimas 3.3 Lagrange funkcijos( klasikinés Lagrange funkcijos) antros
eilés diferencialu vadinama funkcija

d*L (z, Ao, A
2 A AL
d*L (z, Mo, \) E E T grdr A dxidz; |

= 1] 1

d*L (z,\)
-y e T iz,
=1 j=1

Apibrézimas 3.4 Apribojanciy funkcijy g¢; () pirmuoju diferencialu vadi-
nama funkcija

" dg; (z
dg; () = Z c;x( )d%‘,

=1

ciaj=1,....m.
Sprendimo strategija

Teiginys 3.5( pirmosios eilés butinos ekstremumo salygos)

Jei tagkas x* yra (3.1) uzdavinio lokalus ekstremumas, tai egzistuoja ne visi
lygts nuliui tokie skaiciai A\j, AJ, ..., A, kad

(1) dea—x)i‘m)‘) =0, 1=1,..,n; (3.2)

(2) gj (z*) =0, j=1,..m

Jeigu beto visy gradienty sistema taske x*

Vi (z*),...; Vg (x%)
tiesiskai nepriklausoma( sakoma, kad galioja reguliarumo salyga), tai A; # 0.

Pastaba 3.6

Reguliarumo salygos patikrimas yra nejmanomas, jei néra zinomas taskas x*.
Todél praktikoje nagrinéjami du atvejai \j = 0 ir \j # 0. Jei A, # 0, tai sistemoje
(3.2) Ay = 1 ir Lagrange funkcija tampa klasikine Lagrange funkcija, o pati sistema
tampa tokia:

dL * *
M:O’ i=1,..,n;
d(l]i .
gj(z*)=0, j=1,..m (3.3)
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Cia kintamuyjy skai¢ius yra lygus lygéiy skaiciui.

Teiginys 3.7( antrosios eilés ekstremumo butinosios salygos)

Jei z* yra reguliarusis minimumo( maksimumo) uzdavinio(3.1) taskas ir (z*, \*)
yra sistemos (3.2) sprendinys, tai klasikinés Lagrange funkcijos antrosios eilés
diferencialas taske (2*, \*) yra neneigiamas( neteigiamas):

EL(a*,\) >0 (L (2% \) < 0)

su visais tokiais dxr € R", kad

gj (z*) = ngj—(x)dxZ =0, j=1,..m. (3.4)

=1

Teiginys 3.8( pakankamos ekstremumo salygos)
Jei tagkas (z*, \*) yra sistemos (3.2) sprendinys ir siame taske

AL (z*,\*) >0 (L (x*,\*) < 0)

su visais tokiais dxr € R", kad

" dg; (z* )
g; (z%) = Z%dl‘z =0, j=1..m.
i=1 !

tai taskas x* yra uzdavinio (3.1) lokalaus minimumo( maksimumo) taskas.

Pastaba 3.9 Pakankamos ir antrosios eilés buitinos salygos tikrinamos tuose
taskuose, kurie tenkina arba sistema (3.2), arba sistema (3.3) ( tai atvejai, kai
Ay # 0), nes praktikoje yra jdomus butent tie atvejai, kai Lagrange funkcijos
israiskoje yra pati funkcija f ().

Algoritmas

1 zingsnis. Sudarome Lagrange funkcija:

L (2,20, 0) = Mof (z) + éAjgj (@),

J

2 Zingsnis.Sudarome butinas pirmosios eilés ekstremumo salygas:
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dL (x*, N5, \")
dl’i )
gj (z*) =0, j=1,..m.

=0, 1=1,...,n;

3 Zingsnis. Sistemy issprendziame dviem atvejais:

1) Ay = 0;

2) A\j # 0 ( siuo atveju, padalijus i§ Aj, santykj ;—; pakeiciame 7).

4 Zingsnis. 3 zingsnyje rastiems taskams tikriname pakankamas ekstremumo
salygas:

1) uzrasome Kklasikinés Lagrange funkcijos antrosios eilés diferenciala taske
(x*, \")

d*L (z*, \")
27, * )
d*L (z*, \") E E dridz, dxidxj ;

=1 j=1

2) uzrasome sistema (3.4) taske x* :

- dx;
=1

3) Paskutinéje sistemoje isreigkiame bet kuriuos m diferencialus dz; likusiais
(n —m) ir gautas israiskas jrasome d*L (z*, \*);

4) jei d*L (z*,\*) > 0, kai dx # 0, tai 2* - salyginis lokalusis minimumas. Jei
d*L (x*,\*) < 0, kai dx # 0, tai z* - salyginis lokalusis maksimumas.

Jeigu Sios salygos netenkinamos, tai reikia patikrinti antrosios eilés biuitinas ek-
stremumo salygas( teiginys 3.7). Jeigu jos tenkinamos, tai reikalingas papildomas
tyrimas, jeigu ne, tai taske z* néra lokalaus ekstremumo.

5 Zzingsnis. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reiksmes lokalaus ekstremumo tasku-

ose.
Pavyzdys 3.10.

Pavyzdys 3.11.



