Optimizavimo metodai. Paskaity konspektas
Rimantas Grigutis

2 paskaita. Besalyginio ekstremumo radimas

Besalyginio ekstremumo radimo uzdavinys

Duota dukart tolygiai diferencijuojama funkcija f (x), apibrézta aibéje X =
R". Reikia rasti funkcijos f (z) ekstremumus, t.y. tokius taskus z* € R", kurie
bty nagrinéjamos funkcijos lokaliais minimumais ir maksimumais Euklido erdvéje

R":

f@*)=minf(z);  f(a") =maxf(z)

zeR? reR™

Sprendimo strategija.

Lokalus ekstremumai x* randami pirmosios ir antrosios eilés butinomis saly-
gomis, o taip pat besalyginio lokalaus ekstremumo pakankama salyga. Véliau
surastuose taskuose skaiciuojamos funkcijos reiksmeés f (z*).

Teiginys 2.1( pirmosios eilés butinoji ekstremumo salyga).

Jei z* € R" yra funkcijos f (z) lokalaus minimumo( maksimumo) taskas ir
funkcija f (x) yra diferencijuojama taske x*, tai funkcijos f (r) gradientas taske
x* lygus nuliui:
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Apibrézimas 2.2 Taskas x* tenkinantis Teiginio 2.1 salygas vadinamas sta-
cionariu tagku.

Teiginys 2.3( antrosios eilés butinoji ekstremumo salyga).

Jei 2* € R" yra funkcijos f (z) lokalaus minimumo( maksimumo) taskas ir
funkcija f (z) yra dukart diferencijuojama taske z*, tai funkcijos f () Hesse ma-
trica taske x*, H (z*) , yra pusiau teigiamai apibrézta( pusiau neigiamai apibrézta):
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Teiginys 2.4( pakankama ekstremumo salyga)

Jei funkcija f (x) yra dukart diferencijuojama taske z* € R", funkcijos f ()
gradientas taske z* lygus nuliui ir funkcijos f (z) Hesse matrica taske z*, H (z*),
yra teigiamai apibrézta( neigiamai apibrézta):

Vf(z*)=0ir H (z*) >0 (H (z*) < 0),

tai taskas x* yra funkcijos f (x) lokalaus minimumo( maksimumo) tagkas aibéje
R

Besalyginio ekstremumo radimo algoritmas

1 Zingsnis. UzraSyti pirmosios eilés biitinas ekstremumo salygas n lygciy sis-
tema (2.1) ir i8spendus $ia sistema rasti stacionarius taskus x*.

2 Zingsnis. Rastiems stacionariems taskams patikrinti pakankamas ekstremumo
salygas ir jeigu Sios salygos netenkinamos, tai patikrinti antrosios eilés butinaja
ekstremumo salyga: jei néra ispildyta, tai néra ekstremumo, jei ispildyta, tai reikia
testi tyrima.

3 Zingsnis. Apskaiciuoti funkcijos reiksmes ekstremumo taskuose.

Pastabos 2.5

1. Sprendziant praktinius uzdavinius, kaip taisyklé, tyrimo tesimas atliekant
algoritmg néra vykdomas.

2. Norint rasti globalius e kstremumo tagkus reikia palyginti funkcijos reiksmes
lokaliy minimumy ir maksimumy taskuose ir isrinkti reikiamas.

3. Kai n =1, tai algoritmo 2 Zingsnis yra toks:

Jeigu f () ir jos iSvestinés yra tolydzios funkcijos, tai taskas z* yra ekstremu-
mas tada ir tik tada, kai m - lyginis sveikas skaic¢ius ir f' (z*) = f" (2*) = --- =
f=0 (%) = 0, bet f0™ (2*) # 0. Jei fO (2*) > 0, tai taskas z* yra lokalusis
minimumas, jei f™ (z*) < 0, tai taskas 2* yra lokalusis maksimumas. Jeigu m -
nelyginis, tai taske z* ekstremumo néra.

4. Praktiskai sprendziant uzdavinius, atskiruose taskuose, kuriuos randame
skaitiniais metodais, tikriname pakankamas ir butinas salygas. Tai daryti bitina,
nes skaitiniais metodais randami tik stacionariis taskai ir jy pobtudj butina patik-
slinti.



Pavyzdys 2.6 Rasti funkcijos f(z) = —2% — 22 — 22 — 21 + 1179 + 273

ekstremumg aibéje R3.
1. UzraSome pirmosios eilés biitinas ekstremumo salygas:

d
df—(x):—2l’1—1+l’2:0, MZ—?CL’Q—FZ’l:O, df($>:
dIl dl’g diL‘g
—2.733 +2=0.

Issprende sig sistemg gauname stacionaryjj taska x* = (—%; —é; l)T .
2. Patikrinsime pakankamas ekstremumo salygas
Pirmasis budas. Funkcijos Hesse matrica yra

Si matrica yra neigiamai apibrézta, nes

-2 1

A1:—2<0,A2:‘ 1 _9

‘:4_ —3>0,A3=(—2)-3=—6<0.

Taigi taskas x* yra maksimumo taskas.
Antrasis budas. Raskime Hesse matricos tikrines reikSmes spresdami lygtj:

—2-A 1 0
det(H — M) = 1 —2-Xx 0 = X4+ 6\ +1IN+6 =
0 0 —2-=A
A+3)(A+2)(A+1)=0.
Visos tikrinés reiksmeés yra neigiamos: Ay = —1,\y = —2, A3 = —3. Taigi

taskas x* yra maksimumo taskas.
3. Funkcijos reiksmé lokalaus maksimumo taske yra f (z*) = =.



