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2 paskaita. Bes ¾alyginio ekstremumo radimas

Bes ¾alyginio ekstremumo radimo uµzdavinys
Duota dukart tolygiai diferencijuojama funkcija f (x), apibr·eµzta aib·eje X =

Rn: Reikia rasti funkcijos f (x) ekstremumus, t.y. tokius ta�kus x� 2 Rn, kurie
būtu¾nagrin·ejamos funkcijos lokaliais minimumais ir maksimumais Euklido erdv·eje
Rn :

f (x�) = min
x2Rn

f (x) ; f (x�) = max
x2Rn

f (x)

Sprendimo strategija.

Lokalūs ekstremumai x� randami pirmosios ir antrosios eil·es būtinomis s ¾aly-
gomis, o taip pat bes ¾alyginio lokalaus ekstremumo pakankama s ¾alyga. V·eliau
surastuose ta�kuose skaiµciuojamos funkcijos reik�m·es f (x�) :

Teiginys 2.1( pirmosios eil·es būtinoji ekstremumo s ¾alyga).
Jei x� 2 Rn yra funkcijos f (x) lokalaus minimumo( maksimumo) ta�kas ir

funkcija f (x) yra diferencijuojama ta�ke x�, tai funkcijos f (x) gradientas ta�ke
x� lygus nuliui:

rf (x�) = 0

arba

@f(x)
@xi

= 0; i = 1; :::; n: (2:1)

Apibr·eµzimas 2.2 Ta�kas x� tenkinantis Teiginio 2.1 s ¾alygas vadinamas sta-
cionariu ta�ku.

Teiginys 2.3( antrosios eil·es būtinoji ekstremumo s ¾alyga).
Jei x� 2 Rn yra funkcijos f (x) lokalaus minimumo( maksimumo) ta�kas ir

funkcija f (x) yra dukart diferencijuojama ta�ke x�, tai funkcijos f (x) Hesse ma-
trica ta�ke x�; H (x�) ; yra pusiau teigiamai apibr·eµzta( pusiau neigiamai apibr·eµzta):



H (x�) � 0
(H (x�) � 0) :

Teiginys 2.4( pakankama ekstremumo s ¾alyga)
Jei funkcija f (x) yra dukart diferencijuojama ta�ke x� 2 Rn; funkcijos f (x)

gradientas ta�ke x� lygus nuliui ir funkcijos f (x) Hesse matrica ta�ke x�; H (x�) ;
yra teigiamai apibr·eµzta( neigiamai apibr·eµzta):

rf (x�) = 0 ir H (x�) > 0 (H (x�) < 0) ;

tai ta�kas x� yra funkcijos f (x) lokalaus minimumo( maksimumo) ta�kas aib·eje
Rn:

Bes ¾alyginio ekstremumo radimo algoritmas

1 µzingsnis. Uµzra�yti pirmosios eil·es būtinas ekstremumo s ¾alygas n lygµciu¾ sis-
tema (2:1) ir i�spendus �i ¾a sistem ¾a rasti stacionarius ta�kus x�:
2µzingsnis. Rastiems stacionariems ta�kams patikrinti pakankamas ekstremumo

s ¾alygas ir jeigu �ios s ¾alygos netenkinamos, tai patikrinti antrosios eil·es būtin ¾aj ¾a
ekstremumo s ¾alyg ¾a: jei n·era i�pildyta, tai n·era ekstremumo, jei i�pildyta, tai reikia
t¾esti tyrim ¾a.
3 µzingsnis. Apskaiµciuoti funkcijos reik�mes ekstremumo ta�kuose.

Pastabos 2.5
1. Sprendµziant praktinius uµzdavinius, kaip taisykl·e, tyrimo t¾esimas atliekant

algoritm ¾a n·era vykdomas.
2. Norint rasti globalius e kstremumo ta�kus reikia palyginti funkcijos reik�mes

lokaliu¾minimumu¾ ir maksimumu¾ta�kuose ir i�rinkti reikiamas.
3. Kai n = 1; tai algoritmo 2 µzingsnis yra toks:
Jeigu f (x) ir jos i�vestin·es yra tolydµzios funkcijos, tai ta�kas x� yra ekstremu-

mas tada ir tik tada, kai m - lyginis sveikas skaiµcius ir f 0 (x�) = f 00 (x�) = � � � =
f (m�1) (x�) = 0; bet f (m) (x�) 6= 0: Jei f (m) (x�) > 0; tai ta�kas x� yra lokalusis
minimumas, jei f (m) (x�) < 0; tai ta�kas x� yra lokalusis maksimumas. Jeigu m -
nelyginis, tai ta�ke x� ekstremumo n·era.
4. Prakti�kai sprendµziant uµzdavinius, atskiruose ta�kuose, kuriuos randame

skaitiniais metodais, tikriname pakankamas ir būtinas s ¾alygas. Tai daryti būtina,
nes skaitiniais metodais randami tik stacionarūs ta�kai ir ju¾pobūdi¾būtina patik-
slinti.
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Pavyzdys 2.6 Rasti funkcijos f (x) = �x21 � x22 � x23 � x1 + x1x2 + 2x3
ekstremum ¾a aib·eje R3:
1. Uµzra�ome pirmosios eil·es būtinas ekstremumo s ¾alygas:
df (x)

dx1
= �2x1 � 1 + x2 = 0;

df (x)

dx2
= �2x2 + x1 = 0;

df (x)

dx3
=

�2x3 + 2 = 0:
I�sprend¾e �i ¾a sistem ¾a gauname stacionaru¾ji¾ ta�k ¾a x� =

�
�2
3
;�1

3
; 1
�T
:

2. Patikrinsime pakankamas ekstremumo s ¾alygas
Pirmasis būdas. Funkcijos Hesse matrica yra

H (x�) =

0@ �2 1 0
1 �2 0
0 0 �2

1A :
�i matrica yra neigiamai apibr·eµzta, nes

�1 = �2 < 0;�2 =

���� �2 1
1 �2

���� = 4� 1 = 3 > 0;�3 = (�2) � 3 = �6 < 0:

Taigi ta�kas x� yra maksimumo ta�kas.
Antrasis būdas. Raskime Hesse matricos tikrines reik�mes spresdami lygti¾:

det(H � �I) =

0@ �2� � 1 0
1 �2� � 0
0 0 �2� �

1A = �3 + 6�2 + 11� + 6 =

(�+ 3) (�+ 2) (�+ 1) = 0:
Visos tikrin·es reik�m·es yra neigiamos: �1 = �1; �2 = �2; �3 = �3: Taigi

ta�kas x� yra maksimumo ta�kas.
3. Funkcijos reik�m·e lokalaus maksimumo ta�ke yra f (x�) = 4

3
:
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