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1 paskaita. Optimizavimo uµzdavinio formulavimas. Globalaus ir
lokalaus ekstremumo apibr·eµzimas.

Optimizavimo uµzdavinio apibr·eµzimas.
Globalaus ir lokalaus ekstremumo apibr·eµzimas.

Optimizavimo uµzdavinys - tai funkcijos, kuri ¾a µcia vadiname tikslo funkcija,
minimumo arba maksimumo radimas kurioje nors galimu¾reik�miu¾srityje.
Tegu f (x), µcia x = (x1; :::; xn) ; yra tikslo funkcija apibr·eµzta Euklido erdv·eje

Rn. �ios funkcijos reik�m·es nusako tikslo, kuriam ir formuluojamas pats uµz-
davinys, pasiekimo laipsni¾. Tegu X � Rn yra galimu¾ sprendiniu¾ sritis, kuri-
oje ir yra vykdoma sprendinio paie�ka. Reikia rasti toki¾ x�, priklausanti¾ galimu¾
sprendiniu¾ sriµciai, kad tikslo funkcija �iame ta�ke i¾gytu¾ maµziausi ¾a ( didµziausi ¾a)
reik�m¾e:

f (x�) = min
x2X

f (x)

Apibr·eµzimas 1.1 Ta�kas x� 2 X vadinamas funkcijos f (x) globalaus mini-
mumo ta�ku srityje X, jei

f (x�) � f (x) ; 8x 2 X:

Apibr·eµzimas 1.2 Ta�kas x� 2 X vadinamas funkcijos f (x) lokalaus mini-
mumo ta�ku srityje X, jei egzistuoja toks " > 0, kad

f (x�) � f (x) ;

kai

kx� x�k < " ir x 2 X:

µCia kxk =
p
x21 + � � �+ x2n� vektoriaus x ilgis Euklido erdv·eje Rn:

Pavyzdys 1.3 Tegu X = R ir funkcijos f (x) gra�kas pavaizduotas pie�inyje



Pie�inyje yra i�skirtos ta�ku¾A;B;C;D;E; F "-sritys. Ta�kas A yra lokalaus
minimumo ta�kas, B - lokalaus maksimumo ta�kas, atkarpos CD ta�kai yra lokalaus
minimumo ta�kai, ta�kas F yra lokalaus ir globalaus minimumo ta�kas. Funkcija
neturi globalaus maksimumo ta�ko.

Funkcijos gradiento apibr·eµzimas
Hesse matricos apibr·eµzimas
Teigiamai( neigiamai) apibr·eµzta kvadratin·e forma( apibr·eµzimai)
Neneigiamai( neteigiamai) apibr·eµzta kvadratin·e forma( apibr·eµzimai)

Apibr·eµzimas 1.4
Tolydµziai diferencijuojamos funkcijos f(x) gradienturf (x) vadiname jos daliniu¾

i�vestiniu¾reik�mes ta�ke x:

rf (x) =

0BBB@
@f(x)
@x1
@f(x)
@x2

� � �
@f(x)
@xn

1CCCA
Funkcijos gradiento kryptis sutampa su normal·es vektoriaus, kuris yra stat-

menas lieµcianµciai plok�tumai, einanµciai per ta�k ¾a x, kryptimi, kuri rodo didµziausi ¾a
funkcijos pokyti¾duotame ta�ke.

Apibr·eµzimas 1.5
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Dukart tolydµziai diferencijuojamos funkcijos f(x) ta�ke x Hesse matrica vadi-
nama antros eil·es daliniu¾ i�vestiniu¾reik�miu¾duotame ta�ke matrica:

H(x) =

0BBBB@
@2f(x)

@x21

@2f(x)
@x1@x2

� � � @2f(x)
@x1@xn

@2f(x)
@x2@x1

@2f(x)

@x22
� � � @2f(x)

@x2@xn
...

...
. . .

...
@2f(x)
@xn@x1

@2f(x)
@xn@x2

� � � @2f(x)
@x2n

1CCCCA =

0BBB@
h11 h12 � � � h1n
h21 h22 � � � h2n
...

...
. . .

...
hn1 hn2 � � � hnn

1CCCA
µcia hij =

@2f(x)
@xi@xj

; i; j = 1; :::; n:

Pavyzdys 1.6

Funkcijai f (x) = x21+x
2
2 rasime gradient ¾a ta�kuose x

0 = (0; 1)T ; x1 =
�
1p
2
; 1p

2

�T
; x2 =

(1; 0)T ; x3 = (0;�1)T ir rasime Hesse matric ¾a.
Turime

rf (x) = (2x1; 2x2)T ; rf (x0) = (0; 2)T ;
rf (x1) =

�p
2;
p
2
�
; rf (x2) = (2; 0)T

rf (x3) = (0;�2)T ; H (x) =

�
2 0
0 2

�
:

Pasteb·ekime, kad Hesse matrica nepriklauso nuo x. µZemiau esanµciame paveiksl·elyje
pavaiduoti rasti gradientai
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Apibr·eµzimas 1.6.
Nagrin·ejamas Hesse matricos H(x�) stacionariame ta�ke x� determinantas

detH (x�) =

���������
h11 h12 � � � h1n
h21 h22 � � � h2n
...

...
. . .

...
hn1 hn2 � � � hnn

��������� :

1. Determinantai�1 = h11;�2 =

���� h11 h12
h21 h22

���� ; :::;�n =

���������
h11 h12 � � � h1n
h21 h22 � � � h2n
...

...
. . .

...
hn1 hn2 � � � hnn

���������
vadinami kampiniais minorais.
2. m-osios eil·es determinantai, gauti i�matricos H(x�) determinanto i�braukus

kurias nors (n�m) eilutes ir (n�m) stulpelius su tais paµciais numeriais, vadi-
nami pagrindiniais minorais.

Apibr·eµzimai 1.7
Hesse matrica H (x�) vadinama teigiamai apibr·eµzta, jei visu¾ jos kampiniai

minorai yra teigiami:

�1 > 0;�2 > 0; :::;�n > 0:

Hesse matrica H (x�) vadinama neigiamai apibr·eµzta, jei visu¾ jos kampiniu¾
minoru¾µzenklai kas kart keiµciasi pradedant neigiamui:
�1 < 0;�2 > 0;�3 < 0; :::; (�1)n�n > 0:
Hesse matrica H (x�) vadinama pusiau teigiamai apibr·eµzta, jei visu¾jos pagrin-

diniai minorai yra neneigiami.
Hesse matrica H (x�) vadinama pusiau neigiamai apibr·eµzta, jei visu¾jos lygin·es

eil·es pagrindiniai minorai yra neneigiami, o nelygin·es eil·es pagrindiniai minorai -
neteigiami.

Pavyzdys 1.8

Funkcijos f (x) = x21 + x
2
2 Hesse matrica yra H =

�
2 0
0 2

�
:�i matrica yra

teigiamai apibr·eµzta.

Apibr·eµzimas 1.9
Hesse matricos H (x�) tikrin·emis reik�m·emis �i; i = 1; :::; n vadiname charak-

teristinio polinomo( tai n-ojo laipsnio polinomas):
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det(H (x�)� �In) =

���������
h11 � � h12 � � � h1n
h21 h22 � � � � � h2n
...

...
. . .

...
hn1 hn2 � � � hnn � �

��������� = 0
�aknis.

Pastaba 1.10
Realiosios simetrin·es Hesse matricos H (x�) visos tikrin·es reik�m·es yra realieji

skaiµciai.

Teiginys 1.11
Hesse matrica yra teigiamai apibr·eµzta tada ir tik tada, kai visos jos tikrin·es

reik�m·es yra teigiamos: �i > 0 su visais i.
Hesse matrica yra neigiamai apibr·eµzta tada ir tik tada, kai visos jos tikrin·es

reik�m·es yra neigiamos: �i < 0 su visais i.
Hesse matrica yra pusiau teigiamai apibr·eµzta tada ir tik tada, kai visos jos

tikrin·es reik�m·es yra neneigiamos: �i � 0 su visais i.
Hesse matrica yra pusiau neigiamai apibr·eµzta tada ir tik tada, kai visos jos

tikrin·es reik�m·es yra neteigiamos: �i � 0 su visais i:
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