Optimizavimo metodai. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

1 paskaita. Optimizavimo uzdavinio formulavimas. Globalaus ir
lokalaus ekstremumo apibrézimas.

Optimizavimo uzdavinio apibrézimas.
Globalaus ir lokalaus ekstremumo apibrézimas.

Optimizavimo uzdavinys - tai funkcijos, kurig ¢ia vadiname tikslo funkcija,
minimumo arba maksimumo radimas kurioje nors galimy reiksmiy srityje.

Tegu f (), ¢ia z = (z1,...,x,), yra tikslo funkcija apibrézta Euklido erdveéje
R". Sios funkcijos reiksmés nusako tikslo, kuriam ir formuluojamas pats uz-
davinys, pasiekimo laipsnj. Tegu X C R" yra galimy sprendiniy sritis, kuri-
oje ir yra vykdoma sprendinio paieska. Reikia rasti tokj x*, priklausantj galimy
sprendiniy sric¢iai, kad tikslo funkcija Siame taske jgyty maziausia ( didziausia)
reiksme:

f (") = minf (z)

zeX

Apibrézimas 1.1 Tagkas z* € X vadinamas funkcijos f (z) globalaus mini-
mumo tasku srityje X, jei

f(z*) < f(x), Vo e X.

Apibrézimas 1.2 Taskas 2* € X vadinamas funkcijos f (z) lokalaus mini-
mumo tagku srityje X, jei egzistuoja toks ¢ > 0, kad

f(z®) < f(z),
kai
|z —a*| <eir z€X.
Cia ||z|| = /2% + - - - + 22— vektoriaus  ilgis Euklido erdvéje R™.

Pavyzdys 1.3 Tegu X = R ir funkcijos f (z) grafikas pavaizduotas piesinyje
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Piesinyje yra isskirtos tasky A, B,C, D, E, F e-sritys. Tagkas A yra lokalaus
minimumo tagkas, B - lokalaus maksimumo tagkas, atkarpos CD taskai yra lokalaus
minimumo tagkai, taskas F yra lokalaus ir globalaus minimumo tagkas. Funkcija
neturi globalaus maksimumo tagko.

Funkcijos gradiento apibrézimas

Hesse matricos apibrézimas

Teigiamai( neigiamai) apibrézta kvadratiné forma( apibrézimai)
Neneigiamai( neteigiamai) apibrézta kvadratiné forma( apibrézimai)

Apibrézimas 1.4
Tolydziai diferencijuojamos funkcijos f(x) gradientu V f (x) vadiname jos daliniy
igvestiniy reiksmes tagke x:
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Funkcijos gradiento kryptis sutampa su normalés vektoriaus, kuris yra stat-
menas lie¢ianciai plokstumai, einanciai per taska x, kryptimi, kuri rodo didziausig
funkcijos pokytj duotame taske.

Apibrézimas 1.5



Dukart tolydziai diferencijuojamos funkcijos f(x) taske x Hesse matrica vadi-

nama antros eilés daliniy i§vestiniy reiksmiy duotame taske matrica:
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cia h = o, I = 1,...,n.

Pavyzdys 1.6

Funkcijai f () = 22+22 rasime gradienta taskuose x0 = (0,1)" , z! = (

(1,0)", 2% = (0, —1)" ir rasime Hesse matrica,
Turime

Vf(z) = (221;22,)" V(%) = (0;2)",
Vi) =(2v2), V()= (20"

vie) =02 H@= (g ).
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Pastebékime, kad Hesse matrica nepriklauso nuo x. Zemiau esan¢iame paveikslélyje

pavaiduoti rasti gradientai
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Apibrézimas 1.6.
Nagrinéjamas Hesse matricos H(z*) stacionariame taske z* determinantas
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vadinami kampiniais minorais.

2. m-osios eilés determinantai, gauti i§ matricos H(z*) determinanto isbraukus
kurias nors (n — m) eilutes ir (n — m) stulpelius su tais paciais numeriais, vadi-
nami pagrindiniais minorais.

Apibrézimai 1.7
Hesse matrica H (z*) vadinama teigiamai apibrézta, jei visy jos kampiniai
minorai yra teigiami:

A >0,A0>0,....4A, >0.

Hesse matrica H (z*) vadinama neigiamai apibrézta, jei visy jos kampiniy
minory Zenklai kas kart keiciasi pradedant neigiamui:

A < O,AQ > O,Ag <0, ..., (—l)n An > 0.

Hesse matrica H (z*) vadinama pusiau teigiamai apibrézta, jei visy jos pagrin-
diniai minorai yra neneigiami.

Hesse matrica H (z*) vadinama pusiau neigiamai apibrézta, jei visy jos lyginés
eilés pagrindiniai minorai yra neneigiami, o nelyginés eilés pagrindiniai minorai -
neteigiami.

Pavyzdys 1.8
20

0 2 ) .Si matrica yra

Funkcijos f (z) = 2% + 23 Hesse matrica yra H = <
teigiamai apibreézta.

Apibrézimas 1.9

Hesse matricos H (z*) tikrinémis reiksmémis \;,7 = 1, ...,n vadiname charak-
teristinio polinomo( tai n-ojo laipsnio polinomas):
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det(H (¢*) = AL,) =| . T =0

Saknis.

Pastaba 1.10
Realiosios simetrinés Hesse matricos H (x*) visos tikrinés reiksmeés yra realieji
skaiciai.

Teiginys 1.11

Hesse matrica yra teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai visos jos tikrinés
reikdmeés yra teigiamos: \; > 0 su visais .

Hesse matrica yra neigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai visos jos tikrinés
reik§meés yra neigiamos: \; < 0 su visais ¢.

Hesse matrica yra pusiau teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai visos jos
tikrinés reikdmeés yra neneigiamos: \; > 0 su visais .

Hesse matrica yra pusiau neigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai visos jos
tikrineés reiksmes yra neteigiamos: \; < 0 su visais .



