Algebros paskaitos informatikams.
Rimantas Grigutis

13 Paskaita. Kvadratinés formos

13.1 Apibrézimas. Tegu K - kunas, o K|x] - polinomy Ziedas virs kuno K.
Zinome, kad $is polinomuy Ziedas yra komutatyvus, asociatyvus %iedas su vienetu.
Sio ziedo pagrindu galima sukonstruoti polinomy zieda K(z|ly] = Klz,y] virs
K[z]. Tai polinomy su dviem kintamaisiais x ir y Ziedas vir§ kuno K. PanaSiai
konstruojant galima apibrézti polinomy su n kintamuyjy 1, ...x, Zieda K|xy, ..., ;).

13.2 Apibrézimas. Polinomas f (x1, 3, ...,x,) € K [11, X2, ..., T, vadinamas
kvadratine forma, jeigu

_ 2
f (5131, Loy ouuy .I'n) = anry + a12T1T9 + -+ + A1 T1 T+
a21T2x1 + a/22.1:§ + o+ ag, 1T+

Y

2
Ap1Tnd1 + Ap2Tnd2 +--+ Anpndy,

kai a;; = aj; .

air Qi2 -+ Qin
Matrica A = a21 a22 a2” vadinama kvadratinés formos f matrica.
an1 Qp2 - App
Si matrica yra simetriné: AT = A.
Ty
Jeigu X = x2 , tai kvadratine formg f galima reiksti taip: f = XTAX
Tn

13.3 Apibrézimas. Tequ turime du kintamuygjy rinkinius: x1,Ta, ..., Ty I Y1, Y2, ---

Antrasis kintamyjy rinkinys vadinamas pirmojo tiesiniu keitiniu, jeigu x; =
ciiY1 + CioYo + -+ + Cinlyp SU vISais 1 =1,2,...,n .

T Ci1 Ci2 -+ Cip n

. T2 Ca1 Co2 -+ C2 2
Turime, kad X = = " Y =CY .

Ty, Cpl Cp2 ¢ Cnn Yn

Matrica C vadinama kintamuyjy keitimo matrica.

7yn



Atlikus minéta kintamyjy keitinj kvadratingje formoje f, turésime kvadrating
forma g¢:

g (Y1, Y2, s yn) = (CY)TACY) = YT (CTAC)Y , ¢ia (CTAC) - vél simetrine
matrica:

(CTAC)" = CTAT (CT)" = CTATC = CTAC .

13.4 Apibrézimas. Keitinys, kurio keitimo matrica yra neissigimusi, vadi-
namas ne§sigimusiu.

13.5 Teorema Su kiekviena kvadratine forma egzistuoja neissigimes toks
keitinys, kad naujoji kvadratiné forma yra lyg:

ayi + coys + -+ cuyl.

Sis kvadratinés formos pavidalas vadinamas kanoniu pavidalu.
Nuo siol kalbésime tik apie realigjg kvadratine .

13.6 Lema. Neissigimusiu kintamyjy keitiniu nenuling kvadratine forma gal-
ima suvesti prie kvadratinés formos, kurios koeficientas prie pirmojo nezinomojo
kvadrato nelygus nulius.

Irodymas. Tegu f (1,9, ...,x,) = Z a;jr;7;. Nagrinésime kelis atvejus.
ij=1
1 atvejis. Kai a;; # 0, tai nieko jrodineti nereikia.
2 atvejis. Kai egzistuoja toks i (i # 1) , kad a; # 0 , tai atlikus keitinj
Ty = Yi
T2 = Y2
T3 = Y3

Ty = W

LTy = Un
gausime kvadratine, kurios koeficientas by; # 0.
3 atvejis. Kai a; = 0 su visais 4, tai ds,¢ , kad ay # 0. Pakeite indeksacija,
galime pasiekti tai, kad a5 # 0. Atlikime kintamyjy keitinj:



1 1 0 0
X = 0 0 1 0 Y.
0 0 o --- 1
Tada naujos kvadratinés formos matrica bus
1 1 a1
0 1 0 CL21
O E
a11 + a1 Q12 + Qg 1 0
= 21 a22 11 =
* * O E
ai; + ag + Gge + Qg *
* x )7
ir todel a1 + Q91 + Qg2 + Q21 = 2@12 7& 0.

Irodyta.

13.5 Teoremos jrodymas. Tegu f (z1,z2,...,x,) = Z a;jv;x; . Irodysime
ij=1
indukcijos pagal n bubu. Galimi keli atvejai. ’
1 atvejis. Jeigu f (x1, 9, ..., x,) = 0, tai jrodinéti nieko nereikia.
2 atvejis. Jeigu f (z1, xo, ..., z,) # 0, tai pagal lema kvadrating forma f galima
suvesti prie kvadratinés formos
9 (W1, Y2, - Yn) = b1yt + 2brayaye + - + 2010y10n + h (Y2, -y Yn) =

m%m+mm+ +ﬂ%)+(($m+ +ﬂ%)+M%ﬂ%0£
Atlieke keitinj

J— b bln
=21 =3 T2y — b1q
Y2 = 22
Yn = Zn

gauname kvadrating forma
ian% + hl (22, ey Zn) =
Pagal indukcijos prielaida kvadratinei formai hy (2s, ..., 2,) egzistuoja toks kei-
Z9 tg
tinys | -+ | =D | -+ |, kad hy (22, ..., 20) = cals + - - + 2.

Zn tn



21 1 0 131
Tada atlieke keitinj | --- | = ( O D ) -+ |, gausime
Zn tn

= bllt% -+ Cgtg + 4 Cnt% = Clt% + Cgt% + -+ Cnt%” Cia C1 = bn.
Irodyta.

13.7 Pavyzdys. Kvadratinés formos f (xy, 22, x3,24) = 223 kanoninés for-
mos radimas.

1 0010 Y1
Atlike keitinj = | 1100 0 " turésime tokia kvadrating
Tyq 0 0 01 Ya
Y1 1 100 21
_ o . ..l vy 10100 29
forma f = g (y1,Y2, Y3, Y1) = 192, 0 atlike keitinj m = loo1o o
Ya 0 0 01 Z4
turésime f = 22 + 2125 = (zl + %22)2 - %zg Atlikus keitinj t; = z; + %Zg,tg =
% 1 =200 t
Z9,t3 = 23,t4 = 24 arba Z = 8 (1) (1) 8 2 turésime f =
Z4 0 0 0 1 t4
] — 313 .

13.8 Uzdavinys. Kvadratinés formos f = X7 AX rangu vadinamas matricos
A rangas. Irodykite, kad kvadratinés formas rangas yra lygus nenuliniy matricos
A tikriniy reiksmiy skaic¢iui.Jrodyti paliekama studentams[]

13.9 Teorema ( inercijos désnis kvadratinéms formoms ). Tegu kvadrat-

ine forma, f (x1,x9,...,T,) = E a;;z;x;. dviem budais galima suvesti prie kanonio

1,j=1
pavidalo:
Aly% +ooet )‘ryg - )‘T+1y3+1 - Asyf, A >0
2} + e Mpzz - /‘Lp+1Z[2)+1 - Ntztz7ﬂj > 0.

Tada s=tirr=p.



Be jrodymo.

13.10 Uzdavinys. [rodykite: jeigu C' - neissigimusi matrica, o X - nenulinis
stulpelis, tai C'X # 0.
Irodyti paliekama studentams[]

13.11 Apibrézimas. Realioji kvadratiné forma f (xy, za, ..., x,) vadinama teigia-

mai apibréita, jeigu su visais vy, o, ...,a, € R
flag,a,ya,) > 01r f(ag, e, .c,ap) =0<= a1 =ay = ... = a, = 0.

13.12 Teorema . Realioji kvadratiné forma f (z1,xs,...,x,) yra teigiamai
apibrézta tada ir tik tada, kai jos kanoniné forma yra lygi

2424422

T Y1
Irodymas.Tegu | ... =C | ... | — kintamyjy keitinys kvadratine forma
Tn Yn
suvedantis prie kanoninio pavidalo g (y1,...,%n) = Mys + Xays + -+ + \y2 .
Y1 T
Matrica C'— neissigimusi, todel | ... =Ct| ... |. Tegu \; < 0. Tada
yn ‘I‘n
0
Fl,ah, 2l) =g (0,...,0,1,0,...,0) —An<O0,da | 1 | =0t ..
' x,
0

Taigi, kvadratiné forma f yra teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kada \; > 0

su visais i = 1,2, ...,n. Atlike kintamyjy keitinj y; = sz su visais ¢ gausime

reikiamag kvadratinés formos israiska f (z1, g, ..., Tn) = 25 + 22 + - - + 22.
Irodyta.

Apibrézimas. Tegu kvadratinés formos f (1, s, ..., x,) matrica yra A. Tada
determinantai
aip -+ Qin
air a2

ay = |CL11| , A = Gy Qg

Qp1 = Qnpn



vadinami kvadratinés formos f pagrindiniais minorais.

13.13 Teorema ( SYLVESTER J.J. pozymis). Kvadratiné forma yra
teigiamar apibrézta tada ir tik tada, kai vist jos pagrindiniai minorai yra teigiami.
Be jrodymo.



