Algebros paskaitos

Rimantas Grigutis

12 Paskaita. Realieji kvaternionai ir posukiai erdvéje
Nagrinékime $ias matricas vir§ kompleksiniy skaiciy:

o= (0 1)=(0 5)=(5 ) w=(00),

12.1 Apibrézimas. Visy iy matricy tiesiniy kombinacijy aibé
H = {aE+ bl +cJ+dKl|a,b,c,d € R}

yra vektoriné erdvé virs R, kurios vektoriai vadinamai realiais kvaternionais
( arba tiesiog kvaternionais).
Taigi, kvaternionas a« € H yra matrica :

o =alF +bl +cJ+dK =
10 i 0 0 1 0 i\ [a+ib c+id
“(o 1)+b(o —i>+c<—1 0>+d(z’ 0>_(c—id a—ib)'

Kvaterniony reiskimas matricomis yra patogus tuo, kad Siems vektoriams gal-
ima apibrézti sandaugg. Pazitiréekime ] matricy F, I, J, K daugybos lentele:

x E 1 J K
E|E |1 J K
I |I |-E | K |—-J
J|J | -K|-FE|I
K| K |J -1 | —FE

Jeigu, kaip ir kompleksiniy skaic¢iy atveju, matrica £ Zymésime I, o matri-
cos I, J, K, kurias zymeésime atitinkamai i, j, k, kvaterniony aibéje H bus trimis

menamaisiais vienetais: 1= j?= k*= —1. Visa daugybos lentelé yra:
X 1 J k
i | -1k |—j
j | -k|-1]i
k |j —-i | -1



Dabar kvaterniong o € H galime uzra8yti ir taip:
a=a+bi+cj+dk

12.2. Apibrézimas. Je: kvaternionas a =a + bi + ¢j + dk, tai skaicius a
vadinamas skaliarine kvaterniono o dalimi, o bi 4+ c¢j + dk - vektorine kvater-
niono o dalimi. Kvaternionas, kurio skaliariné dalis lygi 0, vadinamas vektori-
umi. Kvaternionas a=a — bi — c¢j — dk vadinamas jungtiniu o..

12.3. Apibrézimas. Vektoriy sistema u,v,w vadinama deSinine sistema,
jei jos daugybos lentelé yra
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Pagal 14.3 Apibrézima turime, kad vektoriy sistema i, j, k yra desininé sistema.

Sudauginkime du vektorius u; = bii + ¢1j + dik ir ug = boi + coj + dok :

uiuyg = (bli + Clj —+ dlk) (bgi —+ ng + dgk) =
—b1by — c1co — dydy + (c1de — dyca) i+ (diby — bida) j + (bicy — c1bo) k =
—U; - U2 + Uy X Uo,

Cia u; - up vektoriy u; ir uy skaliariné sandauga, o u; X uy vektoriy u; ir us
vektoriné sandauga.

Dalyba kvaterniony aibéje.
Tegu o« =a+u ir @@=a — u, ¢ia u - kvaterniono a vektoriné dalis. Sudauginus
o ir o turésime

2 2 _

aa=(a+u)(a—u)=a*+uwa—au—u?=a*—u
a*>+u-u—uxu=a+0’+c*+d>

Turime, kad « # o tada ir tik tada, kai aex = a® + b* + c® + d? > 0. Todél
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12.4 Isvada. Kvaterniony aibéje H apibreézti visi skaic¢iams buidingi veiksmai:
sudétis, atimtis, daugyba, dalyba. Siy veiksmy atzvilgiu galioja visos skai¢iams
budingos savybeés, igskyrus vieng - kvaterniony aibéje negalioja sandaugos komu-
tatyvumas, pvz. i-j #j-1i.

Erdvés R? posiikiai.

12.5 Teorema. Jeigu u yra vektorius, tai cuc™' yra vektorius su visais
nenuliniais o € H.

Irodymas. Jei a =a + v, tai o' = = (a — v) . Todél

aua = (a+ v)u(a—v) = & (au+vu) (a - v) =

— (c*'u—auv+avu — vuv).

Cia skliaustuose yra vektorius, nes

a*u
yra vektorius,
-guv+avu =
—a(uv—vu)=—a(-u-v+uxv+v-u+vxu) =
2(uxv)
yra vektorius, ir
vuv =
(vu)v=(—u-v+uxv)v=—(u-v)v+(uxv)v=

—(u-v)vH(—(uxv) v+ (uxv)xv)=
—(u-v)v—(uxv) v

yra vektorius.
Irodyta.

Funkcija A, (u) = aua™! yra tiesiné transformacija erdvéje R?® su visais

a # o. Pastebékime, kad A,, = A, su visais realiais a :



Ao (1) = acru (aac)_1 =aauala™! = aual = A, (u).

12.6 Teorema. A, yra ortogonalioji transformacija.

Irodymas. Tegu u ir v - vektoriai. Tada i§ vienos pusés

1= (aqua™) (ava™) = - (aua™) - (ava™) + (aua™!) x (ava™),

a(uv)a
¢ia pirmasis démuo yra skaliariné kvaterniono dalis( skaicius).
I8 kitos puses

1 1 1

=a(-u-v+uxv)al=—-au-vialt+auxv)a!l=
—(uv)+auxv)al

a(uv)a~
¢ia pirmasis démuo yra skaliariné kvaterniono dalis( skaic¢ius).
I8 ¢ia turime, kad

(cua™) - (ava™) = (u-v)

A, (u)- Ay (V) =u-v.

Irodyta.

12.7 Teorema. Vektoriy sistemyu,v,w ir A, (u), A, (v), A, (W) orientaci-
jos yra vienodos.

Irodymas palickamas skaitytojui.
Tegu o =a + bi + c¢j + dk =a+ug yra ilgio 1 kvaternionas, t.y.

R+ +E+d =+ |ul* =1

Tada egzistuoja toks kampas ¢,0 < ¢ < 7, kad

a = cos
[ug]| = sin

r

o = COS p+——sin p = cos ¢ + usin p,
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u
¢iau :ﬁ yra ilgio 1 vektorius, t.y. |ul| = 1.

Ug
12.8 Teorema. Jeigu v yra ilgio 1 vektorius statmenas u, ow =uv =u X v,

tai vektoriy sistema u, v, w yra ortonormuota desininé sistema , ir A, yra posukio
kampu 2¢ apie vektoriy u tiesiné transformacija.

Irodymas. [rodyma, kad vektoriy sistema u, v, w yra ortonormuota desininé
sistema paliekame skaitytojui. Parodysime, kad A, yra posukio kampu 2¢ apie
vektoriy u tiesiné transformacija

A, (1) = aua™ = (cos g + usin p) u(cos ¢ — usin ) =
1
(ucos p—sin p) (cos @ — usinp) = u (cos® ¢ + sin* ) =u = (u,v,w) [ 0
0
Aoy (V) = ava™ = (cosp + usinp) v (cos p — usinp) =
(v cos g + wsin p) (cos ¢ — usinp) = v (cos? p — sin® p) + w (2sinp cos ) =
0
v (cos2p) + w (sin2p) = (u,v,w) | cos2p
sin 2
Ay (W) = awa™ = (cos p + usin ) w (cos p — usinp) =
(Wcosp —vsiny) (cosp —using) = v (—sin2p) + w (cos 2p) =
0
(u,v,w) [ —sin2¢p
cos 2¢p

Gavome, kad A, matrica bazéje u, v, w yra

1 0 0
0 cos2¢ —sin2p
0 sin2p cos2¢p

Bet tai ir yra posukio kampu 2¢ apie vektoriy u tiesinés transformacijos ma-
trica.
Irodyta.



12.9 Pavyzdys. Tegu o :% + %i + % j+ %k. Tai ilgio 1 kvaternionas, kurio re-
alioji dalis lygi a = %, o vektoriné dalis yra vektorius uy = %i—i— %j—i— %k :% (1;1;1).

Tada [|uo|| = */7§ ir sistemos

= COoS

1
2
% =sin

w

sprendinys intervale 0 < ¢ < 7 yra ¢ = Z.

u
Normave vektoriy uy gausime u = || 0|| = \/?g (1;1;1).
Up

Tegu v = \/75 (1; —1;0) normuotas vektorius ortogonalus vektoriui u. Tada

=B 4 o5 VB — V6 (1;1; -9
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Taigi, A, yra ortogonali transformacija, kuri erdvéje esnacius vektorius pasuka

2p = %” kampu vektoriaus u kryptimi nuo vektoriaus v link vektoriaus w.



