Algebros paskaitos.

Rimantas Grigutis

11 Paskaita. Ortogonalios transformacijos Euklido erdvéje R3 ir jy
matricos

Nagrin¢jama Euklido erdvé R? su standartine skaliarine sandauga:
(a1, a2,a3) - (b1, by, b3) = arby + azby + azbs.

11.1 Apibrézimas. Transformacija B : R* — R? wvadinamas ortogonalia
transformacija, jei B(u)-B(v) =u-v.

Zinome, kad skaliarine sandauga Euklido erdvéje R? galima reiksti matricy
sandauga:

u-v=vul.

Vektoriy ir jy transformacijy vaizdy reiskimg koordinatiniais stulpeliais galima
pavaizduoti tokia diagrama

B(u = w
! !
Bu?l = w7

Apatine lygybe galima parasyti isskleistu pavidalu:

bii bz b3 ay by
ba1 baa  bos Q2 = by
bsi b3z bss as b3

Tokiu budu, vektorius

b\ " b bin bis a \\ 7"
W= (b17 b27 b3> = b2 = b21 b22 b23 as
bs bs1 b3z bss as
by b bis \
= (a1,a9,a3) | bar Do bog = uB”.



Turime B (u) = uB7.
Tegu B— ortogonalioji transformacija. Tada teisinga

B(u)-B(v)=uB"-vBT = (vB7) (uBT)T =vBTBu’ =v (BTB)u” = vu’.
Is ¢ia turime, kad ortogonaliosios transformacijos matrica tenkina lygybe
BB =1.

11.2 Teiginys. Tequ B— kvadratiné matrica. Sie penki teiginiai yra ekviva-
lentus:

1) B yra neidsigimusi matrica ir B~ = BT.

2) BBT = 1.

3) BTB=1.

4) matricos B eilutés yra ortonormuotos.

5) matricos B stulpeliai yra ortonormuoti.

6) matricos B tikriniy reik§miy modulis yra 1.

Matrica B tenkinanti Sias savybes vadinama ortogonalia matrica.

11.3 Teiginys.
1) Ortoganaliy matricy aibé O, (R) yra grupé sandaugos atZvilgiu.
2) Ortogonalios matricos determinantas lygus +1.

11.4 Pavyzdys ( 2 x 2 ortogonaliosios matricos).
Ortogonali 2 x 2 matrica turi vieng i§ dviejy pavidaly:

B, - Cf)s p —sing ) B, — C?S @ sing _ B 1 0
sing  cosp sing —cosp 0 —1
Transformacija, kurios matrica B; posikio kampu ¢ transformacija, o trans-

formacija, kurios matrica C5 simetriskai atvaizduoja x asies atzvilgiu ir pasuka
kampu ¢ apie y agj. .

11.5 Teiginys. Ortonormuoty baziy keitimo matrica yra ortogonali.

Irodymas. Tegu uy, u,, uy ir uj, uj, uj dvi ortonormuotos bazés ir
/ /! / _
(u, 1y, uz) = (ug, uy,u3) C,

¢la C'— keitimo matrica. Turime



u, | =0T | u,
us us
ir
uj-u] ujuy ujug u)
o wow, weug | = (w0 ugug)
W wp, g u
u
=CT | uy |- (u,uy,uy)C
us

u;-u; up-uz Up-us
= CT U2-U; Uz-Uy U9o-Us3 C
uz-u; Usz-Uz U3z-u3

=CTIC=CT"C=1
Irodyta.

11.6 Teiginys. Jei ortogonalios matricos B tikrinés reiksmés yra realios, tai
egzistuoja R? bazé sudaryta i§ matricos B tikriniy vektoriy vy, vy, v;.

Ortogonaliosios transformacijos matrica tikriniy vektoriy bazéje gali buti
viena i§ zemiau isvardinty

1 00 1 0 0
Bi=1010 | = cosO sin0 | (transformacija nieko nekeicia)
0 01 —sin0 cos0
-1 0 0 —1 0 0
By = 0 10| = 0 cosO sin0 | (simetrija vektoriy plokstu-
0 01 0 —sin0 cos0
mos vy, v3 plokstumos atzvilgiu)
1 0 O 1 0 0
B;=10 -1 0 =| 0 cosm sinm | (simetrija vektoriaus vy atzvil-
0 0 -1 0 —sinm cosTw
giu)
-1 0 0 -1 0 0
B, = 0 -1 0 = 0 cosm sinw (simetrija koordinaciy
0o 0 -1 0 —sinm cosm

pradzios atzvilgiu).



11.7 Tiesioginis uzdavinys. Kokiu kampu ir kokio vektoriaus kryptims
atlieckamas erdvés R3 posiikis transformacija, kurios matrica B?

Tegu ortogonaliosios transformacijos matricos B tikrinés reikSmeés yra Ay =
1,Ay = a + ib, \3 = a — 1b ir kompleksinio skai¢iaus Ay = a + b trigonometriné
forma yra Ay = a+1b = cos ¢ +isin . Tegu tikrinés reiksmeés \; tikrinis vektorius
yra vy, tikrinés reik8meés A, tikrinis vektorius yra us+ivsy.Tada tikrineés reik§mes
A3 tikrinis vektorius yra Ur—ivy. Normuokime giuos vektoriuS'

Uy +ivy

A\
Tl muzn +||V2|| muzn +||V2|| muzn +||v2||

U.2—1V2

VIl + vl ¢|ru2|| +IIV2H mugn +HV2II

Tada realfis vektoriai v/, v/2uj, v/2v}, yra ortonomuota R? bazé, kurioje trans-
formacijos C' matrica yra

AR
= Uy+1Vy,

= u)—ivj.

1 0 0
0 cosp sing
0 —siny cose

Tokiu budu & ortogonalioji transformacija pasuka erdve R? kampu (—¢) vek-
toriaus vy kryptimi.

Jeigu realioji ortogonaliosios transformacijos matricos C' tikriné reiksmé yra

A1 = —1, tai bazéje v, v/2u), v/2v}, transformacijos matrica yra
-1 0 0 1 0 0 -1 00
0 cosp sinp | =1 0 cosp sing 0 10
0 —singp cosyp 0 —sing cosy 0 01

Si transformacija atlicka iuos du veiksmus:
1) simetrija vektoriy v/2uj, v/2v}, plokstumos atzvilgiu
2) posukis kampu (—¢) vektoriaus vy kryptimi.

11.8 Atvirkstinis uzdavinys. Rasime matrica, kurios transformacija pasuka
erdve R? kampu (¢) vektoriaus u = (a, b, c) kryptimi.

Turétume atlikti siuos veiksmus:

1. Raskime vektoriui u statmeng vektoriy v ir apskaic¢iuokime w = u x v.



LI SR
[ul|’ V™ wl
3. Sudarykime ortogonaliaja matrica: C' = (u’T| v WIT>
1 0 0
4. Suskai¢iuokime matrica: B=C | 0 cos(—p) sin(—p) | CT.
0 —sin(—¢p) cos(—y)
Transformacija, kurios matrica yra B ir yra ieskoma matrica.

2. Ortonormuokime §ig sistema: u’ =

11.9 Ortogonaliosios matricos pavyzdys.

V341 1 V3 _ V2
B=13:-% T1t3: 7%
V2 _ V2 E]
4 4 2
Charakteristinis polinomas T —(\/_—I— ) \/§+ 1 :z: l=(zx—-1) (m — V3 + 1)
Tikrinés reiksmes: —\/_ 3+3 L 1 sV3— —z 1

Tikrinis vektorius atltlnkantls 1 yra 1, 1,0) = vy

Tikrinis vektorius atitinkantis 1\/_—1— 1 yra (*/751, —gi, 1) =(0,0,1)+1 (%ﬁ, —\/757 0> =
uy + 1va
Tikrinis vektorius atltlnkantls 3——2 yra (—‘/752', ‘/751', 1) =(0,0,1)—1 (\/757 —g, 0) =

Uy — ivy
Normuokime tikrinius vektorius ir atskirkime realius vektorius :
vi= L (11,0)u = 2 (0,0,1);vp = L (2,22 0)

Normuokime realius vektorius:

vi = 25 (11,0)5v2u, = (0,0,1); v2vg = (%2, —2,0).

Sioje bazéje transformacijos matrica yra

Lo L N/ 1 3 2 1 09 L

NG) NG 4 2 2 4 4 V2 NG

1 g 1 L_v3 ¥3,1 2 1 g L

V2 NG 2 4 4 2 4 NG V2

0 1 0 \/Ti _\/g V3 01 0
2

I

O = ~
o O =
|
[N
N
Sww o
w

0 0
— b i T
= cosg sing
: s T
0 sin g cos g



Si tiesiné transformacija suka erdve —30° laipsniy kampu vektoriaus v,
(1,1,0) kryptimi.

11.10 Pavyzdys. Pasuksime vektoriy (1;0;0) kampu 90° apie vektoriy u
(0;1;1).

Rasime transformacijos, kuri erdve pasuka kampu 90° apie vektoriy u
(0;1;1), matrica,.

Vektoriy u papildome iki orogonaliosios sistemos:

u=(0;1;1),v=(1;0;0),

i j ok
w=uxv=| 011 |=j—-k=(01;,-1).
1 00

Normavus §ig sistemg gausime ortonormuota erdvés baze:
w =22(0;1;1),v = (1;0;0), w'=Y2 (0;1; —1).

Baziy keitimo matrica

ir ieskomoji matrica yra
1 0 0
A=C| 0 cos(—=90°) sin(—90°) | CT =
0 —sin(—90°) cos(—90°)

0 1 0 1 0 0 0 1 0 \
\/75 0 */75 0 cos(—90°) sin(—90°) ‘/75 0 \/75 =
g 0 —¢2 0 —sin(—90°) cos(—90°) \/TQ 0 _g
0 Y2 V2
2 2
V2 1 1
2o 23
l 1
2

dabar pasuk@ Vektorlu (1;0;0) kampu 90° apie vektoriy u = (0;1;1) :

0 2 1
V2 1 1
2 2 2
V21 1
2 2 2
V2. ﬁ
gausime vektoriy (), ¥z, _T



