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11 Paskaita. Ortogonalios transformacijos Euklido erdv·eje R3 ir ju¾
matricos

Nagrin·ejama Euklido erdv·e R3 su standartine skaliarine sandauga:

(a1; a2; a3) � (b1; b2; b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3:

11.1 Apibr·eµzimas. Transformacija B : R3 ! R3 vadinamas ortogonalia
transformacija, jei B (u) � B (v) = u � v:

µZinome, kad skaliarin¾e sandaug ¾a Euklido erdv·eje R3 galima reik�ti matricu¾
sandauga:

u � v = vuT .

Vektoriu¾ir ju¾transformaciju¾vaizdu¾rei�kim ¾a koordinatiniais stulpeliais galima
pavaizduoti tokia diagrama

B (u) = w
# #
BuT = wT

:

Apatin¾e lygyb¾e galima para�yti i�skleistu pavidalu:0@ b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

1A0@ a1
a2
a3

1A =

0@ b1
b2
b3

1A :
Tokiu būdu, vektorius

w = (b1; b2; b3) =

0@ b1
b2
b3

1AT

=

0@0@ b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

1A0@ a1
a2
a3

1A1AT

= (a1; a2; a3)

0@ b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

1AT

= uBT :



Turime B (u) = uBT :
Tegu B� ortogonalioji transformacija. Tada teisinga

B (u) � B (v) = uBT � vBT =
�
vBT

� �
uBT

�T
= vBTBuT = v

�
BTB

�
uT = vuT :

I�µcia turime, kad ortogonaliosios transformacijos matrica tenkina lygyb¾e

BTB = I:

11.2 Teiginys. Tegu B� kvadratin·e matrica. �ie penki teiginiai yra ekviva-
lentūs:
1) B yra nei�sigimusi matrica ir B�1 = BT :
2) BBT = I:
3) BTB = I:
4) matricos B eilut·es yra ortonormuotos.
5) matricos B stulpeliai yra ortonormuoti.
6) matricos B tikriniu¾ reik�miu¾modulis yra 1:

Matrica B tenkinanti �ias savybes vadinama ortogonalia matrica.

11.3 Teiginys.
1) Ortoganaliu¾matricu¾aib·e On (R) yra grup·e sandaugos atµzvilgiu.
2) Ortogonalios matricos determinantas lygus �1:

11.4 Pavyzdys ( 2� 2 ortogonaliosios matricos).
Ortogonali 2� 2 matrica turi vien ¾a i�dvieju¾pavidalu¾:
B1 =

�
cos' � sin'
sin' cos'

�
arba B2 =

�
cos' sin'
sin' � cos'

�
= B1

�
1 0
0 �1

�
Transformacija, kurios matrica B1 posūkio kampu ' transformacija, o trans-

formacija, kurios matrica C2 simetri�kai atvaizduoja x a�ies atµzvilgiu ir pasuka
kampu ' apie y a�i¾. :

11.5 Teiginys.Ortonormuotu¾baziu¾keitimo matrica yra ortogonali.

I¾rodymas. Tegu u1;u2;u3 ir u01;u
0
2;u

0
3 dvi ortonormuotos baz·es ir

(u01;u
0
2;u

0
3) = (u1;u2;u3)C;

µcia C� keitimo matrica. Turime
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0@ u01
u02
u03

1A = CT

0@ u1
u2
u3

1A
ir 0@ u01�u01 u01�u02 u01�u03

u02�u01 u02�u02 u02�u03
u03�u01 u03�u02 u03�u03

1A =

0@ u01
u02
u03

1A � (u01;u02;u03)
=CT

0@ u1
u2
u3

1A � (u1;u2;u3)C
= CT

0@ u1�u1 u1�u2 u1�u3
u2�u1 u2�u2 u2�u3
u3�u1 u3�u2 u3�u3

1AC
= CT IC = CTC = I

I¾rodyta.

11.6 Teiginys. Jei ortogonalios matricos B tikrin·es reik�m·es yra realios, tai
egzistuoja R3 baz·e sudaryta i�matricos B tikriniu¾vektoriu¾v1;v2;v3.

Ortogonaliosios transformacijos matrica tikriniu¾ vektoriu¾ baz·eje gali būti
viena i�µzemiau i�vardintu¾

B1 =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A =

0@ 1 0 0
cos 0 sin 0
� sin 0 cos 0

1A (transformacija nieko nekeiµcia)

B2 =

0@ �1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A =

0@ �1 0 0
0 cos 0 sin 0
0 � sin 0 cos 0

1A (simetrija vektoriu¾ plok�tu-

mos v2; v3 plok�tumos atµzvilgiu)

B3 =

0@ 1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1A =

0@ 1 0 0
0 cos� sin �
0 � sin � cos �

1A (simetrija vektoriaus v1 atµzvil-
giu)

B4 =

0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1A =

0@ �1 0 0
0 cos � sin �
0 � sin � cos �

1A (simetrija koordinaµciu¾

pradµzios atµzvilgiu).
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11.7 Tiesioginis uµzdavinys. Kokiu kampu ir kokio vektoriaus kryptimi
atliekamas erdv·es R3 posūkis transformacija, kurios matrica B?
Tegu ortogonaliosios transformacijos matricos B tikrin·es reik�m·es yra �1 =

1; �2 = a + ib; �3 = a � ib ir kompleksinio skaiµciaus �2 = a + ib trigonometrin·e
forma yra �2 = a+ ib = cos'+ i sin': Tegu tikrin·es reik�m·es �1 tikrinis vektorius
yra v1; tikrin·es reik�m·es �2 tikrinis vektorius yra u2+iv2:Tada tikrin·es reik�m·es
�3 tikrinis vektorius yra u2�iv2: Normuokime �iuos vektorius:

v1
kv1k

= v01;
u2+iv2q

ku2k2 + kv2k2
=

u2q
ku2k2 + kv2k2

+i
v2q

ku2k2 + kv2k2
= u02+iv

0
2;

u2�iv2q
ku2k2 + kv2k2

=
u2q

ku2k2 + kv2k2
�i v2q

ku2k2+ kv2k2
= u02�iv02:

Tada realūs vektoriai v01;
p
2u02;

p
2v02 yra ortonomuota R

3 baz·e, kurioje trans-
formacijos C matrica yra 0@ 1 0 0

0 cos' sin'
0 � sin' cos'

1A :
Tokiu būdu �i ortogonalioji transformacija pasuka erdv¾e R3 kampu (�') vek-

toriaus v1 kryptimi.

Jeigu realioji ortogonaliosios transformacijos matricos C tikrin·e reik�m·e yra
�1 = �1; tai baz·eje v01;

p
2u02;

p
2v02 transformacijos matrica yra0@ �1 0 0

0 cos' sin'
0 � sin' cos'

1A =

0@ 1 0 0
0 cos' sin'
0 � sin' cos'

1A0@ �1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A :
�i transformacija atlieka �iuos du veiksmus:
1) simetrija vektoriu¾

p
2u02;

p
2v02 plok�tumos atµzvilgiu

2) posūkis kampu (�') vektoriaus v1 kryptimi.

11.8 Atvirk�tinis uµzdavinys. Rasime matric ¾a, kurios transformacija pasuka
erdv ¾e R3 kampu (') vektoriaus u = (a; b; c) kryptimi.
Tur·etume atlikti �iuos veiksmus:
1. Raskime vektoriui u statmen ¾a vektoriu¾v ir apskaiµciuokime w = u� v:

4



2. Ortonormuokime �i ¾a sistem ¾a: u0 =
u

kuk ;v
0 =

v

kvk ;w
0 =

w

kwk :

3. Sudarykime ortogonali ¾aj ¾a matric ¾a: C =
�
u0T j v0T j w0T

�
:

4. Suskaiµciuokime matric ¾a: B = C

0@ 1 0 0
0 cos (�') sin (�')
0 � sin (�') cos (�')

1ACT :
Transformacija, kurios matrica yra B ir yra ie�koma matrica.

11.9 Ortogonaliosios matricos pavyzdys.

B =

0B@
p
3
4
+ 1

2
1
2
�

p
3
4

�
p
2
4

1
2
�

p
3
4

p
3
4
+ 1

2

p
2
4p

2
4

�
p
2
4

p
3
2

1CA.
Charakteristinis polinomas: x3�

�p
3 + 1

�
x2+

�p
3 + 1

�
x�1 = (x� 1)

�
x2 � x

p
3 + 1

�
Tikrin·es reik�m·es: 1

2

p
3 + 1

2
i; 1
2

p
3� 1

2
i; 1

Tikrinis vektorius atitinkantis 1 yra (1; 1; 0) = v1
Tikrinis vektorius atitinkantis 1

2

p
3+1

2
i yra

�p
2
2
i;�

p
2
2
i; 1
�
= (0; 0; 1)+i

�p
2
2
;�

p
2
2
; 0
�
=

u2 + iv2
Tikrinis vektorius atitinkantis 1

2

p
3�1

2
i yra

�
�
p
2
2
i;
p
2
2
i; 1
�
= (0; 0; 1)�i

�p
2
2
;�

p
2
2
; 0
�
=

u2 � iv2
Normuokime tikrinius vektorius ir atskirkime realius vektorius :
v01 =

1p
2
(1; 1; 0) ;u02 =

1p
2
(0; 0; 1) ;v02 =

1p
2

�p
2
2
;�

p
2
2
; 0
�
:

Normuokime realius vektorius:
v01 =

1p
2
(1; 1; 0) ;

p
2u02 = (0; 0; 1) ;

p
2v02 =

�p
2
2
;�

p
2
2
; 0
�
:

�ioje baz·eje transformacijos matrica yra0@ 1p
2
0 1p

2
1p
2
0 � 1p

2

0 1 0

1A�10B@
p
3
4
+ 1

2
1
2
�

p
3
4

�
p
2
4

1
2
�

p
3
4

p
3
4
+ 1

2

p
2
4p

2
4

�
p
2
4

p
3
2

1CA
0@ 1p

2
0 1p

2
1p
2
0 � 1p

2

0 1 0

1A
=

0@ 1 0 0

0 1
2

p
3 1

2

0 �1
2

1
2

p
3

1A
=

0@ 1 0 0
0 cos �

6
sin �

6

0 � sin �
6
cos �

6

1A :
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�i tiesin·e transformacija suka erdv¾e �30� laipsniu¾ kampu vektoriaus v1 =
(1; 1; 0) kryptimi.

11.10 Pavyzdys. Pasuksime vektoriu¾ (1; 0; 0) kampu 90� apie vektoriu¾u =
(0; 1; 1) :
Rasime transformacijos, kuri erdv¾e pasuka kampu 90� apie vektoriu¾ u =

(0; 1; 1) ; matric ¾a.
Vektoriu¾u papildome iki orogonaliosios sistemos:

u = (0; 1; 1) ;v = (1; 0; 0) ;

w = u� v =

0@ i j k
0 1 1
1 0 0

1A = j � k = (0; 1;�1) :

Normavus �i ¾a sistem ¾a gausime ortonormuot ¾a erdv·es baz¾e:

u0 =
p
2
2
(0; 1; 1) ;v0 = (1; 0; 0) ;w0=

p
2
2
(0; 1;�1) :

Baziu¾keitimo matrica

C =

0@ 0 1 0p
2
2

0
p
2
2p

2
2

0 �
p
2
2

1A
ir ie�komoji matrica yra

A = C

0@ 1 0 0
0 cos (�90�) sin (�90�)
0 � sin (�90�) cos (�90�)

1ACT =
0@ 0 1 0p

2
2

0
p
2
2p

2
2

0 �
p
2
2

1A0@ 1 0 0
0 cos (�90�) sin (�90�)
0 � sin (�90�) cos (�90�)

1A0@ 0 1 0p
2
2

0
p
2
2p

2
2

0 �
p
2
2

1AT

=0B@ 0 �
p
2
2

p
2
2p

2
2

1
2

1
2

�
p
2
2

1
2

1
2

1CA :
dabar pasuk¾e vektoriu¾ (1; 0; 0) kampu 90� apie vektoriu¾u = (0; 1; 1) :0B@ 0 �

p
2
2

p
2
2p

2
2

1
2

1
2

�
p
2
2

1
2

1
2

1CA
0@ 1
0
0

1A =

0@ 0p
2
2

�
p
2
2

1A
gausime vektoriu¾

�
0;

p
2
2
;�

p
2
2

�
:
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