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9 paskaita. Tiesin·es transformacijos Rn:

9.1 Apibr·eµzimas. Funkcija A : Rn ! Rn vadinama tiesine transformacija,
jeigu
1. A (u1 + u2) = A (u1) +A (u2) su visais u1;u2 2 Rn .
2. A (�u) = �A (u) su visais � 2 R ir u 2 Rn.

9.2 Pavyzdµziai.

1. Funkcija Tk (x ; y ; z ) = (kx; ky; kz) yra tiesin·e transformacija erdv·eje R3 ir
vadinama i�tempimu
2. Vektoriaus i�R2 projekcija i¾ x a�i¾: Tox(x; y) = (x; 0) yra tiesin·e transfor-

macija erdv·eje R2 ir vadinama ortogonalia projekcija.
3. Simetrija xy plok�tumos atµzvilgiu erdv·eje R3: Txy(x; y; z) = (x; y;�z) yra

tiesin·e transformacija erdv·eje R3 ir vadinama atspindµzio transformacija.

9.3 Apibr·eµzimas. Transformacijos A : Rn ! Rn branduoliu vadinamas Rn

poerdvis

kerA= fu 2 RnjA (u) = og :

Transformacijos A : Rn ! Rn vaizdu vadinamas Rn poerdvis

imA= fv 2 Rnj9u 2 Rn : A (u) = vg :

9.4 Pavyzdµziai.
1. kerT k = o ir imTk = R3:
2. kerTox = fv = (0; b) jb 2 Rg ir imTox = fu = (a; 0) ja 2 Rg :
3. kerTxy = o ir imTxy = R3:

9.5. Teiginys. Tiesin·e transformacija A pasiµzymi tokiomis savyb·emis:
1. A (o) = o:
2. Jeigu u1; :::;un yra tiesi�kai priklausoma vektoriu¾sistema, tai ir A (u1) ; :::;A (un)

yra tiesi�kai priklausoma vektoriu¾ sistema.
3. Jeigu u1; :::;un yra generuojanti R

n sistema, tai ir A (u1) ; :::;A (un) yra
generuojanti imA sistema.



I¾rodyti paliekama skaitytojui.

9.6. Teorema. Jei U yra Rn poerdvis, tai egzistuoja tokios Rn transforma-
cijos A ir B, kad U = kerA ir U = imB:
I¾rodymas. PapildykimeU baz¾e u1; :::;uk iki visos erdv·esRn baz·es u1; :::;uk;uk+1; :::;un:
Tiesines transformacijas A;B apibr·eµzkime formul·emis

A (a1u1 + � � �+ akuk + ak+1uk+1 + � � � anun) = a1u1 + � � �+ akuk;
B (a1u1 + � � �+ akuk + ak+1uk+1 + � � � anun) = ak+1uk+1 + � � � anun:

Tada imA = U ir kerB = U:
I¾rodyta.

Tiesin·es transformacijos matrica.

Tegu A - tiesin·e transformacija erdv·eje Rn, o u1; :::;un Rn baz·e. Tada

A (u1) = a11u1 + � � �+ an1un = (u1; :::;un)

0@ a11
� � �
an1

1A
...

A (un) = a1nu1 + � � �+ annun = (u1; :::;un)

0@ a1n
� � �
ann

1A
Matrica

A =

0@ a11 � � � a1n
� � � � � � � � �
an1 � � � ann

1A
vadinama tiesin·es transformacijos A matrica baz·eje u1; :::;un .
Turime

A (u1; :::;un) = (u1; :::;un)A:

Dabar parodysime ry�i¾tarp vektoriaus u ir jo tiesinio vaizdoA (u) koordinaµciu¾
baz·eje u1; :::;un .
Tegu A (u) = v ir
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u = (u1; :::;un)

0@ a1
� � �
an

1A ; v =(u1; :::;un)
0@ b1
� � �
bn

1A .

Turime

A (u) = A

0@(u1; :::;un)
0@ a1
� � �
an

1A1A =

(A (u1; :::;un))

0@ a1
� � �
an

1A = ((u1; :::;un)A)

0@ a1
� � �
an

1A =

(u1; :::;un)

0@A
0@ a1
� � �
an

1A1A = (u1; :::;un)

0@ b1
� � �
bn

1A :
Tada 0@ b1

� � �
bm

1A = A

0@ a1
� � �
an

1A :
Dabar parodysime kaip keiµciasi tiesin·es transformacijos matrica keiµciantis

erdv·es baz·ems.
Tegu u1; :::;un ir u

0
1; :::;u

0
n dvi erdv·es R

n baz·es ir C yra �iu¾ baziu¾ keitimo
matrica:

(u01; :::;u
0
n) = (u1; :::;un) � C

Jei

A (u; :::;un) = (u1; :::;un)A
A (u01; :::;u0n) = (u01; :::;u0n)A0

tai

A (u01; :::;u0n) = (u1; :::;un)AC = (u1; :::;un)CA0 = A (u01; :::;u0n)
AC = CA0

A0 = C�1AC:
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9.7.Teorema(apie tiesin·es transformacijos baz·es ir vaizdo bazes).Tegu
tiesin·es transformacijos A matrica standartin·eje baz·eje e1; :::; en yra A ir vT1 ; :::;vTm(
stulpeliai i�Rn) yra homogenin·es lygµciu¾sistemos AX = 0 fundamentalioji sprendiniu¾
sistema.Tada
1) v1; :::;vm yra kerA baz·e ir m=dimkerA = n� r = n�rankA:
2) Jei sT1 ; :::; s

T
n yra matricos A stulpeliai, tai imA=[s1; :::; sn] ir imA baz·e yra

maksimalus tiesi�kai nepriklausomas sistemos s1; :::; sn (eilut·es) posistemis, o
dim imA = r =rankA:

I¾rodymas. 1) Jei u =(a1; :::; an) = (e1; :::; en)

0@ a1
� � �
an

1A = (e1; :::; en)u
T , tai

u 2 kerA tada ir tik tada, kada AuT = o , t.y. kerA vektoriu¾ koordinatiniai
stulpeliai yra homogenin·es lygµciu¾ sistemos AX = 0 sprendiniais.Tod·el �ios siste-
mos fundamentalioji sprendiniu¾sistema yra kerA baz·es koordinatiniais stulpeliais.
2) Turime, kad si = Aei = (e1; :::; en) s

T
i :Tod·el imA baz·e yra maksimalus

tiesi�kai nepriklausomas sistemos s1; :::; sn (eilut·es) posistemis, o dim imA =
r =rankA:
I¾rodyta.

9.8 I�vada. Su visom erdv·es Rn tiesin·em transformacijom A teisinga

dimkerA+ dim imA = n:

Veiksmai su tiesiniais atvaizdµziais.

9.9 Apibr·eµzimai. Tegu A;B tiesin·es transformacijos erdv·eje Rn.
A ir B suma yra tiesin·e transformacija A+ B apibr·eµzta lygybe:

(A+ B) (u) = A (u) + B (u) :

Tiesin·e transformacija �A su visais � 2 R apibr·eµzta lygybe

(�A) (u) = � (A (u)) :

A ir B sandauga yra tiesin·e transformacija AB apibr·eµzta lygybe

(AB) (u) = A (B (u)) :
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9.10 Teorema. Tegu A;B tiesin·es transformacijos erdv·eje Rn, o A ir B yra
ju¾matricos baz·eje u1; :::;un: Tada
1) A+B yra transformacijos A+ B matrica baz·eje u1; :::;un:
2) �A yra transformacijos �A matrica baz·eje u1; :::;un:
3) AB yra transformacijos AB matrica baz·eje u1; :::;un:
I¾rodym ¾a paliekame skaitytojui.
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