Algebros paskaitos

Rimantas Grigutis

5 paskaita.

Dalumas su liekana.

BDD. Tarpusavyje pirminiai polinomai.
Neredukuojami polinomai.

Nors polinomy ziedas K [z] ir yra kuno K plétinys: K[z] D K, bet savo
savybemis yra panasus j sveikyjy skaiciy ziedg Z. Kaip ir sveikyjy skaiciy ziede,
taip ir polinomy vir§ kiino ziede yra teisinga dalumo su liekana teorema.

5.1 Teorema(dalumas su liekana). Tegu f (z) , g (z) € K[x] ir g (x) # 0.
Egzistuoja vienintéliai polinomai q (x) ir v (z) su kuriais teisinga lygybé

f(@)=g(2)q(@)+r(2),
¢ia degr(z) < degg(x).

Irodymas. Tegu f (z) = a,z™ + -+ ag ir g () = b, ™ + - - - + by. Polinomy
q(z) ir r (x) egzistavimag ir vienatinuma jrodysime matematine indukcija pagal
polinomo f (z) laipsnj n.

Egzistavimas.

Indukcijos bazé. Jein =0, tai f(z) = a9 € K ir tada galimi du atvejai:
(i) jei deg g (z) =0, t.y. g(z) = by # 0, tai

f(x)=g(z) §2+0irdeg0=—00 <0 =degg(z).
(17) jei deg g (x) > 0, tai
F @) =g ()0 +f () ir 0= deg f (x) < degg ().

Indukcijos prielaida. Tegu teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriy
laipsnis < n.

Indukcijos teiging jrodysime n - ojo laipsnio polinomui f (z) . Galimi du atvejai:

() jel n < m, tai

f@)=g(@) -0+ f () ir n=deg f(z) <degg(z) =m.

(i) jei n > m, tai polinomo



fila) = [ x) = gza""g (x)

laipsnis yra mazesnis uz n ir pagal indukcijos prielaida egzistuoja tokie poli-
nomai ¢ (z) ir r (z) i§ K[z, kad

fi(@) = g (@) q(2) + 7 (@) iv degr (z) < deg g ().

f(@) =g (2" + a1 (@) g (@) + 7 (2) ir degr (v) < degg (x).

Vienatinumas.
Tegu

f(@)=g(x)-p(x)+s(2)ir degs (v) < degg ().

Tada

ir pagal 4.3 Teiging turime
deg g () +deg (¢ (z) — p(z)) = deg (s (x) —r(x)) < degg ().
Bet g () # 0 ir todél tai jmanoma tik tuo atveju, kai
q(x) —p(z)=s(x)—r(z)=0.
Irodyta.
5.2 Pavyzdys. Padalinsime polinoma f (z) = 32* — 52 + 2z + 4 i§ polinomo
g (z) = 2% — 2z + 5 su liekana.
fi(x) = (3z* =52 + 22 +4) — 3272 (2 — 2z + 5) = 2 — 152® + 2z + 4
fo(z) = (2* — 152% + 22+ 4) — 12°7% (2? — 22 + 5) = —132% — 3w + 4
f3(z) = (=132? — 3z + 4) — =2 (2? — 2z + 5) = =29z + 69

Tada



fo (w) = f3(z) + 13g (z)
f(z)= 1( ) + 32%g ()
f(z)=fa2(z )+$9(9€)+ g (x) = fa(x) + g () (32° +2)
f(z)=fs(x) +13g (z) + g(x) (32> + ) = f3(z) + g (z) (3z* + = — 13)

f(x)=g(z )(337 + 2 —13) + (=292 + 69) .
)

5.3 Apibrézimas. Tegu f(x) ir g(z) yra nenuliniai polinomai virs kuno K.
Polinomas d(x) € K|z], kurio vyriausias koeficientas yra lygus 1, vadinamas
polinomy f (x) ir g (z) bendruoju didZiausiu dalikliu, jeigu

1. f(x)d(x),g(x):d(x).

2. Jeigu f(z):dy (z),g(z):dy (z) sudy (z) € K], tai d(z):dy ().

Bendro didZiausio daliklio Zymuo: d(z) = BDD(f (z),g (z)).

5.4 Teorema. Su visais f(x),g(z) € K|z], f(x),g(x) # 0 egzistuoja tokie
polinomai u (z),v (x) € K[z], kad
BDD(f (z),9(x)) = f(z) - u(x) + g (z) - v ().
Irodymas pakeitus, zodzius sveikas skaicius | polinomas, o maziausias teigia-
mas skaicius i maZiausio laipsnio polinomas, yra toks pats kaip 1.7 Teoremos
jirodymas.

Kaip ir sveikyjy skaiciy atveju, dviejy polinomy BDD radimui naudojamas
Fuklido algoritmas.

5.5 Euklido algoritmas BDD skai¢iavimui. Turime du polinomus f (z), g (z) €

K z], f (z),g(z) # 0.Rasysime dalybos su lieckana teorema
Tegu fo = f (x) ir fi = g(z). Tada

fo=figi + f2 deg fo < deg f1
fi= f2Q2+f3 deg f3 <degf2

fr— Q—fk 1qk—1 + f& degfk<degfk: 1
fr—1 = frQ.



Sveikieji skaiciai sudaro mazéjancia seka
deg f1 > deg fo > deg f3 > --- > deg fr_1 > deg fr > 0.
Tada BDD(f (z) g (2)) = f ().

5.6 Ispléstinis Euklido algoritmas BDD tiesinei israiskai rasti.

fo=f(z)-1+g(z)-0
fi=f(x)-0+g(x)- 1
fo=f(x) -uz(z)+g(z)- vy (x)
fs=f(z) uz(z) +g(x) v3(x)

fiom £ @) () + 9 () - v (2)
uj (z) = uj g (¥) — gj—1 () - uj1
vj (r) = vj_2 () — gj-1 (z) V1 (

Tada BDD(f (z), g () = fi (x) = [ () - ux (2) + g (x) - vp (2)

5.7 Apibrézimas. Du polinomai f(z),g(x) € K[z| vadinami tarpusavyje
pirminiais, jeigu BDD(f (x),g(x)) = 1.

5.8 Teorema. Jei polinomai f(x),g(z) € K|z] yra tarpusavyje pirminiai,
tai egzistuoja tokie u (x),v (z) € K[z|, kad f () -u(z)+g(z)-v(z)= 1.

. dIrodymas. Tegu f(x) -u(x)+g(z) -v(x) =1ir BDD(f (z),g(z)) =d(z).

1=f(x)u(ml+g(x)v(x2,

dalijasi is d(z) dalijasi i§ d(z)

~
dalijasi i§ d(z)

t,y. 1 dalijasi i§ d (z) ir todeél d (x) = 1.
Irodyta.

5.9 Teiginys(tarpusavyje pirminiy polinomy savybé). Tegu f, (z), ..., fm (x)
ir g1 (x), ..., gn (x) yra dvi tokios polinomy sekos, kad



BDD(f; (), g; () = 1

suvisais 1 <1< m,1 <j<n.
Tada

BDD(f1 (#) -+ fn (x) , 91 (2) - - - g () = 1.

Be jrodymo.

Dabar pateiksime teiginj, kurio analogo sveikyjy skai¢iy ziede néra. Primin-
sime, kad mes zinome tokius kiinus K: trys begaliniai skai¢iy kiinai - racionaliyjy
skaiciy Q, realiyjy skaic¢iy R ir kompleksiniy skai¢iy C, ir baigtiniai ktinai Z,,, tur-
intys p elementy. Turime, kad Q C R C C ir tada sakome, kad R yra Q plétinys,
C yra ir Q, ir R plétinys. Zemiau kalbédami apie kiiny plétinius turésime galvoje
biitent $iuos pavyzdzius( nors teiginiai yra teisingi ir bendru atveju).

5.10 Teiginys. Jei f(z) ir g(z) yra tarpusavyje pirminiai polinomai virg
kuno K, tai jie neturi bendry sakny jokiame kuno K plétinyje L, L O K.

Irodymas. Jei f(z) ir g (z) yra tarpusavyje pirminiai polinomai vir§ kiino
K, tai pagal 5.8 Teorema egzistuoja tokie polinomai u (z) ir v (z), kad

f(@) u(@)+g(x)-v(r)=1

Jeigu kino K plétinyje L buty bendra polinomy f (z) ir g (x) Saknis x,
f(zo) =g (o) =0, tai i8

1= f(w0) - u(x0) + g (20) - v (70) =0

gautume priestara, nes bet kuriame ktne 1 # 0.
Irodyta.

Pirminiy sveikyjy skaic¢iy vaidmenj polinomy ziede vaidina neredukuojami
polinomai.

5.11 Apibrézimas. Teigiamo laipsnio polinomas p (x) € K [x], kurio vyriau-
sias koeficientas lygus 1, vadinamas neredukuojamu polinomu virs kuno K, jeigu
Jis dalijasi tik 1§ nenuliniy kuno elementy a € K ir savo paties nenuliniy kartotiniy

ap (x) .



Polinomo savybé biiti neredukuojamu priklauso nuo kiino K, virs kurio polino-
mas yra nagrinéjamas. Pavyzdziui, polinomas f () = 2? — 2 yra neredukuojamas
vir§ racionaliyjy skaic¢iy kiino Q, bet yra redukuojamas virs realiyjy skaiciy kiino

R, nes f(z) =2*—2= (2 —v2) (z+V2).

5.12 Teiginys. Bet kuris teigiamo laipsnio polinomas i§ K [x] dalijasi i§ kurio
nors neredukuojamo polinomo virs K.

5.13 Teiginys( neredukuojamy polinomy savybé). Tegu fi (z), ..., fm (T)
yra tokia polinomy i§ K [x] seka, kad polinomas fi (x) - - - fi, (x) dalijasi i§ nere-
dukuojamo polinomo p(z) € Klz]|. Tada egzistuoja toks j,1 < j < m, kad f;
(x)dalijasi i85 p (z) .

Be jrodymo.

Pateiksime teiginj, kurio analogo sveikyjy skaiciy ziede nera.

5.14 Teiginys. Jeigu neredukuojamas polinomas p (x) € K [z] ir polinomas
f(z) € Klz] turi bendrq Saknj kuriame nors kuno K plétinyje L D K, tai

f(x)ip(x).

Irodymas. Tegu d(x) =BDD(f (z),p(z)) € K|[z] ir neredukuojamas vir§

K polinomas p (z) dalijasi i§ d (z).Tada arba p(z) = d(z) ir f(z):p(x), arba
d(z) =BDD(f (x),p(x)) = 1 ir pagal 5.8 Teoremq egzistuoja tokie polinomai
u(x) ir v (x), kad

fz)-u(z)+p(z) v(z) =1
Tegu dabar polinomai p (x) ir f (x) kuino K plétinyje L turi bendra saknj o € L
t.y. f(a) =p(a)=0. Tada
1=f(a) u(e)+p(a) v(a)=0

gautume priestara, nes bet kuriame ktine 1 # 0.
Irodyta.

5.15 Teorema(apie kanoninj polinomo skaidinj). Su kiekvienu teigiamo
laipsnio polinomu f (x) = a,z™ + - - + ap € K [z] egzistuoja tokie neredukuojami
virs kuno K polinomai py (x),pe (z),...,ps () (tarp ju gali buti sutampanciy),
kad



@) =an-pr(z)-pa(a) - ps (7)),
Siame skaidinyje sutrauke panadius daugiklius turésime kanoninj polinomo f
skaiding:
(@) = an-pit (x) - pi2 () -l (@)

pi (z) # p; (x).
Be jrodymo.

5.16 Teorema. Yra be galo daug neredukuojamy polinomy virs bet kurio kuno.

Irodymas. Jrodysime priestaros budu. Sakykime, egzistuoja baigtinis neredukuojamy
polinomy skai¢ius: py (z),pa (x), ..., pm (z) . Pagal 5.12 Teiging polinomas f (z) =
p1(x)p2 (z) -+ pm (z) + 1 dalijasi i$ neredukuojamo polinomo. Tada turéty egzis-

tuoti toks 4,1 <i <m, kad f (x)p; (x) ir

I= flz)  —p(@)p2(2)--pm(z),
S~~~ ~ -~
galijasi i8 pi(z) dalijasi i8 p;(x)

dalijasi i§ p;(x)

t.y. Lip; (x) ir pagal 4.6.7 teiginj deg1 > degp; (z) . Bet tai priestarauty nere-
dukuojamo polinomo apibrézimui, nes deg p; (x) > 0, o deg1 = 0.
Irodyta.

Apie neredukuojamus polinomus virs baigtinio ktino Z, ir racionaliyjy
skaiciy kiino Q

5.16 teorema yra akivaizdi polinomy ziedams virs begaliniy kiiny K, tokiy kaip
Q, R, C, nes dvinariai x — a yra neredukuojami polinomai su visais a € K.Tac¢iau
polinomy ziedams vir§ baigtiniy ktuny Z, teorema neéra akivaizdi. Yra zinomi
n- ojo laipsnio neredukuojamy polinomy vir§ baigtinio kuno Z, skaiciaus N, (n)
jverciai :

L -E) <N <Lom-p).

Pastebékime, kad



Np (1) Z%(p”—%> =L@ —pt—--—p)>0.
Is jvercio N, (n) > 0 matome, kad su visais pirminiais skaiciais p egzistuoja
bet kokio natturalaus laipsnio n neredukuojamas polinomas vir§ Z,. Tokia pati

situacija ir polinomy Zziede vir§ racionaliyjy skaiciy Q [z]: egzistuoja bet kokio
nattiralaus laipsnio n neredukuojamas polinomas virs Q ( zr. 5 pratybas).

Apie neredukuojamus polinomus virs kompleksiniy skaiciy kiino C.

Fundamentalioji algebros teorema teigia:

5.17 Fundamentalioji algebros teorema. Bet kokia algebriné lygtis a,z™ +
o4 ax+ag =0, n >1 sukompleksiniais koeficientais a; € C (0 < i < n)
turi maziausiai vieng kompleksing sprending.

Be jrodymo.

Is &ios teoremos matome, kad n— ojo laipsnio polinomas vir§ kopleksiniy
skai¢iy kuno C turi lygiai n Sakny. Akivaizdu, kad tada neredukuojami poli-
nomai vir§ C yra tik pirmojo laipsnio polinomai x — a,a € C.

Apie neredukuojamus polinomus virs kompleksiniy skaiciy kiino R.

5.18 Apibrézimas. Tegu polinomas

f(x)=aa" +---+amzr+a9 € Clz].
Tada polinomas f (z) yra apibréziamas lygybe
f(z) = apa™ + -+ + a1z + ao,
cia a; yra skaiciaus a; jungtinis.

5.19 Lema. (1)Tegu polinomas f(x) = a,a™ + -+ + ajx + ag € Clz] ir
z € C.Tada

—

(2) = f(2).

ant" + -+ ar+ag € Rz] ir z € C.Tada

(2) Tegu polinomas f (x)

8



F)=F1().

Visus neredukuojamus polinomus vir§ realiyjy skaic¢iy kiino R apraso &i teo-
rema.

5.20 Teorema. Jei f(x) yra neredukuojamas polinomas virs realiyjy skaiciy
kuno R, tai f (x)yra arba pirmojo laipsnio polinomas x — a,a € R, arba toks
kvadratinis trinaris x® + pr + q, kad p? — 4q < 0.

Irodymas. Aigku, kad polinomai p () =z —a,a € R, ir p(z) = 2% + pr + ¢,
p? — 4q < 0 yra neredukuojami vir§ R. [ polinoma f (z) galima ziuréti ir kaip j
polinoma virs C. Pagal 5.17 Fundamentaligja algebros teoremq polinomas f (x)
turi kompleksine saknj zg = a + b : f (29) = 0. Galimi du atvejai.

1) Jei zp € R, tai zo = a ir f(x):(z — a) ir kadangi f (z) — neredukuojamas,
tai f () =2 — a.
2) Jei 29 ¢ R, tai zg = a +1b,b # 0, ir Zy # 2¢. Pagal 5.19 Lemg turime

f(20)=0= f(2)=f(2) =0,

t.y polinomas f (z) turi maziausiai dvi $aknis 2z ir Zp. Tada f (z) dalijasi i$
(x — 20) (x — Z) . Bet

(x —20) (x — 20) = 2* —x (20 + 20) + 20 - 20 = 2° — 2ax + (a® + b*) € R [7]
ir
p? —4q = 4a® — 4a® — 4b® = —41* < 0,
taigi (z — z9) (z — Zo) yra neredukuojamas polinomas virs R. Tada
f(x)=(z—2)(r—2) =22 — 2ax + (a® + V?).

Irodyta.



