
Algebros paskaitos
Rimantas Grigutis

5 paskaita.
Dalumas su liekana.
BDD. Tarpusavyje pirminiai polinomai.
Neredukuojami polinomai.

Nors polinomu¾ µziedas K [x] ir yra kūno K pl·etinys: K [x] � K, bet savo
savyb·emis yra pana�us i¾ sveiku¾ju¾ skaiµciu¾µzied ¾a Z. Kaip ir sveiku¾ju¾ skaiµciu¾µziede,
taip ir polinomu¾vir�kūno µziede yra teisinga dalumo su liekana teorema.

5.1 Teorema(dalumas su liekana). Tegu f (x) , g (x) 2 K [x] ir g (x) 6= 0:
Egzistuoja vienint·eliai polinomai q (x) ir r (x) su kuriais teisinga lygyb·e

f (x) = g (x) q (x) + r (x) ;

µcia deg r (x) < deg g (x) :

I¾rodymas. Tegu f (x) = anxn+ � � �+ a0 ir g (x) = bmxm+ � � �+ b0: Polinomu¾
q (x) ir r (x) egzistavim ¾a ir vienatinum ¾a i¾rodysime matematine indukcija pagal
polinomo f (x) laipsni¾n:
Egzistavimas.
Indukcijos baz·e. Jei n = 0; tai f (x) = a0 2 K ir tada galimi du atvejai:
(i) jei deg g (x) = 0; t.y. g (x) = b0 6= 0; tai

f (x) = g (x) � a0
b0
+ 0 ir deg 0 = �1 < 0 = deg g (x) :

(ii) jei deg g (x) > 0; tai

f (x) = g (x) � 0 +f (x) ir 0 = deg f (x) < deg g (x) :

Indukcijos prielaida. Tegu teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriu¾
laipsnis < n:
Indukcijos teigini¾i¾rodysime n - ojo laipsnio polinomui f (x) : Galimi du atvejai:
(i) jei n < m; tai

f (x) = g (x) � 0 + f (x) ir n = deg f (x) < deg g (x) = m:

(ii) jei n � m; tai polinomo



f1 (x) = f (x)� an
bm
xn�mg (x)

laipsnis yra maµzesnis uµz n ir pagal indukcijos prielaid ¾a egzistuoja tokie poli-
nomai q1 (x) ir r (x) i�K [x] ; kad

f1 (x) = g (x) � q (x) + r (x) ir deg r (x) < deg g (x) :

Tada

f (x) = g (x) �
�
an
bm
xn�m + q1 (x)

�
g (x) + r (x) ir deg r (x) < deg g (x) :

Vienatinumas.
Tegu

f (x) = g (x) � p (x) + s (x) ir deg s (x) < deg g (x) :

Tada

0 = g (x) � (q (x)� p (x)) + (r (x)� s (x))
g (x) � (q (x)� p (x)) = (s (x)� r (x))

ir pagal 4.3 Teigini¾turime

deg g (x) + deg (q (x)� p (x)) = deg (s (x)� r (x)) < deg g (x) :

Bet g (x) 6= 0 ir tod·el tai i¾manoma tik tuo atveju, kai

q (x)� p (x) = s (x)� r (x) = 0:

I¾rodyta.

5.2 Pavyzdys. Padalinsime polinom ¾a f (x) = 3x4 � 5x3 + 2x+ 4 i�polinomo
g (x) = x2 � 2x+ 5 su liekana.

f1 (x) = (3x
4 � 5x3 + 2x+ 4)� 3

1
x4�2 (x2 � 2x+ 5) = x3 � 15x2 + 2x+ 4

f2 (x) = (x
3 � 15x2 + 2x+ 4)� 1

1
x3�2 (x2 � 2x+ 5) = �13x2 � 3x+ 4

f3 (x) = (�13x2 � 3x+ 4)� �13
1
(x2 � 2x+ 5) = �29x+ 69

Tada
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f (x) = f1 (x) + 3x
2g (x)

f1 (x) = f2 (x) + xg (x)
f2 (x) = f3 (x) + 13g (x)
f3 (x) = �29x+ 69

ir

f (x) = f1 (x) + 3x
2g (x)

f (x) = f2 (x) + xg (x) + 3x
2g (x) = f2 (x) + g (x) (3x

2 + x)
f (x) = f3 (x) + 13g (x) + g (x) (3x

2 + x) = f3 (x) + g (x) (3x
2 + x� 13)

f (x) = g (x) (3x2 + x� 13) + (�29x+ 69) :
5.3 Apibr·eµzimas. Tegu f (x) ir g (x) yra nenuliniai polinomai vir� kūno K:

Polinomas d (x) 2 K [x], kurio vyriausias koe�cientas yra lygus 1; vadinamas
polinomu¾f (x) ir g (x) bendruoju didµziausiu dalikliu, jeigu

1. f (x)
...d (x) ; g (x)

...d (x) :

2. Jeigu f (x)
...d1 (x) ; g (x)

...d1 (x) su d1 (x) 2 K [x] ; tai d (x)
...d1 (x) :

Bendro didµziausio daliklio µzymuo: d (x) = BDD(f (x) ; g (x)) :

5.4 Teorema. Su visais f (x) ; g (x) 2 K [x] , f (x) ; g (x) 6= 0 egzistuoja tokie
polinomai u (x) ; v (x) 2 K [x] ; kad

BDD(f (x) ; g (x)) = f (x) � u (x) + g (x) � v (x) :
I¾rodymas pakeitus, µzodµzius sveikas skaiµcius i¾polinomas, o maµziausias teigia-

mas skaiµcius i¾ maµziausio laipsnio polinomas, yra toks pats kaip 1.7 Teoremos
i¾rodymas.

Kaip ir sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ atveju, dvieju¾ polinomu¾ BDD radimui naudojamas
Euklido algoritmas.

5.5Euklido algoritmas BDD skaiµciavimui. Turime du polinomus f (x) ; g (x) 2
K [x] ; f (x) ; g (x) 6= 0:Ra�ysime dalybos su liekana teorem ¾a
Tegu f0 = f (x) ir f1 = g (x) : Tada

f0 = f1q1 + f2 deg f2 < deg f1
f1 = f2q2 + f3 deg f3 < deg f2

� � � � � �
fk�2 = fk�1qk�1 + fk deg fk < deg fk�1

fk�1 = fkqk:
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Sveikieji skaiµciai sudaro maµz·ejanµci ¾a sek ¾a

deg f1 > deg f2 > deg f3 > � � � > deg fk�1 > deg fk � 0:

Tada BDD(f (x) ; g (x)) = fk (x) :

5.6 I�pl·estinis Euklido algoritmas BDD tiesinei i�rai�kai rasti.

f0 = f (x) � 1 + g (x) � 0
f1 = f (x) � 0 + g (x) � 1
f2 = f (x) � u2 (x) + g (x) � v2 (x)
f3 = f (x) � u3 (x) + g (x) � v3 (x)

� � �
fk = f (x) � uk (x) + g (x) � vk (x)

uj (x) = uj�2 (x)� qj�1 (x) � uj�1 (x)
vj (x) = vj�2 (x)� qj�1 (x�) vj�1 (x)

Tada BDD(f (x) ; g (x)) = fk (x) = f (x) � uk (x) + g (x) � vk (x) :

5.7 Apibr·eµzimas. Du polinomai f (x) ; g (x) 2 K [x] vadinami tarpusavyje
pirminiais, jeigu BDD(f (x) ; g (x)) = 1:

5.8 Teorema. Jei polinomai f (x) ; g (x) 2 K [x] yra tarpusavyje pirminiai,
tai egzistuoja tokie u (x) ; v (x) 2 K [x] ; kad f (x) � u (x) + g (x) � v (x) = 1:

I¾rodymas. Tegu f (x) � u (x) + g (x) � v (x) = 1 ir BDD(f (x) ; g (x)) = d (x) :
Tada

1 = f (x) � u (x)| {z }
dalijasi i�d(x)

+ g (x) � v (x)| {z }
dalijasi i�d(x)| {z }

dalijasi i�d(x)

;

t,y. 1 dalijasi i�d (x) ir tod·el d (x) = 1:
I¾rodyta.

5.9Teiginys(tarpusavyje pirminiu¾polinomu¾savyb·e). Tegu f1 (x) ; :::; fm (x)
ir g1 (x) ; :::; gn (x) yra dvi tokios polinomu¾sekos, kad
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BDD(fi (x) ; gj (x)) = 1

su visais 1 � i � m; 1 � j � n:
Tada

BDD(f1 (x) � � � fm (x) ; g1 (x) � � � gn (x)) = 1:

Be i¾rodymo.

Dabar pateiksime teigini¾, kurio analogo sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ µziede n·era. Primin-
sime, kad mes µzinome tokius kūnus K: trys begaliniai skaiµciu¾kūnai - racionalu¾ju¾
skaiµciu¾Q, realiu¾ju¾skaiµciu¾R ir kompleksiniu¾skaiµciu¾C, ir baigtiniai kūnai Zp; tur-
intys p elementu¾. Turime, kad Q � R � C ir tada sakome, kad R yra Q pl·etinys,
C yra ir Q, ir R pl·etinys. µZemiau kalb·edami apie kūnu¾pl·etinius tur·esime galvoje
būtent �iuos pavyzdµzius( nors teiginiai yra teisingi ir bendru atveju).
5.10 Teiginys. Jei f (x) ir g (x) yra tarpusavyje pirminiai polinomai vir�

kūno K, tai jie neturi bendru¾�aknu¾ jokiame kūno K pl·etinyje L; L � K:

I¾rodymas. Jei f (x) ir g (x) yra tarpusavyje pirminiai polinomai vir� kūno
K, tai pagal 5.8 Teorem ¾a egzistuoja tokie polinomai u (x) ir v (x) ; kad

f (x) � u (x) + g (x) � v (x) = 1:

Jeigu kūno K pl·etinyje L būtu¾ bendra polinomu¾ f (x) ir g (x) �aknis x0,
f (x0) = g (x0) = 0; tai i�

1 = f (x0) � u (x0) + g (x0) � v (x0) = 0

gautume prie�tar ¾a, nes bet kuriame kūne 1 6= 0:
I¾rodyta.

Pirminiu¾ sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ vaidmeni¾ polinomu¾ µziede vaidina neredukuojami
polinomai.

5.11 Apibr·eµzimas. Teigiamo laipsnio polinomas p (x) 2 K [x] ; kurio vyriau-
sias koe�cientas lygus 1, vadinamas neredukuojamu polinomu vir� kūno K, jeigu
jis dalijasi tik i�nenuliniu¾kūno elementu¾a 2 K ir savo paties nenuliniu¾kartotiniu¾
ap (x) .
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Polinomo s ¾avyb·e būti neredukuojamu priklauso nuo kūnoK, vir�kurio polino-
mas yra nagrin·ejamas. Pavyzdµziui, polinomas f (x) = x2�2 yra neredukuojamas
vir�racionaliu¾ju¾skaiµciu¾kūno Q, bet yra redukuojamas vir�realiu¾ju¾skaiµciu¾kūno
R, nes f (x) = x2 � 2 =

�
x�

p
2
� �
x+

p
2
�
:

5.12 Teiginys. Bet kuris teigiamo laipsnio polinomas i�K [x] dalijasi i�kurio
nors neredukuojamo polinomo vir� K.

5.13 Teiginys( neredukuojamu¾polinomu¾savyb·e). Tegu f1 (x) ; :::; fm (x)
yra tokia polinomu¾ i� K [x] seka, kad polinomas f1 (x) � � � fm (x) dalijasi i�nere-
dukuojamo polinomo p (x) 2 K [x] : Tada egzistuoja toks j; 1 � j � m; kad fj
(x)dalijasi i� p (x) :
Be i¾rodymo.

Pateiksime teigini¾, kurio analogo sveiku¾ju¾skaiµciu¾µziede n·era.

5.14 Teiginys. Jeigu neredukuojamas polinomas p (x) 2 K [x] ir polinomas
f (x) 2 K [x] turi bendr ¾a �akni¾ kuriame nors kūno K pl·etinyje L � K; tai

f (x)
...p (x) :

I¾rodymas. Tegu d (x) =BDD(f (x) ; p (x)) 2 K [x] ir neredukuojamas vir�
K polinomas p (x) dalijasi i� d (x) :Tada arba p (x) = d (x) ir f (x)

...p (x) ; arba
d (x) =BDD(f (x) ; p (x)) = 1 ir pagal 5.8 Teorem ¾a egzistuoja tokie polinomai
u (x) ir v (x) ; kad

f (x) � u (x) + p (x) � v (x) = 1:

Tegu dabar polinomai p (x) ir f (x) kūnoK pl·etinyje L turi bendr ¾a �akni¾� 2 L
:t.y. f (�) = p (�) = 0: Tada

1 = f (�) � u (�) + p (�) � v (�) = 0

gautume prie�tar ¾a, nes bet kuriame kūne 1 6= 0:
I¾rodyta.

5.15 Teorema(apie kanonini¾polinomo skaidini¾). Su kiekvienu teigiamo
laipsnio polinomu f (x) = anxn + � � �+ a0 2 K [x] egzistuoja tokie neredukuojami
vir� kūno K polinomai p1 (x) ; p2 (x) ; :::; ps (x) (tarp ju¾ gali būti sutampanµciu¾),
kad
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f (x) = an � p1 (x) � p2 (x) � � � � � ps (x) ;

�iame skaidinyje sutrauk ¾e pana�ius daugiklius tur·esime kanonini¾polinomo f
skaidini¾:

f (x) = an � pk1i1 (x) � p
k2
i2
(x) � � � pktit (x) ;

pi (x) 6= pj (x) :
Be i¾rodymo.

5.16 Teorema. Yra be galo daug neredukuojamu¾polinomu¾vir�bet kurio kūno.

I¾rodymas. I¾rodysime prie�taros būdu. Sakykime, egzistuoja baigtinis neredukuojamu¾
polinomu¾skaiµcius: p1 (x) ; p2 (x) ; :::; pm (x) : Pagal 5.12 Teigini¾polinomas f (x) =
p1 (x) p2 (x) � � � pm (x) + 1 dalijasi i�neredukuojamo polinomo. Tada tur·etu¾egzis-
tuoti toks i; 1 � i � m; kad f (x) ...pi (x) ir

1 = f (x)| {z }
dalijasi i� pi(x)

� p1 (x) p2 (x) � � � pm (x)| {z }
dalijasi i� pi(x)| {z }

dalijasi i� pi(x)

,

t.y. 1
...pi (x) ir pagal 4.6.7 teigini¾deg 1 � deg pi (x) : Bet tai prie�tarautu¾nere-

dukuojamo polinomo apibr·eµzimui, nes deg pi (x) > 0; o deg 1 = 0:
I¾rodyta.

Apie neredukuojamus polinomus vir�baigtinio kūno Zp ir racionaliu¾ju¾
skaiµciu¾kūno Q

5.16 teorema yra akivaizdi polinomu¾µziedams vir�begaliniu¾kūnu¾K, tokiu¾kaip
Q, R, C, nes dvinariai x�a yra neredukuojami polinomai su visais a 2 K:Taµciau
polinomu¾ µziedams vir� baigtiniu¾ kūnu¾ Zp teorema n·era akivaizdi. Yra µzinomi
n- ojo laipsnio neredukuojamu¾polinomu¾vir�baigtinio kūno Zp skaiµciaus Np (n)
i¾verµciai :

1
n

�
pn � pn�p

p�1

�
� Np (n) � 1

n
(pn � p) :

Pasteb·ekime, kad
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Np (n) � 1
n

�
pn � pn�p

p�1

�
= 1

n
(pn � pn�1 � � � � � p) > 0:

I� i¾verµcio Np (n) > 0 matome, kad su visais pirminiais skaiµciais p egzistuoja
bet kokio natūralaus laipsnio n neredukuojamas polinomas vir�Zp: Tokia pati
situacija ir polinomu¾ µziede vir� racionaliu¾ju¾ skaiµciu¾Q [x]: egzistuoja bet kokio
natūralaus laipsnio n neredukuojamas polinomas vir�Q ( µzr. 5 pratybas).

Apie neredukuojamus polinomus vir�kompleksiniu¾skaiµciu¾kūno C.

Fundamentalioji algebros teorema teigia:

5.17 Fundamentalioji algebros teorema. Bet kokia algebrin·e lygtis anxn+
� � � + a1x + a0 = 0 , n � 1 su kompleksiniais koe�cientais ai 2 C (0 � i � n)
turi maµziausiai vien ¾a kompleksini¾ sprendini¾:
Be i¾rodymo.

I� �ios teoremos matome, kad n� ojo laipsnio polinomas vir� kopleksiniu¾
skaiµciu¾ kūno C turi lygiai n �aknu¾. Akivaizdu, kad tada neredukuojami poli-
nomai vir�C yra tik pirmojo laipsnio polinomai x� a; a 2 C:

Apie neredukuojamus polinomus vir�kompleksiniu¾skaiµciu¾kūno R.

5.18 Apibr·eµzimas. Tegu polinomas

f (x) = anx
n + � � �+ a1x+ a0 2 C [x] :

Tada polinomas �f (x) yra apibr·eµziamas lygybe

�f (x) = �anx
n + � � �+ �a1x+ �a0;

µcia �ai yra skaiµciaus ai jungtinis.

5.19 Lema. (1)Tegu polinomas f (x) = anx
n + � � � + a1x + a0 2 C [x] ir

z 2 C:Tada

f (z) = �f (�z) :

(2) Tegu polinomas f (x) = anxn + � � �+ a1x+ a0 2 R [x] ir z 2 C:Tada
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f (z) = f (�z) :

Visus neredukuojamus polinomus vir� realiu¾ju¾ skaiµciu¾ kūno R apra�o �i teo-
rema.

5.20 Teorema. Jei f (x) yra neredukuojamas polinomas vir�realiu¾ju¾skaiµciu¾
kūno R , tai f (x)yra arba pirmojo laipsnio polinomas x � a; a 2 R; arba toks
kvadratinis trinaris x2 + px+ q; kad p2 � 4q < 0:

I¾rodymas. Ai�ku, kad polinomai p (x) = x� a; a 2 R; ir p (x) = x2 + px+ q;
p2 � 4q < 0 yra neredukuojami vir�R. I¾ polinom ¾a f (x) galima µziūr·eti ir kaip i¾
polinom ¾a vir�C: Pagal 5.17 Fundamentali ¾aj ¾a algebros teorem ¾a polinomas f (x)
turi kompleksin¾e �akni¾z0 = a+ ib : f (z0) = 0: Galimi du atvejai.

1) Jei z0 2 R; tai z0 = a ir f (x)
... (x� a) ir kadangi f (x)� neredukuojamas,

tai f (x) = x� a:
2) Jei z0 =2 R; tai z0 = a+ ib; b 6= 0; ir �z0 6= z0: Pagal 5.19 Lem ¾a turime

f (z0) = 0) f (z0) = f (�z0) = 0;

t.y polinomas f (x) turi maµziausiai dvi �aknis z0 ir �z0: Tada f (x) dalijasi i�
(x� z0) (x� �z0) : Bet

(x� z0) (x� �z0) = x2 � x (z0 + �z0) + z0 � �z0 = x2 � 2ax+ (a2 + b2) 2 R [x]

ir

p2 � 4q = 4a2 � 4a2 � 4b2 = �4b2 < 0;

taigi (x� z0) (x� �z0) yra neredukuojamas polinomas vir�R: Tada

f (x) = (x� z0) (x� �z0) = x2 � 2ax+ (a2 + b2) :

I¾rodyta.
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