Algebros paskaitos

Rimantas Grigutis

4 paskaita.

Polinomy ziedas. Polinomo laipsnis. Polinomy dalumo sgvybés.
Hornerio schema. Polinomo reiskimas dvinario laipsniais.
Polinomy Saknys ir jy skai€ius

Polinomy ziedas.

4.1 Apibrézimas. Polinomu virs kuno K vadiname begaline kuno K elementy
sekq (ag,ay, az, ...), kurios beveik visi ( t.y. visi, isskyrus baigting skaiciy) elemen-
tai yra lygus 0. Sakysime, kad du polinomai (ag,ay,as,...) ir (bo,b1,bs,...) yra
lygus, jeigu a; = b; su visais 1 =0,1,2, ... .

Polinomy aibéje apibéziami §ie veiksmai:
1. Polinomy sudétis:

(&0,@1,&2, ) + (bo,bl, bg, ) = (a() + bo,&l + bl,ag + bg, ) .

2. Polinomy daugyba:

((Zo,&l,az, ) . (bg,bl,bg, ) = (Co,Cl,CQ, ),

¢i = agh; + arbiy + -+ +aby = 3 abis = Y asb:.
s=0 Ss+t=1

Siy operacijy atzvilgiu polinomy aibé sudaro komutatyvy Ziedq su vienetu.

Vienetas siame ziede yra polinomas (1,0,0, ...).
Atsizvelge ] tai, kad

(a,0,0,...) + (b,0,0,...) = (a + b,0,0,...)
1r
(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab, 0,0, ...),

ir bendru atveju,



(CL, 0, 0, ) : (bg, bl, bg, ) = (CLbo, CLbl, abg, ) s

mes polinomg (a, 0,0, ...) galime sutapatinti su elementu a.
Pazymékime dabar polinomg (0,1,0,0,...) raide z. Tada

2 =(0,0,1,0,...),2% = (0,0,0,1,0, ...) ir t.t.
Dabar polinomg galima reiksti ir taip:

(ao,al,ag, ) = (CLQ,0,0, ) + (0,&1,0, ) + (0,0,0,2,0,
ap (1,0,0,...) + a1 (0,1,0,...) + a2 (0,0,1,0,..) + --- =
ap+ a1 + asxr + - - - + a,x™.

) =

Zyméjimas. Visy polinomy virs kino K aibe zymésime K [z].

Polinomo laipsnis.

4.2 Apibrézimas Polinomo f (z) = a,2"+ap 12" 1+ -+ayx+ag , a, # 0,
elementas a, vadinamas vyriausivoju polinomo f (x) koeficientu, o skai¢ius n -
polinomo f (z) laipsniu, Zymuo: n = deg f. Susitarta, kad deg0 = —oc.

4.3 Teiginys. Duviejy polinomy sandaugos laipsnis yra lygus ty polinomy
laipsniy sumai:

deg (f - g) = deg f + degyg.

Irodymas paliekamas skaitytojams.

4.4 Pastaba. Yra susitarta, kad (—o0) + (—00) = —o0; (—00) + n = —o0;
n+ (—o0) = —o0.

Polinomy dalumo savybés. Hornerio schema

4.5 Apibrézimas. Jeigu polinomy porai f(x) ir g(x),g(x) # 0, egzistuoja
toks polinomas h (z), kad f(z) = g(x) - h(x), tai sakysime, kad polinomas f
dalijasi be liekanos( arba tiesiog dalijasi) i§ polinomo g. Rasysime f:g. Polinomas
g vadinamas polinomo f dalikliu.



4.6 Teiginys (Pagrindinés polinomy dalumo savybés)
Jei f,g,h € K[z] ir fih ir gth , tai (f £ g):h.

Jei f,g,h € Kx] ir fih , tai (f-g):h.

Jei feXKlx]ir f#0, tai 0:f.

Jei feKlz]iraeK,a#0,tai f:a.

Jei feKlx]ir 1if, tai deg f =0 ir f =a € K.

Jei f,ge Klz]ir figir g:f , tai f=a-g, ¢ia a € K.
Jei f,ge Klx], f(x)#0, ir f:g, tai deg f > degg.

NS S v~

Nagrinésime polinomo f (z) € K [z] daluma i§ dvinario z — ¢,c € K .
4.7 Teorema. Tegu
f(@)=a 2"+ ap 12" ' + - +ar+ag € Klx] ir c € K.
Tada egzistuoja toks polinomas h(x) € K [x] ir toks r € K, kad
f(x)=(x—c)h(x)+r
Irodymas. I 4.3 Teiginio turime, kad polinomo h (x) laipsnis turéty buti

lygus n — 1, o pats polinomas h (z) turéty buti lygus b, 12" ' + -+ + byx + by.
Tada

f (.I') = anxn + anflxn_l + -+ a1x + ag
=(x—¢)(bp—12" 4+ bz + by) + 1.

Palygine kairés ir desinés pusiy koeficientus prie vienody laipsniy, turésime :

ap = bn—l bn—l = Qp
Ap—1 = bn—2 - Cbn—l bn—2 = Qp-1 + Cbn—l
Ap—2 = bn—3 - Cbn—Q bn—3 = Qp-2 + Cbn—Q
Cllzbo—Cbl 60:G1+Cb1
ap =1 — cby r = ag + cbg



Irodyta.

4.8 Pastaba. Dazniausiai polinomo h () koeficientai skai¢iuojami Hornerio
schema:

Qp, An—1 e ay Qg
C bn,1 = ap, bn,Q = ap_1+ Cbn,1 cee bg =a1 + Cb1 r=ag+ Cbo

Matome, kad f(c) = (c—c)h(c) +r = r, t.y. elementas r yra polinomo f
reik§meé elemente c.

4.9 Pavyzdys. Tegu polinomas f (z) = 22° —42® +32? +x -5, 0 ¢ = 2. Tada
polinomo f Hornerio schema yra:

210 —-4|3 |1 |5
c=2 |2]4|4 11123 | 41

20° — 43 + 322 + 2 — 5 = (v — 2) (2% + 42® + 42% + 11z + 23) + 41

ir f(2) =41.
Polinomo reiskimas dvinario laipsniais.

4.10 Teorema. Tegu
f(x)=apz" +ap 12"+ -+ a9 € Klz].

Tada egzistuoja tokie rg,rq, ..., 7, € K, kad

-1

f@)=rp(x—c)"+rp1(x—0)"" +-+r(x—c)+ro.

Irodymas. Naudodamiesi 4.7 Teorema turésime

f(2) = apa™ + apz™ '+t ag
= (l‘ — C) (bLn_ll’n_l + -+ bl,lx + bl,O) + To
= (ZE — C) ((ZL‘ — C) (b27n_2mn72 —+ -4 b271{L‘ + 6270) + 7"1) + 79
= (2 — ) (bam—2®™ 2 + -+ + by1x + bg) + (z — ) 11 + 1
= (7= )" ((x — ¢) (b3_32™ > + -+ + b3 17 + byg) +79) + (¥ — ¢) 11 + 79

-1

=rp(t—¢)"+rp1(t—0)" 4+t (r—c)+ro
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Elementus r; galima rasti Hornerio schema:

anp, (p—1 T a2 ay )

bl,nfl bl,n72 b1,1 bl,o To

bn—l,l bn—l,O T'n—2
bn,O Tn—1

Irodyta.

4.11 Pavyzdys. Parasykime polinomg f (z) = 225 — 423+ 322+ — 5 dvinario
x — 2 laipsniais:

20

210 |43 1 -5
21214 |4 |11 |23 |41
21218 [2051 |125
212|112 |44 139
21216 |76
212
212

Tada

20° —d4ad + 3224+ -5

r) = 22°
1476 (x —2)° + 139 (¢ — 2)* + 125 (z — 2) + 41.

f A
=2(x—2)°+20(z —2)
Polinomy saknys ir jy skaicius

4.12 Teorema( Bezout ). Polinomas f (x) € K [z] dalijasi i§ x — ¢ tada ir

]
tik tada, kada c yra polinomo f(x) Saknis, t.y. f(c)=0.
Irodymas palickamas skaitytojui.

4.13 Teorema( polinomo sakny skaicius). Tegu f (r) € K [z]. Jei deg f =
n, tai polinomo f () Sakny skaitius nevirsija n.

Irodymas. Matematiné indukcija pagal n.
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Indukcijos bazé: n = 0. Teiginys yra teisingas visiems nulinio laipsnio polino-
mams, nes Sie polinomai neturi sakny.

Indukcijos prielaida: teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriy laipsnis
mazesnis uz n.

Indukcijos teiginys skiriamas n— ojo laipsnio polinomui f ().

Nagrinéekime kelis atvejus.

1. Jeigu polinomas f (x) neturi sakny kune K, tai polinomui f teiginys yra
teisingas.

2. Jeigu c; yra polinomo f (x) Saknis, tai pagal 4.12 Bezout teoremg

fa) = (z—c1)h(x)
degh(x) =n—1.
Jeigu co— kita polinomo f (z) Saknis (¢; # ¢2), tada
fle2) =(c2—c1)h(c2) =0
h (C2> =0.

Taigi, kiekviena polinomo f (z) Saknis, skirtinga $akniai ¢; yra ir polinomo
h saknis( atvirkscias teiginys akivaizdus). Pritaikius polinomui A (z) indukcijos
prielaida, turésime, kad h (z) turi ne daugiau kaip n — 1 saknj. Tada polinomas
f (z) turés ne daugiau kaip n sakny.

Irodyta.

4.14 Pastaba. Teorema yra teisinga ir polinomams vir§ komutatyviy ziedy
su vienetu, kuriuose néra nulio dalikliy( tokiuose zieduose i§ a - b = 0, turime,
kad arba a = 0, arba b = 0). Tokie ziedai yra vadinami integralumo sritimis. Inte-
gralumo sritimi yra visi kinai. Integralumo srities bet ne kiino pavyzdziu galéty
buti sveikyjy skaiciy ziedas Z. I§ kitos puseés, jeigu K néra integtalumo sritis(
pavyzdziui, tokiais ziedais yra visi Z,,, kai m— sudétinis) tai teoremos teiginys
néra teisingas: pavyzdziui, polinomas polinomas f (z) = 2 vir§ Zg turi tris sak-
nis: 0,3, 6. Tikrai 02 = 0 (mod9),3? = 0 (mod9),6% = 0 (mod9) .



4.15 Teorema(apie polinominj ir funkcionalinj tapatuma). Tegu K yra
begalinis kunas(pvz. Q, R arba C) ir polinomai fi(z), fo(x) € Klz]. Jeigu
fi(c) = fa(c) suvisais c € K, tai f1(x) = fo(x).

Irodymas. Nagrinékime polinoma F (z) = fi (x) — f» (x) . Sio polinomo laip-
snis deg F' (z) = n < max {deg f;degg} . Tegu dabar ¢y, cs, ..., ¢, 11 yra skirtingi
begalinio kuno K elementai ir pagal teoremos salyga turime, kad fi (¢;) = f2 (¢;)
su visais i = 1,2, ...,n+ 1. Tada n-ojo laipsnio polinomas F' (z) turi n+ 1 saknj ir
pagal 4.13 Teoremq F (z) =01ir fi () = fo(x).

Irodyta.

4.16 Pastaba. Vir§ baigtiniy kuiny K ( pavyzdziui, virs Z,, p— pirminis
skai¢ius) teoremos teiginys néra teisingas. Pavyzdziui, skirtingy polinomy f; (z) =
2" +4x +1ir fy () = 5z + 1 virs kiino Z; reikémés visuose kiino Z; elementuose
sutampa:

fl(Q):fz(Q):E fl(}):fﬂ}):@

fi (2>:f2(2):é; fi (§):f2(§):2;

fid)=fa(4)=0;  f1(5)=f2(5) =5
f1(6) = f2(6) =3



