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4 paskaita.
Polinomu¾µziedas. Polinomo laipsnis. Polinomu¾dalumo s ¾avyb·es.
Hornerio schema. Polinomo rei�kimas dvinario laipsniais.
Polinomu¾�aknys ir ju¾skaiµcius

Polinomu¾µziedas.

4.1Apibr·eµzimas. Polinomu vir�kūno K vadiname begalin ¾e kūno K elementu¾
sek ¾a (a0; a1; a2; :::) ; kurios beveik visi ( t.y. visi, i�skyrus baigtini¾skaiµciu¾) elemen-
tai yra lygūs 0: Sakysime, kad du polinomai (a0; a1; a2; :::) ir (b0; b1; b2; :::) yra
lygūs, jeigu ai = bi su visais i = 0; 1; 2; ::: .

Polinomu¾aib·eje apib·eµziami �ie veiksmai:
1. Polinomu¾sud·etis:

(a0; a1; a2; :::) + (b0; b1; b2; :::) = (a0 + b0; a1 + b1; a2 + b2; :::) :

2. Polinomu¾daugyba:

(a0; a1; a2; :::) � (b0; b1; b2; :::) = (c0; c1; c2; :::) ;

µcia

ci = a0bi + a1bi�1 + � � �+ aib0 =
iP
s=0

asbi�s =
P
s+t=i

asbt:

�iu¾ operaciju¾ atµzvilgiu polinomu¾ aib·e sudaro komutatyvu¾ µzied ¾a su vienetu.
Vienetas �iame µziede yra polinomas (1; 0; 0; :::) :
Atsiµzvelg¾e i¾ tai, kad

(a; 0; 0; :::) + (b; 0; 0; :::) = (a+ b; 0; 0; :::)

ir

(a; 0; 0; :::) � (b; 0; 0; :::) = (ab; 0; 0; :::),

ir bendru atveju,



(a; 0; 0; :::) � (b0; b1; b2; :::) = (ab0; ab1; ab2; :::) ;

mes polinom ¾a (a; 0; 0; :::) galime sutapatinti su elementu a:
Paµzym·ekime dabar polinom ¾a (0; 1; 0; 0; :::) raide x: Tada

x2 = (0; 0; 1; 0; :::) ; x3 = (0; 0; 0; 1; 0; :::) ir t.t.

Dabar polinom ¾a galima reik�ti ir taip:

(a0; a1; a2; :::) = (a0; 0; 0; :::) + (0; a1; 0; :::) + (0; 0; a2; 0; :::) =
a0 (1; 0; 0; :::) + a1 (0; 1; 0; :::) + a2 (0; 0; 1; 0; ::) + � � � =

a0 + a1x+ a2x+ � � �+ anxn:

µZym·ejimas. Visu¾polinomu¾vir�kūno K aib¾e µzym·esime K [x] :

Polinomo laipsnis.

4.2Apibr·eµzimas Polinomo f (x) = anxn+an�1xn�1+ � � �+a1x+a0 , an 6= 0;
elementas an vadinamas vyriausiuoju polinomo f (x) koe�cientu, o skaiµcius n -
polinomo f (x) laipsniu, µzymuo: n = deg f: Susitarta, kad deg 0 = �1:

4.3 Teiginys. Dvieju¾ polinomu¾ sandaugos laipsnis yra lygus tu¾ polinomu¾
laipsniu¾ sumai :

deg (f � g) = deg f + deg g:

I¾rodymas paliekamas skaitytojams.

4.4 Pastaba. Yra susitarta, kad (�1) + (�1) = �1; (�1) + n = �1;
n+ (�1) = �1:

Polinomu¾dalumo s ¾avyb·es. Hornerio schema

4.5 Apibr·eµzimas. Jeigu polinomu¾ porai f (x) ir g (x) ; g(x) 6= 0; egzistuoja
toks polinomas h (x) ; kad f (x) = g (x) � h (x) ; tai sakysime, kad polinomas f
dalijasi be liekanos( arba tiesiog dalijasi) i�polinomo g: Ra�ysime f

...g: Polinomas
g vadinamas polinomo f dalikliu.
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4.6 Teiginys (Pagrindin·es polinomu¾dalumo s ¾avyb·es)

1. Jei f; g; h 2 K [x] ir f ...h ir g...h , tai (f � g) ...h:
2. Jei f; g; h 2 K [x] ir f ...h , tai (f � g) ...h:
3. Jei f 2 K [x] ir f 6= 0, tai 0...f:
4. Jei f 2 K [x] ir a 2 K; a 6= 0;tai f ...a:
5. Jei f 2 K [x] ir 1...f; tai deg f = 0 ir f = a 2 K:
6. Jei f; g 2 K [x] ir f ...g ir g...f , tai f = a � g; µcia a 2 K:
7. Jei f; g 2 K [x] , f(x) 6= 0; ir f ...g , tai deg f � deg g:

Nagrin·esime polinomo f (x) 2 K [x] dalum ¾a i�dvinario x� c; c 2 K .

4.7 Teorema. Tegu

f (x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a1x+ a0 2 K [x] ir c 2 K:

Tada egzistuoja toks polinomas h (x) 2 K [x] ir toks r 2 K; kad

f (x) = (x� c)h (x) + r:

I¾rodymas. I� 4.3 Teiginio turime, kad polinomo h (x) laipsnis tur·etu¾ būti
lygus n � 1; o pats polinomas h (x) tur·etu¾ būti lygus bn�1xn�1 + � � � + b1x + b0:
Tada

f (x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a1x+ a0
= (x� c) (bn�1xn�1 + � � �+ b1x+ b0) + r:

Palygin¾e kair·es ir de�in·es pusiu¾koe�cientus prie vienodu¾ laipsniu¾, tur·esime :

an = bn�1 bn�1 = an
an�1 = bn�2 � cbn�1 bn�2 = an�1 + cbn�1
an�2 = bn�3 � cbn�2 bn�3 = an�2 + cbn�2

� � � � � �
a1 = b0 � cb1 b0 = a1 + cb1
a0 = r � cb0 r = a0 + cb0

:

3



I¾rodyta.

4.8 Pastaba. Daµzniausiai polinomo h (x) koe�cientai skaiµciuojami Hornerio
schema:

c
an an�1 � � � a1 a0
bn�1 = an bn�2 = an�1 + cbn�1 � � � b0 = a1 + cb1 r = a0 + cb0

Matome, kad f (c) = (c� c)h (c) + r = r; t.y. elementas r yra polinomo f
reik�m·e elemente c:

4.9 Pavyzdys. Tegu polinomas f (x) = 2x5�4x3+3x2+x�5; o c = 2: Tada
polinomo f Hornerio schema yra:

c = 2
2 0 �4 3 1 �5
2 4 4 11 23 41

2x5 � 4x3 + 3x2 + x� 5 = (x� 2) (2x4 + 4x3 + 4x2 + 11x+ 23) + 41

ir f (2) = 41:

Polinomo rei�kimas dvinario laipsniais.

4.10 Teorema. Tegu

f (x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a0 2 K [x] :

Tada egzistuoja tokie r0; r1; :::; rn 2 K; kad

f (x) = rn (x� c)n + rn�1 (x� c)n�1 + � � �+ r1 (x� c) + r0:

I¾rodymas. Naudodamiesi 4.7 Teorema tur·esime

f (x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a0
= (x� c) (b1;n�1xn�1 + � � �+ b1;1x+ b1;0) + r0

= (x� c) ((x� c) (b2;n�2xn�2 + � � �+ b2;1x+ b2;0) + r1) + r0
= (x� c)2 (b2;n�2xn�2 + � � �+ b2;1x+ b2;0) + (x� c) r1 + r0

= (x� c)2 ((x� c) (b3;n�3xn�3 + � � �+ b3;1x+ b3;0) + r2) + (x� c) r1 + r0
� � �

= rn (x� c)n + rn�1 (x� c)n�1 + � � �+ r1 (x� c) + r0
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Elementus ri galima rasti Hornerio schema:

c
� � �
c
c

an an�1 � � � a2 a1 a0
b1;n�1 b1;n�2 � � � b1;1 b1;0 r0
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
bn�1;1 bn�1;0 rn�2
bn;0 rn�1
rn

.

I¾rodyta.

4.11 Pavyzdys. Para�ykime polinom ¾a f (x) = 2x5�4x3+3x2+x�5 dvinario
x� 2 laipsniais:

2
2
2
2
2
2

2 0 -4 3 1 -5
2 4 4 11 23 41
2 8 20 51 125
2 12 44 139
2 16 76
2 20
2

Tada

f (x) = 2x5 � 4x3 + 3x2 + x� 5
= 2 (x� 2)5 + 20 (x� 2)4 + 76 (x� 2)3 + 139 (x� 2)2 + 125 (x� 2) + 41:

Polinomu¾�aknys ir ju¾skaiµcius

4.12 Teorema( Bezout ). Polinomas f (x) 2 K [x] dalijasi i� x � c tada ir
tik tada, kada c yra polinomo f (x) �aknis, t.y. f (c) = 0:

I¾rodymas paliekamas skaitytojui.

4.13 Teorema( polinomo �aknu¾skaiµcius). Tegu f (x) 2 K [x]. Jei deg f =
n, tai polinomo f (x) �aknu¾skaiµcius nevir�ija n:

I¾rodymas. Matematin·e indukcija pagal n:
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Indukcijos baz·e: n = 0. Teiginys yra teisingas visiems nulinio laipsnio polino-
mams, nes �ie polinomai neturi �aknu¾.
Indukcijos prielaida: teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriu¾laipsnis

maµzesnis uµz n:
Indukcijos teiginys skiriamas n� ojo laipsnio polinomui f (x) :
Nagrin·ekime kelis atvejus.
1. Jeigu polinomas f (x) neturi �aknu¾ kūne K, tai polinomui f teiginys yra

teisingas.
2. Jeigu c1 yra polinomo f (x) �aknis, tai pagal 4.12 Bezout teorem ¾a

f (x) = (x� c1)h (x)

ir

deg h (x) = n� 1:

Jeigu c2� kita polinomo f (x) �aknis (c1 6= c2) ; tada

f (c2) = (c2 � c1)h (c2) = 0

ir

h (c2) = 0:

Taigi, kiekviena polinomo f (x) �aknis, skirtinga �akniai c1 yra ir polinomo
h �aknis( atvirk�µcias teiginys akivaizdus). Pritaikius polinomui h (x) indukcijos
prielaid ¾a, tur·esime, kad h (x) turi ne daugiau kaip n � 1 �akni¾. Tada polinomas
f (x) tur·es ne daugiau kaip n �aknu¾.
I¾rodyta.

4.14 Pastaba. Teorema yra teisinga ir polinomams vir� komutatyviu¾ µziedu¾
su vienetu, kuriuose n·era nulio dalikliu¾( tokiuose µzieduose i�a � b = 0; turime,
kad arba a = 0; arba b = 0): Tokie µziedai yra vadinami integralumo sritimis. Inte-
gralumo sritimi yra visi kūnai. Integralumo srities bet ne kūno pavyzdµziu gal·etu¾
būti sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ µziedas Z: I� kitos pus·es, jeigu K n·era integtalumo sritis(
pavyzdµziui, tokiais µziedais yra visi Zm; kai m� sud·etinis) tai teoremos teiginys
n·era teisingas: pavyzdµziui, polinomas polinomas f (x) = x2 vir�Z9 turi tris �ak-
nis: �0; �3; �6: Tikrai 02 = 0 (mod 9) ; 32 = 0 (mod 9) ; 62 = 0 (mod 9) :
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4.15 Teorema(apie polinomini¾ir funkcionalini¾tapatum ¾a). Tegu K yra
begalinis kūnas(pvz. Q, R arba C) ir polinomai f1 (x) ; f2 (x) 2 K [x] : Jeigu
f1 (c) = f2 (c) su visais c 2 K; tai f1 (x) = f2 (x) :

I¾rodymas. Nagrin·ekime polinom ¾a F (x) = f1 (x)� f2 (x) : �io polinomo laip-
snis degF (x) = n � max fdeg f ; deg gg : Tegu dabar c1; c2; :::; cn+1 yra skirtingi
begalinio kūno K elementai ir pagal teoremos s ¾alyg ¾a turime, kad f1 (ci) = f2 (ci)
su visais i = 1; 2; :::; n+1: Tada n-ojo laipsnio polinomas F (x) turi n+1 �akni¾ir
pagal 4.13 Teorem ¾a F (x) = 0 ir f1 (x) = f2 (x) :
I¾rodyta.

4.16 Pastaba. Vir� baigtiniu¾ kūnu¾ K ( pavyzdµziui, vir� Zp; p� pirminis
skaiµcius) teoremos teiginys n·era teisingas. Pavyzdµziui, skirtingu¾polinomu¾f1 (x) =
x7 + �4x+ �1 ir f2 (x) = �5x+ �1 vir�kūno Z7 reik�m·es visuose kūno Z7 elementuose
sutampa:

f1 (�0) = f2 (�0) = �1; f1 (�1) = f2 (�1) = 6;
f1 (�2) = f2 (�2) = 4; f1 (�3) = f2 (�3) = 2;
f1 (�4) = f2 (�4) = 0; f1 (�5) = f2 (�5) = 5;

f1 (�6) = f2 (�6) = 3:
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