Algebros paskaitos informatikams
Rimantas Grigutis
3 Paskaita. Primityviyjy klasiy multiplikaciné grupé.
Eulerio ir mazoji Fermat teorema ir atvirkstinés klasés radimas.
Wilsono teorema ir pirminio skai¢iaus testas.
Kiny teorema liekanoms.

Primityviyjy klasiy multiplikaciné grupé.
3.1 Apibrézimas. Tegu U,, yra primityviyjy klasiy moduliv m aibé, t.y.
={a|(a,m)=1,0<a<m-—1}.

Aibéje U, esantiy klasiy skaicius apibrézia Eulerio funkcija ¢. Zymésime

p (m).
Aibéje U, yra tik atvirkstines klases turincios Z,, klasés.

3.2 Faktas. Eulerio funkcija pasizymi multiplikatyvumo squybe: jei (m,n) =
1, tai o (m-n)=p(m)-¢(n).

3.3 Pavyzdziai. 1) Jei p— pirminis skai¢ius, tai ¢ (p) = p— 1, n es visi skaiciai
1,2,...,p — 1 yra tarpusavyje pirminiai su p.

2) o (p*) =p* —pt=p° <1 — i) , nes intervale [0, p* — 1] tik p kartotiniai:
0,1-p,2-p,...,(p* " — 1) - p néra tarpusavyje pirminiai p.

3) Jeigu skai¢iaus m kanoninis skaidinys yra m = p{'---p%, tai p(m) =

a—1

m (1 — p%) <1 — pi> . Cia mes remiamés Eulerio funkcijos multiplikatyvumo
savybe( 3.2 Faktas).

4) ¢ (120) = (8-3-5) = ¢
¢(120) =120 (1—-3) (1 -

(2°) -0 (3)-p(5) =(2°=22)(3-1)(5— 1) = 32.
5) (L—3) =32

3.4 Teiginys. Aibé U, sudaro multiplikacineg grupe klasiy sandaugos atzvilgiu.

Irodymas. 1) Tegu a,b € U,,. Tada(a,m) = (b,m) = 1 ir is 1.13 Teiginio
turime, kad (ab,m) =1ira-b = ab € U,,.
2) Visoms likiniy klaséms galioja sandaugos asociatyvumo savybé. Todél
(1_) ) = (ab)csuwsalsa b,c € Up,.
3) 1 € Uy, nes (1,m) = 1 su visais m.



4) Jei a € U, tai klasé a turi atvirksting ir @ - a~' = 1. Tada klase a~! irgi
turi atvirkstine (@) = a ir todeél a~* € U,,.
Irodyta.

Eulerio ir mazoji Fermat teorema ir atvirkstinés klasés radimas

3.5 Apibrézimai. Skaiciai ag,aq, ..., An_1 paimii po vieng i§ kiekvienos Z,y,
klasés wvadinami pilngja likiniy sistema mod m.

Skaiciai ry,19,...,75 , paimti po vieng i§ kiekvienos primityviosios 4., klasés
vadinami redukuotaja likiniy sistema mod m. Cia s = ¢ (m) .

3.6 Lema. Tegu 11,73, ...,7s— redukuotoji likiniy sistema mod m ir skaicius a
yra tarpusavyje pirminis su m. Tada skaiciai ary,ars, ..., ars irgi yra redukuotoyi
likiniy sistema mod m.

Irodymas. Su visais i, 1< i < s, turime (r;,m) = 1 ir (a,m) = 1. Pa-
gal 1.13 teiging (ar;,m) = 1 visais i. Skai¢iai ary, ...,ars yra skirtingose prim-

ityviose klasése, nes, jei ar; = ar; (modm), tai pagal 2.4.7 squybe turime, kad
r; = r; (modm) ir pagal r; ir r; parinkimg r; = r;. Taigi, skai¢iai ary,...,ars ,
paimti po vieng i§ kiekvienos primityviosios Z,, klasés, sudaro redukuotaja likiniy
sistema.

Irodyta.

3.7 Isvada. Tegu ry,...,rs— redukuotoji likiniy sistema mod m ir skaicius a
yra tarpusavyje pirminis su m. Tada

ary---ars =r1---r5 (modm) .
Irodymas. Is 5.6 Lemos turime, kad
Un = {71, ..., Ts} = {ar, ..., ars} .
Todel
Ary--+ ATy =T1+ ... Ty
arba

ary---ars =1y (modm).



Irodyta.
3.8 Eulerio teorema. Jeigu (a,m) = 1, tai a®*™ =1 (modm).
Irodymas. Tegu ry, 79, ..., 7s— redukuotoji likiniy sistema mod m. Is 3.7 I3-

vados turime, kad
Turime

ary---ars =ry---rs (modm)
arba

a’ry---rg =111 (modm)
ir pagal 2.4.7 savybe turime, kad

a® =1 (modm)
ir
a?™) =1 (modm)

Irodyta.
3.9 Isvada. Jeigu (a,m) =1, tai a=* = a®™~! (modm) .

3.10 Mazoji Fermat teorema. Jeigu p— pirminis skaicius, o a nesidalija
i§ p, tai a1 =1 (modm).

Irodymas. Tai atskiras Eulerio teoremos atvejis, kai m = p— pirminis, nes
tada ¢ (p) =p — 1.
Irodyta.

3.11 Isvada. Jeigu a nesidalija i3 pirminio skaiciaus p, tai a=* = a?~? (mod p).



3.12 Teiginys. Jeigu skaiciaus m kanoninis skaidinys yra m =py----- pr Cla
D1, -, Pr - Skirtingt pirminias skaicias, tai su visais a € Zi teisinga

a?™*1 = g (modm).

Irodymas. Turime

p(m)=¢pr---p)=pr=1-(p=1).

Tegu a € Z. Su kiekvienu pirminiu skai¢iumi p;, 1 <4 < r, galimi du atvejai:

() (a,p;) = 1.
Tada pagal 3.10 Mazaja Fermat teorema turime

ir padaugine is a

(1) (a,p;) > 1.
Tada a dalijasi i$ p;, t.y.

a = 0 (mod p;)
ir todel
a?m*1 =0 = a (modp;) .

Abiem atvejais turime, kad skaicius a?(™*! — q dalijasi i§ visy pirminiy p; ir
pagal 1.20 Teiginj i$ §iy pirminiy skai¢iy sandaugos m =p; - --- - p, :

a?™*1 = g (modm).

Irodyta.



Wilsono teorema ir pirminio skaiciaus testas

3.13 Wilsono teorema. Skaicius p yra pirminis tada ir tik tada, kada

(p—1)!'=—1(modp).

Irodymas. Nagrinékime du atvejus.
1. Tegu p - pirminis skai¢ius. Kune Z, visos nenulinés likiniy klasés turi
atvirkstines:

Kfl = Kw(l), e Kz;_ll = Kw(pfl)-

Nagrinékime skaiciy poras {1,¢(1)},...,{p — 1,9 (p — 1)} ir raskime tokias,
kuriose i = 1 (i), t.y. K; ' = K;. Turéty bauti

K} =K; K ' =K
arba
i? = 1 (mod p)
(i* — 1) = 0 (mod p)
(i—1)(i+1) =0 (modp),
t.y. (i —1) (i + 1) dalijasi i§ pirminio p, o tai reigkia, kad arba i — 1 dalijasi i§
p, arba 7 + 1 dalijasi is p.

Pirmuoju atvejui —1 =01ir ¢ = 1, antruoju atvejui+1=piri =p— 1.
Tada turime

t.y.
Kyapo1) = Kp1
Atsizvelgus i lyginj p — 1 = —1 (mod p) turésime
Kp1y = K

bt



(p—1)!'=—1(modp).

2. Tegu dabar m— sudétinis skaicius: m = a - b. Nagrinésime tris atvejus.

(Djeil<a<b<m,tai(m—1)=1---a---b---(m—1) dalijasi i§ a - b ir
(m—1)!'=0%# —1(modm) ;

(2)jeim=aa=a*ira>2,o0m >4, tai(m—1)!=1---(1-a)---(2-a)---(m—1)
dalijasi i§ a? ir (m — 1)! = 0 # —1 (modm) ;

(3) jeim =4, tai (4—1)! =3=6=2(mod4) # —1(mod4).

Irodyta.

Naudodamiesi Wilsono teorema galima sukonstruoti funkcija

F () = sin

T ((m—-1!'+1)\ 0, jeigu m — pirminis
m | #0, jeigu m — sudétinis

Tai savotiskas pirminio skai¢iaus testo funkcija. Sis testas praktigkai netaiko-
mas, nes teky skaiciuoti (m — 1)!, o tai labai didelis skai¢ius net esant pakankamai
maziems m. Pavyzdziui jau 100! yra 128-zenklis skaicius.

Kiny teorema liekanoms ir lyginiy sistemos

3.14 Teorema( Kiny teorema liekanoms). Tegu my, ms, ..., my yra poromis
tarpusavyje pirminiai skaiciai didesni uz 1, t.y. (m;,m;) = 1, kai ¢ # j, ir tegu
M =mq-mq---my. Tada

x = a; (modmy)

T = ag (mod my)

(1) lyginiy sistema yra suderinta ;

xr = ay (mod my,)
(2) Jei xy yra atskiras (1) sistemos sprendinys, tai visi sistemos sprendiniai yra
klaséje prfy,.

Teoremos jrodymas remiasi tokiomis lemomis.

3.15 Lema. Jei a = b(modm;),1 <i <k, ¢ia my, ma, ..., mp— poromis tar-
pusavyje pirminiai skaiciai, tai a = b (mod myms -+ - my,) .



Irodymas. Lema jrodoma indukcija pagal n ir remiasi 1.15 teiginiu. Palickama

skaitytojui.

3.16 Lema. Jeigu a = b(modm) ir m dalijasi i§ d, tai ir a = b(modd).
Irodymas akivaizdus (as tikuosi).

3.14 Teoremos jrodymas. Apibrézkime skaicius M; ir NV; taip

M
Mi:_>
m

N; = M;* (modmy),
t.y.
M;N; =1 (modm;),i=1,2,... k.

Tai galima padaryti, nes (M;, m;) = 1.
Tegu dabar

xro = MiNiay + - - - + My Nyay.
Tada su visais 7,1 < i < k, teisinga
rg = MiNiay + - - - + My Nyay = M;N;a; = a; (mod m;) ,
t.y. xg yra sistemos sprendinys ir sistema

x = aj (mod my)
T = ag (mod my)

x = ay (mod my,)
ekvivalenti sistemai

xo (mod my)
xo (mod my)

T
T

x = xo (mod my,)

Remiantis 3.15 ir 8.16 Lemomis paskutinioji sistema yra ekvivalenti lyginiui

7



x =z (modmymsg -+ -my) .
Irodyta.

3.17 Pavyzdys. Matyt pirmasis lyginiy sistema issprendé kiny meistras Sun
( Sun Tsu Suan-Cing, 4 a.po Kr.). Tai buvo sistema

T = 2mod3
z = 3modbH
r=2mod7

Isspreskime §ig sistema.

1. M=3-5-7=105

2. My =18 =35 M, = 12 = 21; M3 = 1% = 15.

3. Ny =351 (mod3) =2; Ny =217 (mod 5) = 1; N3 = 157! (mod 7) = 1.
4. 29=35-2-2421-1-34+15-1-2 =233 = 23 (mod 105) .

Gavome, kad visi sistemos sprendiniai yra klaséje 105 K23 = {23 + 105t|t € Z} .



