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3 Paskaita. Primityviu¾ju¾klasiu¾multiplikacin·e grup·e.
Eulerio ir maµzoji Fermat teorema ir atvirk�tin·es klas·es radimas.
Wilsono teorema ir pirminio skaiµciaus testas.
Kinu¾teorema liekanoms.

Primityviu¾ju¾klasiu¾multiplikacin·e grup·e.

3.1 Apibr·eµzimas. Tegu Um yra primityviu¾ju¾klasiu¾moduliu m aib·e, t.y.

Um= f�aj (a;m) = 1; 0 � a � m� 1g :

Aib·eje Um esanµciu¾ klasiu¾ skaiµcius apibr·eµzia Eulerio funkcij ¾a ': µZym·esime
' (m) :
Aib·eje Um yra tik atvirk�tines klases turinµcios Zm klas·es.

3.2 Faktas. Eulerio funkcija pasiµzymi multiplikatyvumo s ¾avybe: jei (m;n) =
1; tai ' (m � n) = ' (m) � ' (n) :

3.3 Pavyzdµziai. 1) Jei p� pirminis skaiµcius, tai ' (p) = p�1; n es visi skaiµciai
1; 2; :::; p� 1 yra tarpusavyje pirminiai su p.
2) ' (p�) = p� � p��1 = p�

�
1� 1

p

�
; nes intervale [0; p� � 1] tik p kartotiniai:

0; 1 � p; 2 � p; :::; (p��1 � 1) � p n·era tarpusavyje pirminiai p.
3) Jeigu skaiµciaus m kanoninis skaidinys yra m = p�11 � � � p�ss ; tai ' (m) =

m
�
1� 1

p1

�
� � �
�
1� 1

ps

�
: µCia mes remiam·es Eulerio funkcijos multiplikatyvumo

savybe( 3.2 Faktas).
4) ' (120) = ' (8 � 3 � 5) = ' (23) � ' (3) � ' (5) = (23 � 22) (3� 1) (5� 1) = 32:
' (120) = 120 �

�
1� 1

2

� �
1� 1

3

� �
1� 1

5

�
= 32:

3.4 Teiginys. Aib·e Um sudaro multiplikacin ¾e grup¾e klasiu¾sandaugos atµzvilgiu.

I¾rodymas. 1) Tegu �a;�b 2 Um. Tada(a;m) = (b;m) = 1 ir i� 1.13 Teiginio
turime, kad (ab;m) = 1 ir �a � �b = ab 2 Um:
2) Visoms likiniu¾ klas·ems galioja sandaugos asociatyvumo savyb·e. Tod·el

�a
�
�b�c
�
=
�
�a�b
�
�c su visais �a;�b; �c 2 Um:

3) �1 2 Um; nes (1;m) = 1 su visais m.



4) Jei �a 2 Um; tai klas·e �a turi atvirk�tin¾e ir �a � �a�1 = �1. Tada klas·e �a�1 irgi
turi atvirk�tin¾e (�a�1)�1 = �a ir tod·el �a�1 2 Um:
I¾rodyta.

Eulerio ir maµzoji Fermat teorema ir atvirk�tin·es klas·es radimas

3.5 Apibr·eµzimai. Skaiµciai a0; a1; :::; am�1 paimti po vien ¾a i� kiekvienos Zm
klas·es vadinami piln ¾aja likiniu¾sistema mod m:
Skaiµciai r1; r2; :::; rs , paimti po vien ¾a i� kiekvienos primityviosios Zm klas·es

vadinami redukuot ¾aja likiniu¾sistema mod m: µCia s = ' (m) :

3.6 Lema. Tegu r1; r2; :::; rs� redukuotoji likiniu¾sistema mod m ir skaiµcius a
yra tarpusavyje pirminis su m: Tada skaiµciai ar1; ar2; :::; ars irgi yra redukuotoji
likiniu¾ sistema mod m:

I¾rodymas. Su visais i, 1� i � s; turime (ri;m) = 1 ir (a;m) = 1: Pa-
gal 1.13 teigini¾ (ari;m) = 1 visais i: Skaiµciai ar1; :::; ars yra skirtingose prim-
ityviose klas·ese, nes, jei ari � arj (modm) ; tai pagal 2.4.7 s ¾avyb¾e turime, kad
ri � rj (modm) ir pagal ri ir rj parinkim ¾a ri = rj: Taigi, skaiµciai ar1; :::; ars ,
paimti po vien ¾a i�kiekvienos primityviosios Zm klas·es, sudaro redukuot ¾aj ¾a likiniu¾
sistem ¾a.
I¾rodyta.

3.7 I�vada. Tegu r1; :::; rs� redukuotoji likiniu¾ sistema mod m ir skaiµcius a
yra tarpusavyje pirminis su m: Tada

ar1 � � � ars � r1 � � � rs (modm) :

I¾rodymas. I�3.6 Lemos turime, kad

Um = fr1; :::; rsg = far1; :::; arsg :

Tod·el

ar1 � � � � � ars = r1 � ::: � rs

arba

ar1 � � � ars � r1 � � � rs (modm) :
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I¾rodyta.

3.8 Eulerio teorema. Jeigu (a;m) = 1; tai a'(m) � 1 (modm) :

I¾rodymas. Tegu r1; r2; :::; rs� redukuotoji likiniu¾ sistema mod m: I�3.7 I�-
vados turime, kad
Turime

ar1 � � � ars � r1 � � � rs (modm)

arba

asr1 � � � rs � r1 � � � rs (modm)

ir pagal 2.4.7 s ¾avyb¾e turime, kad

as � 1 (modm)

ir

a'(m) � 1 (modm)

I¾rodyta.

3.9 I�vada. Jeigu (a;m) = 1; tai a�1 � a'(m)�1 (modm) :

3.10 Maµzoji Fermat teorema. Jeigu p� pirminis skaiµcius, o a nesidalija
i� p; tai ap�1 � 1 (modm) :

I¾rodymas. Tai atskiras Eulerio teoremos atvejis, kai m = p� pirminis, nes
tada ' (p) = p� 1:
I¾rodyta.

3.11 I�vada. Jeigu a nesidalija i�pirminio skaiµciaus p; tai a�1 � ap�2 (mod p) :
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3.12 Teiginys. Jeigu skaiµciaus m kanoninis skaidinys yra m = p1 � � � � � pr µcia
p1; :::; pr - skirtingi pirminiai skaiµciai, tai su visais a 2 Z teisinga

a'(m)+1 � a (modm) :

I¾rodymas. Turime

' (m) = ' (p1 � � � � � pr ) = (p1 � 1) � � � � � (pr � 1) :

Tegu a 2 Z: Su kiekvienu pirminiu skaiµciumi pi; 1 � i � r; galimi du atvejai:
(i) (a; pi) = 1:
Tada pagal 3.10 Maµz ¾aj ¾a Fermat teorem ¾a turime

api�1 � 1 (mod pi)
a'(m) = (api�1)

'(m)
pi�1 � 1 (mod pi)

ir padaugin¾e i�a

a'(m)+1 � a (mod pi) :

(ii) (a; pi) > 1:
Tada a dalijasi i�pi, t.y.

a � 0 (mod pi)

ir tod·el

a'(m)+1 � 0 � a (mod pi) :

Abiem atvejais turime, kad skaiµcius a'(m)+1 � a dalijasi i�visu¾ pirminiu¾ pi ir
pagal 1.20 Teigini¾ i��iu¾pirminiu¾skaiµciu¾sandaugos m = p1 � � � � � pr :

a'(m)+1 � a (modm) :

I¾rodyta.
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Wilsono teorema ir pirminio skaiµciaus testas

3.13Wilsono teorema. Skaiµcius p yra pirminis tada ir tik tada, kada

(p� 1)! � �1 (mod p) :

I¾rodymas. Nagrin·ekime du atvejus.
1. Tegu p - pirminis skaiµcius. Kūne Zp visos nenulin·es likiniu¾ klas·es turi

atvirk�tines:

K�1
1 = K (1); :::; K

�1
p�1 = K (p�1):

Nagrin·ekime skaiµciu¾ poras f1;  (1)g ; :::; fp� 1;  (p� 1)g ir raskime tokias,
kuriose i =  (i) ; t.y. K�1

i = Ki. Tur·etu¾būti

K2
i = Ki �K�1

i = K1

arba

i2 = 1 (mod p)
(i2 � 1) � 0 (mod p)

(i� 1) (i+ 1) � 0 (mod p) ;

t.y. (i� 1) (i+ 1) dalijasi i�pirminio p; o tai rei�kia, kad arba i� 1 dalijasi i�
p; arba i+ 1 dalijasi i�p:
Pirmuoju atveju i� 1 = 0 ir i = 1; antruoju atveju i+ 1 = p ir i = p� 1:
Tada turime

K1 �K2 � � �Kp�1 =
K1 �

�
K2 �K (2)

�
� � � � �

�
Kp�2 �K (p�2)

�
�Kp�1 =

K1 �Kp�1 = Kp�1

t.y.

K1�2�����(p�1) = Kp�1

Atsiµzvelgus i¾ lygini¾p� 1 � �1 (mod p) tur·esime

K(p�1)! = K�1
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ir

(p� 1)! � �1 (mod p) :

2. Tegu dabar m� sud·etinis skaiµcius: m = a � b. Nagrin·esime tris atvejus.
(1) jei 1 < a < b < m, tai (m� 1)! = 1 � � � a � � � b � � � (m� 1) dalijasi i�a � b ir

(m� 1)! = 0 6= �1 (modm) ;
(2) jeim = a�a = a2 ir a > 2; om > 4 , tai (m� 1)! = 1 � � � (1 � a) � � � (2 � a) � � � (m� 1)

dalijasi i�a2 ir (m� 1)! = 0 6= �1 (modm) ;
(3) jei m = 4; tai (4� 1)! = 3! = 6 � 2 (mod 4) 6= �1 (mod 4) :
I¾rodyta.

Naudodamiesi Wilsono teorema galima sukonstruoti funkcij ¾a

f (m) = sin

�
� � ((m� 1)! + 1)

m

�
=

�
0; jeigu m� pirminis

6= 0; jeigu m� sud·etinis
:

Tai savoti�kas pirminio skaiµciaus testo funkcija. �is testas prakti�kai netaiko-
mas, nes teku¾skaiµciuoti (m� 1)!; o tai labai didelis skaiµcius net esant pakankamai
maµziems m: Pavyzdµziui jau 100! yra 128-µzenklis skaiµcius.

Kinu¾teorema liekanoms ir lyginiu¾sistemos

3.14Teorema( Kinu¾teorema liekanoms). Tegum1;m2; :::;mk yra poromis
tarpusavyje pirminiai skaiµciai didesni uµz 1 , t.y. (mi;mj) = 1; kai i 6= j; ir tegu
M = m1 �m2 � � �mk: Tada

(1) lyginiu¾sistema

8>><>>:
x � a1 (modm1)
x � a2 (modm2)

� � �
x � ak (modmk)

yra suderinta ;

(2) Jei x0 yra atskiras (1) sistemos sprendinys, tai visi sistemos sprendiniai yra
klas·eje MKx0 :

Teoremos i¾rodymas remiasi tokiomis lemomis.

3.15 Lema. Jei a � b (modmi) ; 1 � i � k; µcia m1;m2; :::;mk� poromis tar-
pusavyje pirminiai skaiµciai, tai a � b (modm1m2 � � �mk) :
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I¾rodymas. Lema i¾rodoma indukcija pagal n ir remiasi 1.15 teiginiu. Paliekama
skaitytojui.
3.16 Lema. Jeigu a � b (modm) ir m dalijasi i� d; tai ir a � b (mod d) :

I¾rodymas akivaizdus (a�tikuosi).

3.14 Teoremos i¾rodymas. Apibr·eµzkime skaiµcius Mi ir Ni taip

Mi =
M

mi

;

Ni �M�1
i (modmi) ;

t.y.

MiNi � 1 (modmi) ; i = 1; 2; :::; k:

Tai galima padaryti, nes (Mi;mi) = 1:
Tegu dabar

x0 =M1N1a1 + � � �+MkNkak:

Tada su visais i; 1 � i � k; teisinga

x0 =M1N1a1 + � � �+MkNkak �MiNiai � ai (modmi) ;

t.y. x0 yra sistemos sprendinys ir sistema8>><>>:
x � a1 (modm1)
x � a2 (modm2)

� � �
x � ak (modmk)

ekvivalenti sistemai 8>><>>:
x � x0 (modm1)
x � x0 (modm2)

� � �
x � x0 (modmk)

:

Remiantis 3.15 ir 3.16 Lemomis paskutinioji sistema yra ekvivalenti lyginiui
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x = x0 (modm1m2 � � �mk) :

I¾rodyta.

3.17 Pavyzdys. Matyt pirmasis lyginiu¾ sistem ¾a i�sprend·e kinu¾meistras Sun
( Sun Tsu Suan-µCing, 4 a.po Kr.). Tai buvo sistema8<:

x � 2mod 3
x � 3mod 5
x � 2mod 7

I�spr¾eskime �i ¾a sistem ¾a.
1. M = 3 � 5 � 7 = 105
2. M1 =

105
3
= 35;M2 =

105
5
= 21;M3 =

105
7
= 15:

3. N1 � 35�1 (mod 3) = 2;N2 � 21�1 (mod 5) = 1;N3 = 15�1 (mod 7) = 1:
4. x0 = 35 � 2 � 2 + 21 � 1 � 3 + 15 � 1 � 2 = 233 � 23 (mod 105) :
Gavome, kad visi sistemos sprendiniai yra klas·eje 105K23 = f23 + 105tjt 2 Zg :
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