Algebros paskaitos informatikams.
Rimantas Grigutis

2 Paskaita. Lyginiai. Likiniy klasiy Ziedas. Baigtiniai kuinai. Pir-
mojo laipsnio lyginiy sprendimas

Lyginiai.

2.1 Apibrézimas. Tegu m > 1 yra sveikasis skaicius. Sakysime, kad du
sveikieji skaiciai a ir b lygsta moduliu m,a = b(modm) .

Jeigu skaicius a — b dalijasi i§ m.( a = b(modm) vadinamas lyginiu).

2.2 Pastaba. Su visais a,b € Z yra teisinga a = b(mod 1).

Nuo siol visur m > 1.

2.3 Pavyzdys. a = b(mod 2) tada ir tik tada, kada arba a ir b yra abu ly-
giniai, arba abu yra nelyginiai skaiciai.

2.4 Pagringinés lyginiy savybés yra Sios:

1. Refleksyvumas: su visais a € Z , a = a (modm) .
_ . ) a,beZ _
2. Simetriskumas: o = b (mod m) } <= b=a(modm).
a,b,c e’

3. Tranzityvumas: a=b(modm) » = a = c(modm).
b = c¢(modm)

a,b,c,d eZ
4. a=c(modm) p = a+b=c+d(modm).
b= d(modm)
a,b,c,deZ
5. a=c(modm) p <= a-b=c-d(modm).
b= d(modm)
a,beZ
6. m,c>1 = a =0b(modm).

ac = be (mod mc)



a,beZ
7. (m,c) =1 — a=b(modm).
ac = be (mod m)

2.5 Pastaba. 3 =15 (mod6) = 1 =5 (mod6), nes 1 Z 5 (mod6).

2.6 Teiginys. Kiekvienas sveikasis skaicius a lygsta mod m tik su vienu
skaiciumi r 1§ aibés {0,1,2,....,m — 1} .

Irodymas. Skaiciy porai a ir m parasykime dalybos su liekana lygybe:
a=mqg+r 0<r<|m|.

Tada
a=mq+r =r(modm)

ir skai¢ius r yra ieSkomasis.
Irodyta.

Likiniy klasés.
2.7 Apibrézimas. Tegu a,m € Z. Sveikyjy skaiciy aibés Z poaibi
mK, =4{b€ Zlb=a(modm)}

vadinsime likiniy klase a moduliu m, kurig dazZnai Zymésime trumpiau: K,,
arba a.

2.8 Pavyzdziai.

I)m=2a=0:Ky=
skaiciy poaibis.

2)m=2,a=1: K;=1={be€Z|b=1(mod2)} yra visy nelyginiy skaiciy
poaibis.

3)m=2,a=2:K),=
skai¢iy poaibis.

I

= {beZ|b=0(mod2)} = 2Z yra visy lyginiy

[\]}

= {beZlb=2(mod2)} = 2Z yra visy lyginiy

2.9 Svarbiausios likiniy klasiy savybeés yra Sios:



1) Refleksyvumas: a € Z —> a € K,.

2) Simetriskumas: a € K, = b € K,.

GEKb
be K.

3) Tranzityvumas: } —a € K,.

4) Tegu m > 1. Tada likiniy klasés Ko, K1, Ka, ..., K1 yra sveikyjy skaiciy
atbés 7 skaidinys, t.y.

(CL) 7 = KO UK1 UK2 U... UKm_l;

(b) jeigu K,N K, # 0, tai K, = K, ,0<a,b<m—1.

2.10 Apibrézimas. Aibe { Ko, K1, K», ..., K1} vadinsime likiniy klasiy aibe
moduliv m r Zymeésime Zi,.

Aibéje Z,, apibréziami sudéties ir daugybos veiksmai.
K. K"'c1Z K’—I—K”d:efK .
o o } , tada o
ae K''be K K -K'"= K,

2.12 Teiginys. Sudéties ir sandaugos veiksmai likiniy klaséms nepriklauso
nuo klasiy atstovy a ir b parinkimo.

2.11 Apibrézimas.

Irodymas.Tegu a,a’ € K'ir b0 € K", t.y. a = a/ (modm) ir b = ' (modm) .
Tada tiek a+b = a'+ (modm), tiek a-b = a' -V (modm) ir todél K, p = Ky iy
ir Ka-b = Ka’-b’ .

Irodyta.

2.13 Pavyzdziai.Pateiksime veiksmy lenteles Z3 ir daugybos lentele Zg.
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2.14 Veiksmy su likiniy klasémis savybeés.

Tegu a,b,¢ € Z,,.

1. Sudéties asociatyvumas: (d + 5) +c=a+ (B + E) .

2. Neutralaus elemento sudeéties atzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia klase
0, kad @ + 0 = a. Si klasé vadinama nulio klase.

3. Atvirkstinés klasés sudéties atzvilgiu egzistavimas: su visais a egzistuoja
toks b, kad @ + b = 0. Elementas b vadinamas atvirkstiniu elementui @ sudéties
atzvilgiu ir Zymimas: —a.

4. Sudéties komutatyvumas: a + b= B_—i- a.
. ca-(b+e)=a-bta-c
5. Distributyvumas: (a h B) —a-c4b-C
6. Sandaugos asociatyvumas: (c‘z . B) C=a- (Z_) . E) .

7. Sandaugos komutatyvumas: a-b =10 - a.
8. Neutralaus elemento sandaugos atzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia
klasé 1, kad @ - 1 = a. Si klasé vadinama vieneto klase.

Algebrinés strukturos.

2.15 Apibrézimai. 1.Aibé, kurioje apibréztas sudéties veiksmas ir teisingos
1-3 savybés, vadinama adicine grupe ( arba tiesiog, grupe); jeigu teisinga ir 4
savybé, tai vadiname komutatyviaja grupe( analogiskai yra apibréziama grupé
sandaugos veiksmo atzvilgiu arba multiplikaciné grupé).

2. Aibé, kurioje apibrézti ir sudéties, ir sandaugos veiksmai ir

- teisingos 1-6 savybeés, vadinama ziedu;

- teisingos 1-7 savybeés, vadinama komutatyviu ziedu;

- teisingos 1-6 ir 8 savybes, vadinama Ziedu su vienetu.

3. Tegu A— komutatyvus ziedas su vienetu ( teisingos 1-8 savybeés). Jeigu
elementui o € A egzistuoja toks elementas § € A, kad o - 3 = 1 ( 1— neutralusis
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A elementas sandaugos atzvilgiu), tai sakome, kad elementas « turi atvirkstinj
sandaugos atzvilgiu ir Zymime 3 = o~ .
4. Jeigu visi nenuliniai komutatyvaus su vienetu ziedo elementai turi atvirks-

tinius sandaugos atzvilgiu, tai toks ziedas vadinamas kiinu.

2.16 Pavyzdziai. 1. Realiyjy skaiciy aibe R, racionaliyjy skaiciy aibé Q ir
kompleksiniy skaiciy aibé Cyra kiinai.

2. Sveikyjy skaiciy aibé Z yra komutatyvus ziedas su vienetu, bet ne kiinas,
nes visi sveikieji skaic¢iai nelygtis +1 neturi atvirkstiniy sandaugos atzvilgiu.

3. Lyginiy sveikyjy skai¢iy aibe 2Z yra komutatyvus ziedas be vieneto, nes 1
yra nelyginis skaicius.

4. Likiniy moduliu m klasiy aibé Z,, yra komutatyvus zZiedas su vienetu, bet
ne visada kiinas, pavyzdziui Z,, Zs yra kiinai, bet Z, néra kiinas, nes 2-1 = 2 # 1;
3.2—0£1:2-3=241.

Nustatysime salygas, kurioms esant Z,, yra kiinas. Pradésime apibrézimu.

2.17 Apibrézimas. Likiniy klasé a € Z,, vadinama primityvigja klase mod-
uliv m , jeigu (a,m)=1.

Primityvioje klaséje moduliu m visi skai¢iai yra tarpusavyje pirminiai su m.
2.18 Lema. Jei a yra primityvioji klasé moduliu m ir b € a, tai (bym) =1 .

Irodymas.Jei a yra primityvioji klasé moduliu m, tai (a, m) = 1 ir egzistuoja
tokie z,y € Z, kad

ar +my =1
Jeibea, taia=b(modm)ira—b=mtsuteZ ira =>b+ mt. Tada
ar +my =
(b+mt)x+my =
br+m(te+y)=1

ir todel (b, m) = 1.
Irodyta.



2.19 Teorema. Klasé a yra primityvioji moduliv m tada ir tik tada, kada a
turt atvirkstine sandaugos atzvilgiu klase T Ziede Z,,.

Irodymas. Jei a yra primityvioji klasé moduliu m, tai (a, m) = 1 ir egzistuoja
tokie z,y € Z, kad

ar +my = 1.
Tada
ar +my =1
ax+m_y:T
ar =1,
nes m = 0.

Is kitos puses, jei klasé a turi atvirkstine klase T , tai

ir egzistuoja toks y € Z, kad

ir todeél (a,m) = 1.
Irodyta.

2.20 Teorema. Ziedas Z,, yra kinas tada ir tik tada, kada m yra pirminis
skaicius.

Irodymas. Tegu skai¢ius m— pirminis. Tada (1,m) = (2,m) = .-+ =
(m—1,m) = 1 ir todél visos nenulinés klasés moduliu m yra primityviosios ir
turi atvirkstines klases.

Tegu m— sudétinis skaicius, t.y. m =a-b, ¢ia a > 1 ir b > 1. Tada nenuliné
klasé K, néra primityvi, nes (a,m) =a > 1.

Irodyta.



Lyginio az = b(mod m) sprendimas.

Nagrinékime du atvejus: (a,m) =1ir (a,m) =d > 1.
1. (a,m) = 1.
Siuo atveju, naudodamiesi Euklido algoritmu, galime rasti tokius ¢, ¢ € Z, kad

ac+ mq = 1.
Tada

a(be)+m(bg) =b
= a(bc) =b—m(bq)
= a(bc) = b(modm).

Gavome, kad xg = be yra lyginio sprendinys.

Tegu dabar x = x; yra kitas 8o lyginio sprendinys, t.y. az; = b(modm).
Tada %0 = an1 (modm)

(a,m) =1

Is kitos puseés, jeigu y = g (modm), tai ay = axg = b(modm) ir todeél y yra
lyginio sprendinys.

Taigi, jeigu x( yra lyginio sprendinys, tai kitais lyginio sprendiniais yra skai¢iai
i8 I, ir tik jie.

} = zo = 1 (modm).

2. (a,m)=d> 1.
Tam, kad lyginys ax = b (mod m) turéty sprendinj butina, kad b dalytysi i3 d.
Tikrai, jeigu x = xy yra lyginio sprendinys, tai
axlzb(modm)} axl—b—mq,qEZ} ary —mq=">o }
= =

(a,m)=d a:d, m:d a=ad;m=myd

= ajdry — mydg = b = d(a;ry —myq) = b = bid.

b=0bid
Taigi, turime m =myd » = ajdr = byd (mod myd) <= a1z = by (modm,)
a)p = ald

ir (a;,m;) = 1.

Tegu dabar = = z; yra lyginio a;z = b; (modm;) sprendinys. Tada lyginio
ar = b(modm) skirtingais sprendiniais mod m yra x1, 21 + %, 21 +2- %, . 2 +
(d —1) %, visi sprendiniai yra klasése p, K., ,m Koysmyooom Koy a-1ym-



2.21 Pavyzdys.

6z = 3 (mod 15), (6,15) = 3 = d;
27 = 1(mod5), (2,5) = 1;
2-3=1(modb5), nes2-3+5-(—1)=1.

Gavome, kad lyginio sprendiniai yra z; =3, 1 + 7 =3+5=8,2; +2 -7 =
34 10 = 3 4+ 10 = 13. Visi sprendiniai yra klasése 15K3,15 Kg,15 /13-



