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2 Paskaita. Lyginiai. Likiniu¾ klasiu¾ µziedas. Baigtiniai kūnai. Pir-
mojo laipsnio lyginiu¾sprendimas

Lyginiai.

2.1 Apibr·eµzimas. Tegu m � 1 yra sveikasis skaiµcius. Sakysime, kad du
sveikieji skaiµciai a ir b lygsta moduliu m; a � b (modm) .
Jeigu skaiµcius a� b dalijasi i� m:( a � b (modm) vadinamas lyginiu).

2.2 Pastaba. Su visais a; b 2 Z yra teisinga a � b (mod 1) :

Nuo �iol visur m > 1:

2.3 Pavyzdys. a � b (mod 2) tada ir tik tada, kada arba a ir b yra abu ly-
giniai, arba abu yra nelyginiai skaiµciai.

2.4 Pagringin·es lyginiu¾ savyb·es yra �ios:

1. Re�eksyvumas: su visais a 2 Z ; a � a (modm) :

2. Simetri�kumas:
a; b 2 Z

a � b (modm)

�
() b � a (modm) :

3. Tranzityvumas:
a; b; c 2 Z

a � b (modm)
b � c (modm)

9=; =) a � c (modm) :

4.
a; b; c; d 2 Z
a � c (modm)
b � d (modm)

9=; =) a� b � c� d (modm) :

5.
a; b; c; d 2 Z
a � c (modm)
b � d (modm)

9=;() a � b � c � d (modm) :

6.
a; b 2 Z
m; c > 1

ac � bc (modmc)

9=; =) a � b (modm) :



7.
a; b 2 Z
(m; c) = 1

ac � bc (modm)

9=; =) a � b (modm) :

2.5 Pastaba. 3 � 15 (mod 6) 6=) 1 � 5 (mod 6) ; nes 1 6� 5 (mod 6) :

2.6 Teiginys. Kiekvienas sveikasis skaiµcius a lygsta mod m tik su vienu
skaiµciumi r i�aib·es f0; 1; 2; :::;m� 1g :

I¾rodymas. Skaiµciu¾porai a ir m para�ykime dalybos su liekana lygyb¾e:

a = mq + r; 0 � r � jmj :

Tada

a = mq + r � r (modm)

ir skaiµcius r yra ie�komasis.
I¾rodyta.

Likiniu¾klas·es.

2.7 Apibr·eµzimas. Tegu a;m 2 Z: Sveiku¾ju¾ skaiµciu¾aib·es Z poaibi¾

mKa = fb 2 Zjb � a (modm)g

vadinsime likiniu¾klase a moduliu m; kuri ¾a daµznai µzym·esime trumpiau: Ka;
arba �a:

2.8 Pavyzdµziai.
1) m = 2; a = 0 : K0 = �0 = fb 2 Zjb � 0 (mod 2)g = 2Z yra visu¾ lyginiu¾

skaiµciu¾poaibis.
2) m = 2; a = 1 : K1 = �1 = fb 2 Zjb � 1 (mod 2)g yra visu¾ nelyginiu¾ skaiµciu¾

poaibis.
3) m = 2; a = 2 : K2 = �2 = fb 2 Zjb � 2 (mod 2)g = 2Z yra visu¾ lyginiu¾

skaiµciu¾poaibis.

2.9 Svarbiausios likiniu¾klasiu¾ savyb·es yra �ios:
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1) Re�eksyvumas: a 2 Z =) a 2 Ka:

2) Simetri�kumas: a 2 Kb =) b 2 Ka:

3) Tranzityvumas:
a 2 Kb

b 2 Kc

�
=) a 2 Kc:

4) Tegu m > 1: Tada likiniu¾ klas·es K0; K1; K2; :::; Km�1 yra sveiku¾ju¾ skaiµciu¾
aib·es Z skaidinys, t.y.
(a) Z = K0 [K1 [K2 [ ::: [Km�1;
(b) jeigu Ka \Kb 6= ;; tai Ka = Kb , 0 � a; b � m� 1:

2.10 Apibr·eµzimas. Aib¾e fK0; K1; K2; :::; Km�1g vadinsime likiniu¾klasiu¾aibe
moduliu m ir µzym·esime Zm:

Aib·eje Zm apibr·eµziami sud·eties ir daugybos veiksmai.

2.11 Apibr·eµzimas.
K 0; K 00 2 Zm
a 2 K 0; b 2 K 00

�
; tada

K 0 +K 00 def= Ka+b

K 0 �K 00 def= Ka�b
:

2.12 Teiginys. Sud·eties ir sandaugos veiksmai likiniu¾ klas·ems nepriklauso
nuo klasiu¾atstovu¾a ir b parinkimo.

I¾rodymas.Tegu a; a0 2 K 0 ir b; b0 2 K 00; t.y. a � a0 (modm) ir b � b0 (modm) :
Tada tiek a+ b = a0+ b0 (modm) ; tiek a � b � a0 � b0 (modm) ir tod·el Ka+b = Ka0+b0

ir Ka�b = Ka0�b0 .
I¾rodyta.

2.13 Pavyzdµziai.Pateiksime veiksmu¾ lenteles Z3 ir daugybos lentel¾e Z6:

+ �0 �1 �2
�0 �0 �1 �2
�1 �1 �2 �0
�2 �2 �0 �1

� �0 �1 �2
�0 �0 �0 �0
�1 �0 �1 �2
�2 �0 �2 �1
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� 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

2.14 Veiksmu¾ su likiniu¾klas·emis savyb·es.

Tegu �a;�b; �c 2 Zm:
1. Sud·eties asociatyvumas:

�
�a+�b

�
+ �c = �a+

�
�b+ �c

�
:

2. Neutralaus elemento sud·eties atµzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia klas·e
�0; kad �a+ �0 = �a: �i klas·e vadinama nulio klase.
3. Atvirk�tin·es klas·es sud·eties atµzvilgiu egzistavimas: su visais �a egzistuoja

toks �b; kad �a + �b = �0: Elementas �b vadinamas atvirk�tiniu elementui �a sud·eties
atµzvilgiu ir µzymimas: ��a:
4. Sud·eties komutatyvumas: �a+�b = �b+ �a:

5. Distributyvumas:
�a �
�
�b+ �c

�
= �a � �b+ �a � �c�

�a+�b
�
� �c = �a � �c+�b � �c

6. Sandaugos asociatyvumas:
�
�a � �b

�
� �c = �a �

�
�b � �c

�
:

7. Sandaugos komutatyvumas: �a � �b = �b � �a:
8. Neutralaus elemento sandaugos atµzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia

klas·e �1; kad �a � �1 = �a: �i klas·e vadinama vieneto klase.
:

Algebrin·es struktūros.

2.15 Apibr·eµzimai. 1.Aib·e, kurioje apibr·eµztas sud·eties veiksmas ir teisingos
1-3 savyb·es, vadinama adicine grupe ( arba tiesiog, grupe); jeigu teisinga ir 4
savyb·e, tai vadiname komutatyvi ¾aja grupe( analogi�kai yra apibr·eµziama grup·e
sandaugos veiksmo atµzvilgiu arba multiplikacin·e grup·e).
2. Aib·e, kurioje apibr·eµzti ir sud·eties, ir sandaugos veiksmai ir
- teisingos 1-6 savyb·es, vadinama µziedu;
- teisingos 1-7 savyb·es, vadinama komutatyviu µziedu;
- teisingos 1-6 ir 8 savyb·es, vadinama µziedu su vienetu.
3. Tegu A� komutatyvus µziedas su vienetu ( teisingos 1-8 savyb·es). Jeigu

elementui � 2 A egzistuoja toks elementas � 2 A; kad � � � = �1 ( �1� neutralusis
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A elementas sandaugos atµzvilgiu), tai sakome, kad elementas � turi atvirk�tini¾
sandaugos atµzvilgiu ir µzymime � = ��1:
4. Jeigu visi nenuliniai komutatyvaus su vienetu µziedo elementai turi atvirk�-

tinius sandaugos atµzvilgiu, tai toks µziedas vadinamas kūnu.

2.16 Pavyzdµziai. 1. Realiu¾ju¾ skaiµciu¾ aib·e R; racionaliu¾ju¾ skaiµciu¾ aib·e Q ir
kompleksiniu¾skaiµciu¾aib·e Cyra kūnai.
2. Sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ aib·e Z yra komutatyvus µziedas su vienetu, bet ne kūnas,

nes visi sveikieji skaiµciai nelygūs �1 neturi atvirk�tiniu¾sandaugos atµzvilgiu.
3. Lyginiu¾ sveiku¾ju¾ skaiµciu¾aib·e 2Z yra komutatyvus µziedas be vieneto, nes 1

yra nelyginis skaiµcius.
4. Likiniu¾moduliu m klasiu¾aib·e Zm yra komutatyvus µziedas su vienetu, bet

ne visada kūnas, pavyzdµziui Z2;Z3 yra kūnai, bet Z4 n·era kūnas, nes �2 ��1 = �2 6= �1;
�2 � �2 = �0 6= �1; �2 � �3 = �2 6= �1:

Nustatysime s ¾alygas, kurioms esant Zm yra kūnas. Prad·esime apibr·eµzimu.

2.17 Apibr·eµzimas. Likiniu¾ klas·e �a 2 Zm vadinama primityvi ¾aja klase mod-
uliu m , jeigu (a;m) = 1:

Primityvioje klas·eje moduliu m visi skaiµciai yra tarpusavyje pirminiai su m:

2.18 Lema. Jei �a yra primityvioji klas·e moduliu m ir b 2 �a, tai (b;m) = 1 :

I¾rodymas.Jei �a yra primityvioji klas·e moduliu m, tai (a;m) = 1 ir egzistuoja
tokie x; y 2 Z, kad

ax+my = 1

Jei b 2 �a; tai a � b (modm) ir a� b = mt su t 2 Z; ir a = b+mt: Tada

ax+my =
(b+mt)x+my =
bx+m (tx+ y) = 1

ir tod·el (b;m) = 1:
I¾rodyta.
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2.19 Teorema. Klas·e �a yra primityvioji moduliu m tada ir tik tada, kada �a
turi atvirk�tin ¾e sandaugos atµzvilgiu klas ¾e x µziede Zm:

I¾rodymas. Jei �a yra primityvioji klas·e moduliu m, tai (a;m) = 1 ir egzistuoja
tokie x; y 2 Z, kad

ax+my = 1:

Tada

ax+my = 1
ax+my = 1
ax = 1;

nes m = 0:
I�kitos pus·es, jei klas·e �a turi atvirk�tin¾e klas¾e x , tai

ax = 1
ax = 1

ax � 1 (modm)

ir egzistuoja toks y 2 Z, kad

ax� 1 = my
ax�my = 1

ir tod·el (a;m) = 1:
I¾rodyta.

2.20 Teorema. µZiedas Zm yra kūnas tada ir tik tada, kada m yra pirminis
skaiµcius.

I¾rodymas. Tegu skaiµcius m� pirminis. Tada (1;m) = (2;m) = � � � =
(m� 1;m) = 1 ir tod·el visos nenulin·es klas·es moduliu m yra primityviosios ir
turi atvirk�tines klases.
Tegu m� sud·etinis skaiµcius, t.y. m = a � b , µcia a > 1 ir b > 1: Tada nenulin·e

klas·e Ka n·era primityvi, nes (a;m) = a > 1:
I¾rodyta.
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Lyginio ax � b (modm) sprendimas.

Nagrin·ekime du atvejus: (a;m) = 1 ir (a;m) = d > 1:
1. (a;m) = 1:
�iuo atveju, naudodamiesi Euklido algoritmu, galime rasti tokius c; q 2 Z; kad

ac+mq = 1:

Tada

a (bc) +m (bq) = b
) a (bc) = b�m (bq)
) a (bc) � b (modm) :

Gavome, kad x0 = bc yra lyginio sprendinys.
Tegu dabar x = x1 yra kitas �io lyginio sprendinys, t.y. ax1 � b (modm) :

Tada
ax0 � ax1 (modm)

(a;m) = 1

�
) x0 � x1 (modm) :

I�kitos pus·es, jeigu y � x0 (modm) ; tai ay � ax0 � b (modm) ir tod·el y yra
lyginio sprendinys.
Taigi, jeigu x0 yra lyginio sprendinys, tai kitais lyginio sprendiniais yra skaiµciai

i�mKx0 ir tik jie.

2. (a;m) = d > 1:
Tam, kad lyginys ax � b (modm) tur·etu¾sprendini¾būtina, kad b dalytu¾si i�d:
Tikrai, jeigu x = x1 yra lyginio sprendinys, tai
ax1 � b (modm)
(a;m) = d

�
)

ax1 � b = mq; q 2 Z
a
...d;m

...d

)
) ax1 �mq = b

a = a1d;m = m1d

�
) a1dx1 �m1dq = b) d (a1x1 �m1q) = b ) b

...d:

Taigi, turime
b = b1d
m = m1d
a1 = a1d

9=; ) a1dx � b1d (modm1d) () a1x � b1 (modm1)

ir (a1;m1) = 1:
Tegu dabar x = x1 yra lyginio a1x � b1 (modm1) sprendinys. Tada lyginio

ax � b (modm) skirtingais sprendiniais mod m yra x1; x1 + m
d
; x1 + 2 � md ; :::; x1 +

(d� 1) m
d
; visi sprendiniai yra klas·ese mKx1 ;mKx1+

m
d
; :::;mKx1+(d�1)md :
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2.21 Pavyzdys.

6x � 3 (mod 15) ; (6; 15) = 3 = d;
2x � 1 (mod 5) ; (2; 5) = 1;

2 � 3 � 1 (mod 5) ; nes 2 � 3 + 5 � (�1) = 1:

Gavome, kad lyginio sprendiniai yra x1 = 3; x1 + m
d
= 3 + 5 = 8; x1 + 2 � md =

3 + 10 = 3 + 10 = 13: Visi sprendiniai yra klas·ese 15K3;15K8;15K13:
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