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Matematin·es indukcijos metodas.

Tai vienas daµznai naudojamas būdas teiginiams i¾rodin·eti.
Nagrin·ekime sveiku¾ju¾ skaiµciu¾aib ¾e Z ir tvarkos s ¾ary�i¾� �ioje aib·eje. .
Sakysime, kad a � b , jei b � a � 0. �is dvieju¾ sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ s ¾ary�is

pasiµzymi savyb·emis:
i) a � a (re�eksyvumas ) ;
ii) ( a � b) ^ (b � a) =) a = b (nesimetri�kumas) ;
iii) (a � b) ^ (b � c) =) (a � c) (tranzytivumas ) :
Tuo atveju, kai a � b ir a 6= b ra�ome a < b:
Ai�ku, kad bet kuriai sveiku¾ju¾skaiµciu¾porai a ir b teisinga arba (a � b), arba

(b � a). Tod·el sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ aib ¾e Z vadina tiesi�kai sutvarkyta aibe. Su �ia
tvarka suri�ti tam tikri principai. I�vardinkime kai kuriuos i�ju¾.

0.1Visi�ko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) sveikiesiems
skaiµciams. Tegu k0- sveikasis skaiµcius. Bet kuris netu�µcias sveiku¾ju¾ skaiµciu¾
� k0 (� k0) poaibis turi maµziausi ¾a(didµziausi ¾a) element ¾a.
0.2Visi�ko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) natūraliesiems

skaiµciams. Bet kuris netu�µcias natūraliu¾ju¾ skaiµciu¾ poaibis turi maµziausi ¾a ele-
ment ¾a.

Natūraliuosius skaiµcius apibr·eµzia G.Peano(1858-1932) aksiomu¾ sistema. I�
�ios sistemos i�plaukia taip pat ir

0.3 Matematin·es indukcijos principas: tegu su kiekvienu n2 N turime
teigini¾T (n). Sakykime, kad µzinome būd ¾a teiginio T (l) , 8l, teisingumui nus-
tatyti, jeigu teisingi teiginiai T (k) su visais k<l ( tame tarpe teisingas T(1)
teiginys).Tada teisingas ir teiginys T (n)su visais n 2 N.

I¾rodymas.I¾rodysime prie�taros metodu. Nagrin·ekime aib ¾e
S = fsjs 2 N; teiginys T (s) neteisingasg � N:
Tegu S 6= ;. Tada egzituoja maµziausias aib·es S elementas s0., t.y. teiginys

T (s0) neteisingas. Jeigu s0 = 1, tai prie�tarauja indukcijos bazei, o jeigu s0 > 1,
tai visi teiginiai T (s); s < s0 , yra teisingi ir tod·el µzinome būd ¾a teiginio T (s0)
teisingumui nustatyti.
Prie�taravimas i¾rodo matematin·es indukcijos metod ¾a.
I¾rodyta.
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Dalumo su liekana teorema.

1.1 Apibr·eµzimas. Tegu a ir b 6= 0 yra sveikieji skaiµciai. Sakysime, kad a
dalijasi i� b (be liekanos), jeigu egzistiuoja toks sveikasis skaiµcius c; kad a = b�c:

Sakome, kad skaiµcius b yra a daliklis. µZym·esime a
...b:

1.2 I�vados. (1) Tegu a; b; c 2 Z ir a
...c; b

...c: Tada (a� b)
...c:

(2) Tegu a; b; c 2 Z ir a
...c: Tada ab

...c:

(3) Tegu a 2 Z; a 6= 0: Tada 0
...a:

(4) Tegu a 2 Z: Tada a
...1:

(5) Tegu a 2 Z; 1
...a: Tada a = �1:

(6) Tegu a
...b; b

...a:Tada a = �b:

(7) Tegu a
...b; a 6= 0: Tada jaj � jbj :

1.3 Visi�ko sutvarkymo principas. Tegu k0� sveikasis skaiµcius. Bet
kuris netu�µcias sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ ne maµzesniu¾ uµz k0 (� k0) poaibis turi maµzi-
ausi ¾a element ¾a. Bet kuris netu�µcias sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ ne didesniu¾ uµz k0 (� k0)
poaibis turi didµziausi ¾a element ¾a.

1.4 Teorema(dalybos su liekana teorema). Tegu a ir b� sveikieji
skaiµciai ir b 6= 0: Tada egzistuoja vienint·eliai sveikieji skaiµciai q ir r su kuriais
teisinga lygyb·e a = bq + r; µcia 0 � r < jbj :

I¾rodymas. Nagrin·ekime sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ sek ¾afa� k � bjk 2 Zg :

: : : ; a� 2b; a� b; a; a+ b; a+ 2b; ::: .

�ioje sekoje yra tiek teigiami, tiek neigiami skaiµciai. Pagal 1.3 Visi�ko
sutvarkymo princip ¾a neneigiamu¾( kai k0 = 0) sekos nariu¾posekyje galima rasti
maµziausi ¾a skaiµciu¾ r = a� qb � 0: Tada

a = bq + r ir 0 � r < jbj :

Parodysime, kad taip parinktas r yra vienint·etis. Tegu turime

a = bq1 + r1 ir 0 � r1 < jbj

ir r1 < r: Tada yra teisinga 0 < r � r1 < jbj ir galioja lygyb·e

r � r1 = (q1 � q) b .

I�µcia turime:
arba r � r1 = 0 , t.y. r = r1; tada q1 = q ir vienatinumas i¾rodytas;
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arba r � r1 > 0 , t.y. r � r1 dalijasi i� b ir tada jr � r1j = r � r1 � jbj : Bet
tai prie�tarauja tam, kad r � r1 < jbj :
I¾rodyta.

1.5 Pavyzdµziai. 1) Kai a = 15; b = 4; tai 15 = 4 � 3 + 3 ir q = 3; r = 3:
2) Kai a = 15; b = �4; tai 15 = (�4) � (�3) + 3 ir q = �3; r = 3:
3) Kai a = �15; b = 4; tai (�15) = (4) � (�4) + 1 ir q = �4; r = 1:
4) Kai a = �15; b = �4; tai (�15) = (�4) � (4) + 1 ir q = �4; r = 1:

Dalybos su liekana algoritmas
Duota: a; b 2 N
Gauta: 0 < q = a div b; 0 < r = a mod b : a = bq + r
1. Q := 0; R := a
2. Jeigu R < b, tai q = Q; r = R

Jeigu R � b;tai 3.
3. R := R� b;Q := Q+ 1 ir 2.

1.6 Apibr·eµzimas.Tegu a; b 2 Z: Sveikasis skaiµcius d > 0 vadinamas skaiµciu¾
a ir b didµziausiu bendru dalikliu, jeigu

1. a
...d; b

...d:

2. Jeigu a
...c:b
...c; tai d

...c:

Didµziausio bendro daliklio µzymuo: d = BDD(a; b) = (a; b) :

1.7 Pastaba. (0; 0) = 0,(0; a) = jaj

1.8 Teorema. Su visais a; b 2 Z; a 6= 0; b 6= 0 egzistuoja tokie sveikieji
skaiµciai x0 ir y0; kad (a; b) = ax0 + by0:

I¾rodymas.Nagrin·ekime sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ aib ¾e M = fax+ byjx; y 2 Zg : �i
aib·e yra netu�µcia, nes a; b 2 M: Aib·eje M yra tiek teigiami, tiek neigiami
skaiµciai. Pagal Visi�ko sutvarkymo princip ¾a aib·es M teigiamu¾ skaiµciu¾ ( kai
k0 = 1)poaibyje galima rasti maµziausi ¾a skaiµciu¾ d = ax0 + by0: Parodysime,
kad skaiµcius d ir yra didµziausias bendras a ir b daliklis: d = (a; b) : Para�ykime
skaiµciu¾porai a ir d dalybos su liekana lygyb¾e:

a = dq + r; 0 � r < d:

Tada

0 � r = a� dq = a� (ax0 + by0) q = (1� x0q) a+ (�y0q) b 2M:

Bet d yra maµziausias teigiamas skaiµcius i�M; tod·el r = 0; t.y. a
...d: Pana�iai

galima parodyti, kad ir b
...d:

Tegu dabar yra toks sveikas c; kad a
...c ir b

...c: Tada
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d = a � x0| {z }
dalijasi i� c

+ b � y0| {z }
dalijasi i� c| {z }

dalijasi i� c

:

Pagal apibr·eµzim ¾a d = (a; b) :
I¾rodyta.

1.9 Pastaba. Nevienint·elis rei�kimas: 6 = (12;�30) = 12 � 3 + (�30) � 1 =
12 � (�2) + (�30) � (�1) :

1.10 Euklido algoritmas BDD skaiµciavimui. Turime skaiµcius a ir b; b 6=
0: Ra�ykime dalybos su liekana teorem ¾a tol kol i¾vyks dalyba be liekanos.
Jei a0 = a ir a1 = b; tai

a0 = a1q1 + a2 0 < a2 < ja1j
a1 = a2q2 + a3 0 < a3 < a2

� � � � � �
ak�2 = ak�1qk�1 + ak 0 < ak < ak�1

ak�1 = akqk

Dalyba be liekanos i¾vyks, nes sveikieji skaiµciai sudaro maµz·ejanµci ¾a sek ¾a ja1j >
a2 > a3 > � � � > ak�1 > ak > 0:
Tada BDD(a; b) = ak:

1.11 I�pl·estinis Euklido algoritmas BDD tiesinei i�rai�kai rasti.

a0 = a � 1 + b � 0
a1 = a � 0 + b � 1
a2 = a � x2 + b � y2
a3 = a � x3 + b � y3

� � �
ak = a � xk + b � yk

aj = aj�2 � aj�1qj�1 =
(a � xj�2 + b � yj�2)� (a � xj�1 + b � yj�1) qj�1 =
a (xj�2 � qj�1xj�1) + b (yj�2 � qj�1yj�1)

xj = xj�2 � qj�1xj�1
yj = yj�2 � qj�1yj�1

Euklido algoritmas
Duota: a; b 2 N:a � b
Gauta: d = BDD(a; b)
1. A := a;B := b
2. R := AmodB ir 3.
3. Jeigu R = 0; tai d = B

Jeigu R 6= 0; tai 4.
4. A := B;B := R ir 2.
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1.12 Apibr·eµzimas. Du skaiµciai a; b 2 Z vadinami tarpusavyje pirminiais,
jeigu (a; b) = 1:

1.13 Teorema. Skaiµciai a; b 2 Z yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik tada,
kada egzistuoja tokie x; y 2 Z; kad ax+ by = 1:

I¾rodymas. Teiginys i�kair·es i¾de�in¾e yra teisingas pagal 1.8 Teorem ¾a. Tegu
dabar ax+ by = 1 ir (a; b) = d: Tada

1 = a � x|{z}
dalijasi i� d

+ b � y|{z}
dalijasi i� d| {z }

dalijasi i� d

;

t,y. 1 dalijasi i�d ir tod·el d = 1:
I¾rodyta.

1.14 Teiginys(tarpusavyje pirminiu¾ skaiµciu¾ savyb·e). Tegu a1; :::; am
ir b1; :::; bn yra dvi tokios sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ sekos, kad (ai; bj) = 1 su visais
1 � i � m; 1 � j � n: Tada (a1 � � � am; b1 � � � bn) = 1:
Be i¾rodymo.

1.15 I�vados. (1) Jeigu a
b yra nesuprastinama trupmena , tai ir trupmena

an

bn yra nesuprastinama su visais natūraliaisiais n:
(2) Tegu c 2 Z ir n > 1: Tada n

p
c yra arba sveikasis skaiµcius, arba ira-

cionalusis skaiµcius.

1.16Teorema. Jeigu sveikas skaiµcius a dalijasi i�dvieju¾tarpusavyje pirminiu¾
skaiµciu¾m ir n, tai a dalijasi ir i� ju¾ sandaugos mn:

I¾rodymas. Skaiµcius a dalijasi i�m, tod·el a = m � b; b 2 Z:Skaiµciai m ir n
yra tarpusavyje pirminiai, tod·el pagal 1.13 Teorem ¾a mx+ ny = 1:
Tada

bmx|{z}
dalijasi i� n

+ bny|{z}
dalijasi i� n| {z }

dalijasi i� n

= b;

t.y. b dalijasi i�n ir b = n � c: Tada a = mn � c; t.y. a dalijasi i�mn:
I¾rodyta.

1.17 Apibr·eµzimas. Skaiµcius p 2 N; p > 1 vadinamas pirminiu skaiµciumi,
jeigu jis turi tik �iuos daliklius: �1;�p .

1.18 Teiginys. Bet kuris sveikasis skaiµcius, nelygus �1; dalijasi i� kurio
nors pirminio skaiµciaus.
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Be i¾rodymo.

1.19 Teorema( Euklidas). Yra be galo daug pirminiu¾ skaiµciu¾.

I¾rodymas. I¾rodysime prie�taros būdu. Sakykime, egzistuoja baigtinis
pirminiu¾ skaiµciu¾ kiekis: p1; p2; :::; pm: Skaiµcius n = p1p2 � � � pm + 1 dalijasi i�

pirminio, taigi egzistuoja toks i; 1 � i � m; kad n
...pi: Tada

1 = n|{z}
dalijasi i� pi

� p1p2 � � � pm| {z }
dalijasi i� pi| {z }

dalijasi i� pi

,

t.y. 1
...pi; o tai prie�tarauja pirminio skaiµciaus apibr·eµzimui( pi > 1):

I¾rodyta.

1.20 Pastabos. (1) Pasteb·esime, kad pirmieji pavidalo p1p2 � � � pm + 1
skaiµciai yra pirminiai: 2 + 1 = 3; 2 � 3 +1 = 7; 2 � 3 � 5 + 1 = 31; 2 � 3 � 5 � 7 + 1 =
211; 2�3�5�7�11+1 = 2311: Taµciau skai·cius 2�3�5�7�11�13+1 = 30031 = 59�509
yra sud·etinis.

(2) Tegu � (x)� pirminiu¾ skaiµciu¾ nedidesniu¾ nei x skaiµcius. I¾rodyta, kad
lim
x!1

�(x)
x
ln x

= 1:

Beto, kai x � 3; tai Axln x < � (x) <
Bx
ln x ; µcia A =

1
2 ; B = 2:

Kai x � 17; tai � (x) > x
ln x ; ir kai x > 1; tai � (x) < 1; 255506

x
ln x :

(3) Su visais pirminiais p skaiµcius Mp = 2
p � 1 vadinamas Merseno skaiµci-

umi. µZinoma, jeigu Mp yra pirminis, tai ir p yra pirminis. Atvirk�tinis teiginys
neteisingas, nes, pavyzdµziui, 211 � 1 = 23 � 89 . Didµziausias �iuo metu µzinomas
pirminis skaiµcius kaip tik ir yra Merseno skaiµcius M(47) = 257885161 � 1: Tai
17425170- µzenklis skaiµcius, rastas 2013 01 25.

1.21Teiginys( pirminiu¾skaiµciu¾savyb·e). Tegu a1; :::; am yra tokia sveiku¾ju¾
skaiµciu¾ seka, kad skaiµcius a1 � � � am dalijasi i� pirminio p: Tada egzistuoja toks
j; 1 � j � m; kad aj dalijasi i� p:
Be i¾rodymo.

1.22 Teiginys. Jeigu skaiµcius n dalijasi i�skirtingu¾pirminiu¾p1; :::; pr, tai n
dalijasi ir i� ju¾ sandaugos p1 � � � pr:

I¾rodymas. Teigini¾i¾rodysime kai r = 2: Jeigu n dalijasi i�p1; tai n = p1 �m:
Bet skaiµcius n = p1 �m dalijasi ir i� pirminio p2, tod·el pagal 1.21 Teigini¾ arba
p1; arba m dalijasi i�p2: Bet (p1; p2) = 1; tod·el m dalijasi i�p2, t.y. m = p2 � t
ir n = (p1 � p2) � t:
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I¾rodyta.

1.23 Pagrindin·e aritmetikos teorema. Su kiekvienu natūraliuoju n > 1
egzistuoja tokie pirminiai p1; p2; :::; ps (tarp ju¾ gali būti sutampanµciu¾), kad n =
p1 � p2 � � � � � ps:
Be i¾rodymo.
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