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Matematinés indukcijos metodas.

Tai vienas daznai naudojamas buidas teiginiams jrodinéti.

Nagrinékime sveikyjy skai¢iy aibe Z ir tvarkos sarysj < $ioje aibéje. .

Sakysime, kad @ < b, jei b —a > 0. Sis dviejy sveikyjy skaiciy sarysis
pasizymi savybémis:

i) a < a (refleksyvumas ) ;

i) (a <b)A(b<a) = a=">b (nesimetriskumas);

iii) (a < b) A (b < ¢) = (a < ¢) (tranzytivumas ) .

Tuo atveju, kai a < b ir a # b rasome a < b.

Aisku, kad bet kuriai sveikyjy skai¢iy porai a ir b teisinga arba (a < b), arba
(b < a). Todél sveikyjy skaiciy aibe Z vadina tiesiskai sutvarkyta aibe. Su $ia
tvarka suristi tam tikri principai. I§vardinkime kai kuriuos i8 jy.

0.1 Visisko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) sveikiesiems
skaiCiams. Tegu ko- sveikasis skaicius. Bet kuris netuscias sveikyjy skaiciy
> ko (< ko) poaibis turi maZiausiq(didsiausiq) elementq.

0.2 Visisko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) naturaliesiems
skaic¢iams. Bet kuris netuscias naturaliyjy skaiciy poaibis turi maZiausiq ele-
menta.

Nattraliuosius skaicius apibrézia G.Peano(1858-1932) aksiomy sistema. I3
Sios sistemos isplaukia taip pat ir

0.3 Matematinés indukcijos principas: tegu su kiekvienu n€ N turime
teiging T(n). Sakykime, kad Zinome budg teiginio T(l) , Vi, teisingumui nus-
tatyti, jeigu teisingi teiginiai T(k) su visais k<l ( tame tarpe teisingas T(1)
teiginys). Tada teisingas ir teiginys T (n)su visais n € N.

Irodymas.Irodysime priestaros metodu. Nagrinékime aibg

S = {s|s € N, teiginys T (s) neteisingas} C N.

Tegu S # 0. Tada egzituoja maziausias aibés S elementas sg., t.y. teiginys
T(so) neteisingas. Jeigu so = 1, tai priegtarauja indukeijos bazei, o jeigu so > 1,
tai visi teiginiai T'(s), s < sg , yra teisingi ir todél Zinome buda teiginio T'(s¢)
teisingumui nustatyti.

Priestaravimas jrodo matematinés indukcijos metoda.

Irodyta.



Dalumo su liekana teorema.
1.1 Apibrézimas. Tegu a ir b # 0 yra sveikieji skaiciai. Sakysime, kad a
dalijasi i3 b (be liekanos), jeigu egzistiuvoja toks sveikasis skaicius ¢, kad a = b-c.

Sakome, kad skaicius b yra o daliklis. Zymésime a:b.

1.2 Isvados. (1) Tegu a,b,c € Z ir aic, bic. Tada (a +b) :c.

(2) Tegu a,b,c € Z ir a:c. Tada ab:c.

(3) Tegu a € Z,a # 0. Tada O:a.

(4) Tegu a € Z. Tada a:1.

(5) Tegu a € Z, 1:a. Tada a = +1.

(6) Tegu a:b, b:a.Tada a = +b.

(7) Tegu a:b,a # 0. Tada |a| > |b] .

1.3 Visisko sutvarkymo principas. 7Tegu ko— sveikasis skaitius. Bet
kuris netuscias sveikyjy skaitiy ne maZesniy u: ko (> ko) poaibis turi maZi-

ausiq elementq. Bet kuris netudtias sveikyjy skaiciy ne didesniy uz ko (< ko)
poaibis turi didziausiq elementq.

1.4 Teorema(dalybos su liekana teorema). Tegu a ir b— sveikieji
skaiciai ir b £ 0. Tada egzistuoja vienintéliai sveikieji skaiciai q ir v su kuriais
teisinga lygybé a = bg +r, ¢ia 0 < r < |b|.

Irodymas. Nagrinékime sveikyjy skaiciy seka{a — k - bk € Z} :

.., a—2b,a—b,a,a+b,a+2b,....

Sioje sekoje yra tiek teigiami, tiek neigiami skaiciai. Pagal 1.3 Visisko
sutvarkymo principg neneigiamy ( kai kg = 0) sekos nariy posekyje galima rasti
maziausig skaic¢iy r = a — gb > 0. Tada

a=bg+rir0<r<|b.

Parodysime, kad taip parinktas r yra vienintétis. Tegu turime

a=bqg +71ir 0<ry <|b

ir r; < r. Tada yra teisinga 0 < r — ry; < |b| ir galioja lygybé

r—r1=(qg —q)b.

Is ¢ia turime:
arbar —ry =0, t.y. r =ry, tada ¢; = ¢ ir vienatinumas jrodytas;



arba r —ry >0, t.y. 7 —rp dalijasi i§ b ir tada |[r — 71| =7 —r; > |b]. Bet
tai priestarauja tam, kad r —ry < |b].
Irodyta.

1.5 Pavyzdziai. 1) Kaia =15,b=4,tai 15=4-34+3ir ¢ =3,r = 3.
2) Kai a = 15,b = —4, tall5—( )( 3)+3irg=-3,r=3.
3)Kaia=—15,b=4, tai (-15) = (4)- (-4)+1lirqg=—4,r=1.

4) Kai a = —15,b = —4, tal(— 5)=(—-4)- 4 +1lirg=—-4,r=1.

Dalybos su liekana algoritmas

Duota: a,be N
Gauta: 0<qg=adivb0<r=amodb:a=0bg+r
1. Q:=0,R:=a
2. Jeigu R < b, taiq=Q,r =R
Jeigu R > b,tai 3.
3. R:=R-0,Q:=Q+1ir 2.

1.6 Apibrézimas. Tegu a,b € Z. Sveikasis skaicius d > 0 vadinamas skaiciy
a ir b didZiausiu bendru dalikliu, jeigu

1. ad,bid.
2. Jeigu a:c.bie, tai dic.

Didziausio bendro daliklio 2ymuo: d = BDD(a,b) = (a,b).
1.7 Pastaba. (0,0) = 0,(0,a) = |a|

1.8 Teorema. Su wvisais a,b € Z,a # 0,b # 0 egzistuoja tokie sveikieji
skaitiai xqg ir yo, kad (a,b) = axg + byo.

Irodymas.Nagrinékime sveikyjy skaiciy aibe M = {ax + by|z,y € Z}. Si
aibé yra netuscia, nes a,b € M. Aibéje M yra tiek teigiami, tiek neigiami
skaiciai. Pagal Visigko sutvarkymo principa aibés M teigiamy skaic¢iy ( kai
ko = 1)poaibyje galima rasti maziausia skaiciy d = axg + byg. Parodysime,
kad skaicius d ir yra didziausias bendras a ir b daliklis: d = (a,b) . Paragykime
skai¢iy porai a ir d dalybos su liekana lygybe:

a=dqg+r0<r<d.
Tada
0<r=a—dg=a-—(azxo+byo)qg=(1—2x0q)a+ (—yoq)b e M.

Bet d yra maziausias teigiamas skaicius is M, todél r = 0, t.y. a'd. Panasiai
galima parodyti, kad ir b:d.
Tegu dabar yra toks sveikas ¢, kad a'c ir bic. Tada



d= a-xzg + b-yo

dalijasi i§ ¢ dalijasi i§ ¢

dalijasi i§ ¢

Pagal apibrézima d = (a,b).
Irodyta.

1.9 Pastaba. Nevienintélis reiskimas: 6 = (12,—-30) = 12-3+ (-30) -1 =
12 (=2) +(=30) - (—1).

1.10 Euklido algoritmas BDD skai¢iavimui. Turime skaicius a ir b, b #
0. Rasykime dalybos su liekana teorema tol kol jvyks dalyba be liekanos.
Jei ag = a ir a1 = b, tai

ap = a1q1 + as 0 <as < |ay]
a1 = asqs + as 0<az<as

ak—o = ap—1qk—1 +ar 0 <ap <ag—1
Q-1 = Agqk

Dalyba be lickanos jvyks, nes sveikieji skaic¢iai sudaro mazéjancia seka |aq| >
ag >ag > --->ap—1 > ax > 0.
Tada BDD(a,b) = ay.

1.11 Ispléstinis Euklido algoritmas BDD tiesinei iSraiskai rasti.

ap=a-1+b-0
ar=a-04+b-1
as=a-x2+b-ys
as=a-x3+b-ys

ap=a- - +b-yg
aj = aj—2 — Aj-14j—-1 =
(a T Tj—2 + b- yj_2) - (Cl cTj—-1 + b- yj—l) qji—1 =
a(@j—2 —qj—12j-1) + b(yj—2 — ¢j—1Yj-1)
Tj==2Tj—2—(qj—1T5j-1
Yj = Yj—2 — qj—1Yj—-1

Euklido algoritmas

Duota: a,b€ N.a>b

Gauta: d= BDD(a,b)

1. A:=a,B:=0

2. R := Amod B ir 3.

3. Jeigu R=0,taid =B
Jeigu R # 0, tai 4.

4. A:=B,B:=Rir 2.




1.12 Apibrézimas. Du skaitiai a,b € Z vadinami tarpusavyje pirminiais,
jeigu (a,b) = 1.

1.13 Teorema. Skaiciai a,b € Z yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik tada,
kada egzistuoja tokie x,y € Z, kad ax + by = 1.

Irodymas. Teiginys i$ kairés j desing yra teisingas pagal 1.8 Teorema. Tegu
dabar ax + by = 1 ir (a,b) = d. Tada

1= a2z + by ,

dalijasi is d  dalijasi is d

dalijasi is d

t,y. 1 dalijasi i§ d ir todél d = 1.

Irodyta.

1.14 Teiginys(tarpusavyje pirminiy skaiciy savybé). Tegu ai,...,am
ir bi,...,by, yra dvi tokios sveikyjy skaiciy sekos, kad (a;,b;) = 1 su visais
1<i<m,1<j<n. Tada (ay - am,by---by) =1.

Be jrodymo.

1.15 Isvados. (1) Jeigu % yra nesuprastinama trupmena , tai ir trupmena

yra nesuprastinama su visais natuiraliaisiais n.
(2) Tegu ¢ € Z ir n > 1. Tada {/c yra arba sveikasis skai¢ius, arba ira-

cionalusis skai¢ius.

n

a_
b7l

1.16 Teorema. Jeigu sveikas skaicius a dalijasi i§ dviejy tarpusavyje pirminiy
skaiciy m ir n, tai a dalijasi ir i8 jy sandaugos mn.

Irodymas. Skaicius a dalijasi i§ m, todél a = m - b,b € Z.Skai¢iai m ir n
yra tarpusavyje pirminiai, todél pagal 1.13 Teorema mx + ny = 1.
Tada
bmx + bny =0,

dalijasi i§ n dalijasi is n

dalijasi i§ n
t.y. b dalijasi i§ n ir b=n-c. Tada a = mn - ¢, t.y. a dalijasi i§ mn.

Irodyta.

1.17 Apibrézimas. Skaicius p € N,p > 1 vadinamas pirminiu skaiciums,
jeigu jis turi tik Siuos daliklius: +1,+p .

1.18 Teiginys. Bet kuris svetkasis skaicius, nelygus +1, dalijasi i§ kurio
nors pirminio skaiciaus.



Be jrodymo.
1.19 Teorema( Euklidas). Yra be galo daug pirminiy skaiciy.

Irodymas. Irodysime priestaros budu. Sakykime, egzistuoja baigtinis
pirminiy skaic¢iy kiekis: pi,pa, ..., pm. Skai¢ius n = pips - - py, + 1 dalijasi i

pirminio, taigi egzistuoja toks i,1 < i < m, kad n:p;. Tada

= n_ —pwp2-Pm,
dalijasi i8 pi  dalijasi is p;

dalijasi i§ p;

t.y. 1ip;, o tai priestarauja pirminio skai¢iaus apibrézimui( p; > 1).
Irodyta.

1.20 Pastabos. (1) Pastebésime, kad pirmieji pavidalo pips---pm, + 1
skaiciai yra pirminiai: 24+1=3,2-3 +1=7,2-3-54+1=31,2-3-5-74+1=
211,2-3-5-7-114+1 = 2311. Taciau skai¢ius 2-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59-509
yra sudeétinis.

(2) Tegu = (z) — pirminiy skai¢iy nedidesniy nei x skai¢ius. Irodyta, kad

. (T
lim % =1.
Tr—00 Inx

Beto, kai z > 3, tai A% < 7 (2) < 22, ¢ia A=1 B=2.

Y

Kai z > 17, tai 7 (2) > &, ir kai @ » 1, tai 7 (2) < 1, 255506 2 .

(3) Su visais pirminiais p skai¢ius M, = 2P — 1 vadinamas Merseno skaici-
umi. Zinoma, jeigu M, yra pirminis, tai ir p yra pirminis. Atvirkstinis teiginys
neteisingas, nes, pavyzdziui, 2'! — 1 = 23 - 89 . Didziausias §iuo metu zinomas
pirminis skai¢ius kaip tik ir yra Merseno skaicius M (47) = 257885161 _ 1 Taj

17425170- zenklis skaicius, rastas 2013 01 25.

1.21 Teiginys( pirminiy skai¢iy savybé). Tegu aq, ..., a, yra tokia sveikyjy
skaiciy seka, kad skaitius ay - - - ay, dalijasi i§ pirminio p. Tada egzistuoja toks
§,1 <3 <m, kad a; dalijasi i§ p.

Be jrodymo.

1.22 Teiginys. Jeigu skaicius n dalijasi i$ skirtingy pirminiy pq, ..., p,, tai n
dalijasi ir i§ jy sandaugos p1 - - - py.

Irodymas. Teiginj jrodysime kai r = 2. Jeigu n dalijasi i p1, tai n = p; -m.
Bet skaic¢ius n = p; - m dalijasi ir i§ pirminio po, todél pagal 1.21 Teiginj arba
p1, arba m dalijasi i§ pa. Bet (p1,p2) = 1, todél m dalijasi i8 po, t.y. m =pg -t
irn=(p1-p2)-t.



Irodyta.

1.23 Pagrindiné aritmetikos teorema. Su kiekvienu naturalivoju n > 1
egzistuoja tokie pirminiai p1,pa, ..., s (tarp ju gali bati sutampantiy), kad n =

PLp2 P
Be jrodymo.



