9. IDEALAI IR KUNAI

Issiaiskinsime, koks turéetu buti komutatyviojo ziedo R su vienetu ide-
alas I, kad faktorziedis R/I buty integralumo sritis arba ktnas.

7.21 apibrézimas. Tegu R yra komutatyvusis zZiedas su vienetu.

1. Elementas a € R dalijasi iS b € R, jeigu egzistuoja toks ¢ € R, kad
a=1b-c.

Elementas b vadinamas a dalikliu (rasoma b | a).

Vieneto dalikliai ziede yra elementai, turintys atvirkstinius.

2. Elementai a ir b vadinami asocijuotais elementais, jeigu egzistuoja
toks vieneto daliklis ¢, kad @ = €b.

3. Elementas ¢ vadinamas pirminiu ziedo R elementu jeigu, pirma,
jis néra vieneto daliklis, antra, visi elemento ¢ dalikliai yra arba vieneto
dalikliai, arba asocijuoti su ¢ elementai (i§ lygybés ¢ = df gauname, kad
d ir f arba vieneto dalikliai, arba asocijuoti su ¢; §ie dalikliai vadinami
trivialiais).

7.22 isvados. 1. a | a.

2.albble=alc

3.a|b b|a <= a asocijuotas su b.

4. Sarysis {(a,b) | @ asocijuotas su b} yra ekvivalentumo sarysis
ziede R .

5. Vieneto dalikliai ziede (R, +, -) sudaro multiplikacine grupe.

Siuos teiginius jrodyti paliekame skaitytojui.

7.23 apibrézimas. 1. Ziedo R idealas P # R vadinamas pirminiu,
jeiguisSa-b € P, a, b€ R isplaukia arbaa € P, arbab € P.

2. Ziedo R idealas M # R vadinamas maksimaliuoju, jeigu su visais
idealais I, tenkinanciais salyga M C 1, galioja arba I = M, arba I = R.

7.24 teiginys. Tegu R yra komutatyvusis Ziedas su vienetu.
1. Idealas M maksimalus tada ir tik tada, kai faktorziedis R/M yra
kunas.



2. Idealas P pirminis tada ir tik tada, kai faktorziedis R/P yra integ-
ralumo sritis.

3. Tegu R yra pagrindiniy idealy sritis. FaktorZiedis R/(a) yra kunas
tada ir tik tada, kai a — pirminis ziedo R elementas.

Irodymas. 1. Tegu M yra maksimalus idealas ir todél M # R; a +
M # 0+ M — nenulinis faktorziedzio R/M elementas, a ¢ M. Rasime
§lam elementui atvirkstini.

Aibé I ={a-r+m | r € R,m € M} yraziedo Ridealas (patikrinkite!).

Kadangi M C I, I # M, todél I = R. Taigi ziedo R vienetini
elementa galima isreiksti

l=a-r4+m, reR, meM.

Tada (a+ M) - (r+M)=ar+ M=(1-m)+ M =14+ M irr+ M yra
elemento a + M atvirkstinis.

Tegu R/M yra kunas ir [ toks ziedo idealas, kad M C I, I £ M. Jei
a€l,a¢ M, tai a+ M — nenulinis kuno R/M elementas, todél jis turi
atvirkstinif v+ M : (a+ M)(r+ M) =1+ M, ar+ M =1+ M. Kadangi

1= cérl—l— 7&1 I € 1, todél I = R. Taigi M yra maksimalus idealas.

2. Jeigu P yra pirminis idealas, tai R/P — komutatyvusis ziedas su
vienetu: 1 ¢ Pir 1+ P #0+ P.

(a+P)b+P)=04+P < ab+P=0+P < abe P < arba
a€ P arbabe P <— arbaa+P=0+PF, artbha b+ P =0+ P.

Taigi R neturi nulio dalikliy ir todeél yra integralumo sritis.

3. Tegu a € R. 1) Jeigu a yra elementas, turintis atvirkstini, tai
(a) = (1) = R. Tada R/(a) = {R} - aibé i§ vieno elemento — negali buti
kunu.

2) Jeigu a yra elementas, neturintis atvirkstinio, bet ir ne pirminis,
tai a turi netrivialy dalikli b (¢ = b - ¢, ¢ € R), issiskirianti savybémis:

(1) b # 0 (jeigu b = 0, tai a = b = 0 ir @ buty asocijuotas su b);

(i1) b ¢ (a) (jeigub € (a) = b=ar=bcr,re R=b(l—cr)=0,b#
0 = 1 = er(R—integralumo sritis) = c¢—elementas, turintis atvirkstinj =
a — asocijuotas su b = priestara).

Taigi (a) C (b) C R, (b) # (a), (b) # R, todél (a) néra maksimalus
idealas ir R/(a) néra kunas.

3) @ yra pirminis ir todél (a) # (1) = R.
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Tegu I yra toks ziedo R idealas, kad T D (a). Bet R — pagrindiniu
idealy sritis, todél 7 = (b), b € Rir (b) D (a), t.y. a € (b)ira=10b-r,
r € R. a yra pirminis elementas, todel b yra trivialus ¢ daliklis: jeigu b —
elementas, turintis atvirkstini, tai (b) = (1) = R; jeigu b yra asocijuotas
su elementu a, tai (b) = (a). Taigi (a¢) yra maksimalus ziedo R idealas ir

todel R/(a) — kunas.
A

7.25 pavyzdys. Sveikuju skaiciu ziedas Z yra pagrindiniu idealu
sritis. Vieneto dalikliai Zziede Z — tai 1, o pirminiai skai¢iai — tai pirminiai
ziedo Z elementai. Todél faktorziedis Z/(n) yra kunas tada ir tik tada, kai
n = p — pirminis skaicius; Z/(p) =GF(p).

7.26 pavyzdys. Tegu K yra kunas ir K[z] — polinomu Ziedas virs
kiuno K. Vieneto dalikliai polinomuy ziede K[z] — tai visi nenuliniai kuno
K elementai. Kitu vieneto dalikliu néra, nes is f1 - fo = 1, f1, f» € K[z],
gautume deg f1 +deg fo =01ir deg f1 =deg fo = 0.

Polinomai f ir g yra asocijuoti tik tada, kai f = ¢ - ¢ su kuriuo nors
kuno K elementu c.

Pirminiai ziedo KJ[z] elementai vadinami neredukuojamais polino-
mais. Neredukuojami polinomai polinomu Ziedo dalumo teorijoje vaidina
ta pat] vaidmeni kaip ir pirminiai skaic¢iai sveikuju skaiciu dalumo teorijoje.

Kiekvienas teigiamo laipsnio polinomas f(z) € K[z] virs kuno K gali
buti vienareiksmiskai isreikstas sandauga

f=appy® . .pym;

da: a € K, p1,pa,...,pn — skirtingi unitarieji neredukuojami polinomai;
aq,Qo,...,a, — naturalieji laipsnio rodikliai. Neredukuojamu polinomu
pavyzdziai:

1) 22 + 2 neredukuojamas virs R, bet redukuojamas virs C: z? +2 =
(o4 V) (o - iv);

2) #? — 2 neredukuojamas virs Q, bet redukuojamas virs R: z? — 2 =
(o + V) (s - V).

Neredukuojamu polinomu paieska — vienas 1§ pagrindiniu klausimu,
susijusiu su polinomuy ziedu K[z]. Zinome, kad polinomuy ziedas K[z] yra
pagrindiniy idealy sritis. Todél 7.24 teiginio 3 dalis polinomams skamba
taip:

Tegu f(x) € K[z]). Faktorziedis K[x]/(f(x)) yra kunas tada ir tik

tada, kai f — neredukuojamas virs kuno K polinomas.
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Istirsime faktorziedzio K[x]/(f(x)) struktura.
Tegu f(x) polinomas vir§ kuno K, 0 < n = deg f(x). Faktorziedis

K]/ f(a)) = {9(=) )) | 9(x) € K[a]}.

Tegu deg g(x) > n. Pritaike dalumo algoritma polinomu poral g( )
ir f(z), gausime g(z) = q(x) f(z) 4 7(x), deg r(x) < deg f(z) =

Kol f(a)

Aibe r(x) + ( (x )

Jeigu deg f(x) = 0, tai polinomas f yra vieneto daliklis (f(x) —ac
K) ir todel

)= 1{r@) + (£(x)) | r(z) € Kz], deg r(z) <n}.
)

) Zymésime [r(z)] arba tiesiog [r(x)].

K[x]/(f = K[ /A _{K[aj]}:{[O]}.

Tegu deg f(x) > 1. T kuna K galima ziuréti kaip i ziedo K[x]/(f(x))
pokuni: K C K[x]/(f(x))’ kuriame, jei a,b € K, tal

[a]f@) = lfe) = a—0b dalijasiis f(z) <= a—b=0 <= a=0b.

Taigi funkcija f: K — K[x]/(f(x))’ f(a) = [a], yra injekcija.
Tegu [2]7(r) = a. Bet kurj elementa is K[x]/(f(x)) galima uzrasyti

[@n_12" 7'+ ap_02" 2+ ..+ a1z + ag]
= fanea] ] fonma] [ - o]+ ]
= dap_1[2]" T apoa[e]" T+ ag[x] +ag

-1 -2
=dap_10" "+ ap_2a" "+ ... F+aja+ag.

Taigi faktorziedzio K[x]/(f(x)) elementai yra K-tiesinés elementu 1, o,

a?, ..., o™ ! kombinacijos ir todél §iuos elementus patogu jsivaizduoti kaip
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polinomu i§ K [«] reiksmes o = [#] (5 (kai f(@) = 0, nes f(a) = [f(#)]} o)
= [0]))-

7.27 pavyzdys. 1. Tegu K yra kunas, o f(z) = ax + b, a,b € K,
a # 0. Elementas = —ba~! yra polinomo f saknis, todél

K[x]/(ax_i_b):{c—l—alx—l—...—l—anx" | ax +b=10}
= {c—i—al(—ba_l)—i—...—I—an(—ba_l)" | c,a1,...,an € K, n EN} K.

2. Tegu K = 7Z yra sveikuju skaiciy ziedas, o f(x) = 10z — 1. Fak-
torziedis

Z[x]/(lox—l) ={ao+aiz+...+a,2" | 10z —1=0}

:{a0+a1x+...+anx"|10x:1}
:{ao—l—alx—i—...—i—anx"|0<ai<10,

1
1<z<naOEZnENJ;_,,E“
A — + — — | 0< a; < 10,
{0+ +102+ +10n| S i<
aOEZ,nEN}

— baigtiniu desimtainiu trupmenu ziedas. Pastebésime, kad Siuo atveju
Z[a:]/(lox —1 néra izomorfiskas Z.

7.28 pavyzdys. Polinomas f(z) = 22 4+ 1 yra neredukuojamas poli-
nomas vir§ R. Zinome, kad

]R[a:]/(xz +1)= {a+b[z](peg1) | a,b € R}

Pazymeékime [z](;241) = 7. Tada

= [2* + 1](x2+1) — [Nz = -1
Veiksmai siame kune turi Sias savybes:
1) (a+ib)+ (c+id) = (a+¢) + i(b+ d).
2) (a+1b) - (¢ +id) = ac +i(ad + be) + i?bd = (ac — bd) + i(ad + be).
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3) Jeigu a + ib # 0, tai

a—1b .(a—I—ib)(a—ib).

b)~1 = :
(Cl+l) a2_|_b2 a2+b2

Kunas R[a:]/(xz +1) izomorfiskas kompleksiniu skaic¢iu kunui: izomor-

fizmas

iz :R[x]/(xz +1) C, iz(a+b[]w241)) =a+ib, abeR.

Pastebeésime, jei kunas K yra baigtinis, o m — jo elementu skaicius, tai
elementuy skaicius faktorziedyje K[x]/(f(x)) yra lygus m”; éia n = deg f.

7.29 pavyzdziai. 1. Tegu K = GF(2), o f(#) = # + 1. Elementy
skaicius faktorziedyje GF(Q)[x]/(x—I— 1) yra 21 = 9: GF(?)[x]/(x+ 1)

{[0], (1]} » GF(2).

2. Tegu K = GF(3),0 f(r) =22 + 1.

Elementu skaicius faktorziede GF(3)[1‘]/(1,2 1) yra 32=9ir

GF(3)[1‘]/(l,2 r1)= {[0], [1],[2], [2], [z + 1], [« + 2], [2«], [22 + 1], [22 +
2]} = {[ab] | [ab] = [ax + b],a,b=0,1,2}.

Veiksmu lentelés komutatyviame faktorziedyje GF(3)[1‘]/(1,2 1) yra
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Is daugybos lentelés matome, kad faktorziedyje GF(3)[1‘]/(1,2 +1) né-

ra nulio dalikliuy, todél baigtiné integralumo sritis GF(3)[$]/(1,2 4 1) yra

z? 4+ 1 neredukuojamas virs GF(3).

ktunas ir polinomas f(x)

22+ 1.

Elementu skaicius faktorziedyje GF(Q)[x]/(l,z 1) yra 22 — 4 ir

GF@)e)[z2 4 1) = {101, [, [e], [+ 1}

3. Tegu K = GF(2), 0 f(x)

Veiksmu lentelés Siame ziede yra
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Matome, kad faktorziedis GF(Q)[x]/(xz 1) néra kunas, nes jame yra

nulio daliklis [z 4+ 1][z 4+ 1] = [0]. Taigi polinomas z? 4+ 1 néra neredukuo-
jamas. I8 tikruju #? + 1 = (z 4+ 1)? virs GF(2).

Daugybos lentelé faktorziedyje K[x]/(f(x))’ ¢ia K — baigtinis kunas,
leidzia spresti, redukuojamas ar neredukuojamas polinomas f(z). Tiesa,
§is budas néra patogiausias.

7.30 apibrézimas. Tegu K yra kunas, o f(x) € K[z]. Kuno ele-
mentas a € K vadinamas polinomo f(z) Saknimi, jeigu f(a) = 0.

Polinomo f(x) saknies a kartotinumu vadinsime tokj naturalyjj skaic¢iy
k, kad f(z) dalijasi is (x — a)*, bet nesidalija is (x — a)**1.

Pagrindinés polinomo Saknu savybeés:

1. @ € K yra polinomo f(z) € K[x] 8aknis tada ir tik tada, kai f(x)
dalijasi 1§ © — a.

2. Tegu ay, aa, ..., am € K —skirtingos polinomo f(z) € K[z] Saknys,
kuriy kartotinumai atitinkamai lygus k1, ks, ..., kn. Tada f(x) dalijasi is
(x —ay)fr(z —az)k2 .. (x—am)*m ir todél ky + ko + ...+ ky, < deg f(2).

3. Polinomo f(x) € K[z] Saknis a yra kartotiné tada ir tik tada, kai
a yra taip pat polinomo f(z) idvestinés f/(x) saknis.

7.31 teiginys. Tegu K yra kunas, o f(x) € K[x].

1. Pirmojo laipsnio polinomai neredukuojami virs K ir turi po viena
paprastaja Saknj.



2. Tegu deg f(x) = 2 arba 3; f(x) neredukuojamas vir§ K tada ir tik
tada, kal f(x) neturi sakny kune K.

3. Tegu deg f(x) > 4. Ne visada polinomas f(x), neturintis akny
vir§ K, yra neredukuojamas.

Irodymas. 1 yra apibrézimu isvada.

2. Neredukuojamas polinomas f(z) neturi 8akny kune K (7r. 7.30 1
savybe).

Jeigu f(x) neturi saknu, o f(x) redukuojamas virs K, tai f(z) =
g(z)h(x); &a min(deg g(z), deg h(x)) = 1. Tegu deg g(x) = 1. Tada
g(z) = ar +b,a,b € K, a # 0 ir g(x) saknis yra elementas —ba~'. Sis
elementas yra ir f(x) Saknis. Priestara jrodo teiginj.

3. Tegu K = GF(2), polinomas f(z) = (2> + 2 +1)(2? 4+ z + 1) neturi
gakny kune GF(2), bet yra redukuojamas.
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7.32 pavyzdys. Pasinaudoje 7.31 teiginio 1 ir 2 dalimis, nesunkiai
sudarysime pirmojo, antrojo ir treciojo laipsnio neredukuojamu polinomu
vir§ kuny 18 2 ir 3 elementy lenteles:

f(x) = ax® + b’ 4+ cx + d

GF(2) GF(3)

a b ¢ d

a b ¢ d a b c d 10 2 1
00 1 0 102 2

88}? 00 1 1 110 2
0111 00 1 2 11 1 2
o011 01 0 1 11 2 1
Lol 01 1 2 1 2 0 1
01 2 2 1 2 1 1

12 2 1
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