
9. IDEALAI IR K�UNAI

I�ssiai�skinsime, koks tur_etù b�uti komutatyviojo �ziedo R su vienetu ide-
alas I, kad faktor�ziedis R

�
I b�utù integralumo sritis arba k�unas.

7.21 apibr_e�zimas. Tegu R yra komutatyvusis �ziedas su vienetu.
1. Elementas a 2 R dalijasi i�s b 2 R, jeigu egzistuoja toks c 2 R, kad

a = b � c.
Elementas b vadinamas a dalikliu (ra�soma b j a).
Vieneto dalikliai �ziede yra elementai, turintys atvirk�stinius.

2. Elementai a ir b vadinami asocijuotais elementais, jeigu egzistuoja
toks vieneto daliklis ", kad a = "b.

3. Elementas c vadinamas pirminiu �ziedo R elementu jeigu, pirma,
jis n_era vieneto daliklis, antra, visi elemento c dalikliai yra arba vieneto
dalikliai, arba asocijuoti su c elementai (i�s lygyb_es c = df gauname, kad
d ir f arba vieneto dalikliai, arba asocijuoti su c; �sie dalikliai vadinami
trivialiais).

7.22 i�svados. 1. a j a.
2. a j b, b j c) a j c.
3. a j b, b j a () a asocijuotas su b.
4. Sàry�sis f(a; b) j a asocijuotas su bg yra ekvivalentumo sàry�sis

�ziede R .
5. Vieneto dalikliai �ziede (R;+; �) sudaro multiplikacinè grupè.
�Siuos teiginius ìrodyti paliekame skaitytojui.

7.23 apibr_e�zimas. 1. �Ziedo R idealas P 6= R vadinamas pirminiu,
jeigu i�s a � b 2 P , a; b 2 R i�splaukia arba a 2 P , arba b 2 P .

2. �Ziedo R idealas M 6= R vadinamas maksimaliuoju, jeigu su visais
idealais I, tenkinan�ciais sàlygà M � I, galioja arba I = M , arba I = R.

7.24 teiginys. Tegu R yra komutatyvusis �ziedas su vienetu.
1. Idealas M maksimalus tada ir tik tada, kai faktor�ziedis R

�
M yra

k�unas.
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2. Idealas P pirminis tada ir tik tada, kai faktor�ziedis R
�
P yra integ-

ralumo sritis.
3. Tegu R yra pagrindiniù idealù sritis. Faktor�ziedis R

�
(a) yra k�unas

tada ir tik tada, kai a { pirminis �ziedo R elementas.

Ìrodymas. 1. Tegu M yra maksimalus idealas ir tod_el M 6= R; a +
M 6= 0 + M { nenulinis faktor�zied�zio R

�
M elementas, a =2 M . Rasime

�siam elementui atvirk�stinì.
Aib_e I = fa�r+m j r 2 R;m 2Mg yra �ziedo R idealas (patikrinkite!).
Kadangi M � I, I 6= M , tod_el I = R. Taigi �ziedo R vienetinì

elementà galima i�sreik�sti

1 = a � r +m; r 2 R; m 2M:

Tada (a +M ) � (r +M ) = ar +M = (1 �m) +M = 1 +M ir r +M yra
elemento a +M atvirk�stinis.

Tegu R
�
M yra k�unas ir I toks �ziedo idealas, kad M � I, I 6= M . Jei

a 2 I, a =2 M , tai a +M { nenulinis k�uno R
�
M elementas, tod_el jis turi

atvirk�stinì r+M : (a+M )(r+M ) = 1+M , ar+M = 1+M . Kadangi
1 = ar2 I

+m2 I
2 I, tod_el I = R. Taigi M yra maksimalus idealas.

2. Jeigu P yra pirminis idealas, tai R
�
P { komutatyvusis �ziedas su

vienetu: 1 =2 P ir 1 + P 6= 0 + P .

(a+ P )(b+ P ) = 0 + P () ab+ P = 0 + P () ab 2 P () arba

a 2 P; arba b 2 P () arba a+ P = 0 + P; arba b+ P = 0 + P:

Taigi R neturi nulio dalikliù ir tod_el yra integralumo sritis.
3. Tegu a 2 R. 1) Jeigu a yra elementas, turintis atvirk�stinì, tai

(a) = (1) = R. Tada R
�
(a) = fRg { aib_e i�s vieno elemento { negali b�uti

k�unu.
2) Jeigu a yra elementas, neturintis atvirk�stinio, bet ir ne pirminis,

tai a turi netrivialù daliklì b (a = b � c; c 2 R), i�ssiskiriantì savyb_emis:
(i) b 6= 0 (jeigu b = 0, tai a = b = 0 ir a b�utù asocijuotas su b);
(ii) b =2 (a) (jeigu b 2 (a)) b = a�r = b�c�r; r 2 R) b(1�cr) = 0; b 6=

0) 1 = cr(R�integralumo sritis)) c�elementas, turintis atvirk�stinì)
a� asocijuotas su b) prie�stara).

Taigi (a) � (b) � R, (b) 6= (a), (b) 6= R, tod_el (a) n_era maksimalus
idealas ir R

�
(a) n_era k�unas.

3) a yra pirminis ir tod_el (a) 6= (1) = R.
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Tegu I yra toks �ziedo R idealas, kad I � (a). Bet R { pagrindiniù
idealù sritis, tod_el I = (b), b 2 R ir (b) � (a), t.y. a 2 (b) ir a = b � r,
r 2 R. a yra pirminis elementas, tod_el b yra trivialus a daliklis: jeigu b {
elementas, turintis atvirk�stinì, tai (b) = (1) = R; jeigu b yra asocijuotas
su elementu a, tai (b) = (a). Taigi (a) yra maksimalus �ziedo R idealas ir
tod_el R

�
(a) { k�unas.

4
7.25 pavyzdys. Sveikùjù skai�ciù �ziedas Zyra pagrindiniù idealù

sritis. Vieneto dalikliai �ziedeZ{ tai �1, o pirminiai skai�ciai { tai pirminiai
�ziedoZelementai. Tod_el faktor�ziedisZ

�
(n) yra k�unas tada ir tik tada, kai

n = p { pirminis skai�cius;Z
�
(p) = GF (p).

7.26 pavyzdys. Tegu K yra k�unas ir K[x] { polinomù �ziedas vir�s
k�uno K. Vieneto dalikliai polinomù �ziede K[x] { tai visi nenuliniai k�uno
K elementai. Kitù vieneto dalikliù n_era, nes i�s f1 � f2 = 1, f1; f2 2 K[x],
gautume deg f1 + deg f2 = 0 ir deg f1 = deg f2 = 0.

Polinomai f ir g yra asocijuoti tik tada, kai f = c � g su kuriuo nors
k�uno K elementu c.

Pirminiai �ziedo K[x] elementai vadinami neredukuojamais polino-
mais. Neredukuojami polinomai polinomù �ziedo dalumo teorijoje vaidina
tà patì vaidmenì kaip ir pirminiai skai�ciai sveikùjù skai�ciù dalumo teorijoje.

Kiekvienas teigiamo laipsnio polinomas f(x) 2 K[x] vir�s k�uno K gali
b�uti vienareik�smi�skai i�sreik�stas sandauga

f = a p�11 p�22 : : : p�nn ;

�cia: a 2 K, p1; p2; : : : ; pn { skirtingi unitarieji neredukuojami polinomai;
�1; �2; : : : ; �n { nat�uralieji laipsnio rodikliai. Neredukuojamù polinomù
pavyzd�ziai:

1) x2 + 2 neredukuojamas vir�s R, bet redukuojamas vir�s C : x2+ 2 =�
x+ i

p
2
��
x� i

p
2
�
;

2) x2� 2 neredukuojamas vir�s Q, bet redukuojamas vir�s R: x2� 2 =�
x+

p
2
��
x�p2�.

Neredukuojamù polinomù paie�ska { vienas i�s pagrindiniù klausimù,
susijusiù su polinomù �ziedu K[x]. �Zinome, kad polinomù �ziedas K[x] yra
pagrindiniù idealù sritis. Tod_el 7.24 teiginio 3 dalis polinomams skamba
taip:

Tegu f(x) 2 K[x]. Faktor�ziedis K[x]
�
(f(x)) yra k�unas tada ir tik

tada, kai f { neredukuojamas vir�s k�uno K polinomas.
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I�stirsime faktor�zied�zio K[x]
�
(f(x)) strukt�urà.

Tegu f(x) polinomas vir�s k�uno K, 0 6 n = deg f(x). Faktor�ziedis

K[x]
�
(f(x)) =

�
g(x) + (f(x)) j g(x) 2 K[x]

	
:

Tegu deg g(x) > n. Pritaikè dalumo algoritmà polinomù porai g(x)
ir f(x), gausime g(x) = q(x) f(x) + r(x), deg r(x) < deg f(x) = n.

g(x) +
�
f(x)

�
= q(x)f(x)

2 �
f(x)

�+r(x) +
�
f(x)

�
= r(x) +

�
f(x)

�

ir
K[x]

�
(f(x)) =

�
r(x) +

�
f(x)

� j r(x) 2 K[x]; deg r(x) < n
	
:

Aibè r(x) +
�
f(x)

�
�zym_esime

�
r(x)

�
f(x)

, arba tiesiog
�
r(x)

�
.

Jeigu deg f(x) = 0, tai polinomas f yra vieneto daliklis
�
f(x) = a 2

K
�
ir tod_el

K[x]
�
(f(x)) = K[x]

�
K[x] =

�
K[x]

	
=
�
[0]

	
:

Tegu deg f(x) > 1. Ì k�unà K galima �zi�ur_eti kaip ì �ziedo K[x]
�
(f(x))

pok�unì: K � K[x]
�
(f(x)), kuriame, jei a; b 2 K, tai

[a]f(x) = [b]f(x) () a�b dalijasi i�s f(x) () a�b = 0 () a = b:

Taigi funkcija f : K ! K[x]
�
(f(x)), f(a) = [a], yra injekcija.

Tegu [x]f(x) = �. Bet kurì elementà i�s K[x]
�
(f(x)) galima u�zra�syti

�
an�1x

n�1 + an�2x
n�2 + : : :+ a1x+ a0

�

=
�
an�1

��
xn�1

�
+
�
an�2

��
xn�2

�
+ : : :+

�
a1
�
[x] +

�
a0
�

= an�1[x]
n�1+ an�2[x]

n�2+ : : :+ a1[x] + a0

= an�1�
n�1 + an�2�

n�2 + : : :+ a1�+ a0:

Taigi faktor�zied�zioK[x]
�
(f(x)) elementai yraK-tiesin_es elementù 1; �;

�2; : : : ; �n�1 kombinacijos ir tod_el �siuos elementus patogu ìsivaizduoti kaip
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polinomù i�s K[x] reik�smes � = [x]f(x) (kai f(�) = 0, nes f(�) =
�
f(x)]f(x)

= [0]f(x)).

7.27 pavyzdys. 1. Tegu K yra k�unas, o f(x) = ax + b, a; b 2 K,
a 6= 0. Elementas x = �ba�1 yra polinomo f �saknis, tod_el

K[x]
�
(ax+ b) =

�
c+ a1x+ : : :+ anx

n j ax+ b = 0
	

=
�
c+ a1(�ba�1) + : : :+ an(�ba�1)n j c; a1; : : : ; an 2 K; n 2 N

	 � K:

2. Tegu K = Zyra sveikùjù skai�ciù �ziedas, o f(x) = 10x � 1. Fak-
tor�ziedis

Z[x]
�
(10x� 1) =

�
a0 + a1x+ : : :+ anx

n j 10x� 1 = 0
	

=
�
a0 + a1x+ : : :+ anx

n j 10x = 1
	

=
�
a0 + a1x+ : : :+ anx

n j 0 6 ai < 10;

1 6 i 6 n; a0 2Z; n 2 N; x =;;
1

10
\
	

�
n
a0 +

a1
10

+
a2
102

+ : : :+
an
10n

j 0 6 ai < 10;

a0 2Z; n 2 N
o

{ baigtiniù de�simtainiù trupmenù �ziedas. Pasteb_esime, kad �siuo atveju
Z[x]

�
(10x� 1) n_era izomor��skasZ.

7.28 pavyzdys. Polinomas f(x) = x2 + 1 yra neredukuojamas poli-
nomas vir�s R. �Zinome, kad

R[x]
�
(x2 + 1) =

�
a + b[x](x2+1) j a; b 2 R

	
:

Pa�zym_ekime [x](x2+1) = i. Tada

i2 = [x]2(x2+1) = [x2](x2+1) =
�
x2 + 1� 1

�
(x2+1)

=
�
x2 + 1

�
(x2+1)

� [1](x2+1) = �1:

Veiksmai �siame k�une turi �sias savybes:
1) (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d).
2) (a+ ib) � (c+ id) = ac+ i(ad+ bc) + i2bd = (ac� bd) + i(ad+ bc).
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3) Jeigu a+ ib 6= 0, tai

(a+ ib)�1 =
a� ib

a2 + b2
:
(a + ib)(a � ib)

a2 + b2
:

K�unas R[x]
�
(x2 + 1) izomor��skas kompleksiniù skai�ciù k�unui: izomor-

�zmas

iz : R[x]
�
(x2 + 1)! C ; iz

�
a+ b[x](x2+1)

�
= a+ ib; a; b 2 R:

Pasteb_esime, jei k�unas K yra baigtinis, om { jo elementù skai�cius, tai
elementù skai�cius faktor�ziedyje K[x]

�
(f(x)) yra lygus mn; �cia n = deg f .

7.29 pavyzd�ziai. 1. Tegu K = GF (2), o f(x) = x + 1. Elementù
skai�cius faktor�ziedyje GF (2)[x]

�
(x+ 1) yra 21 = 2: GF (2)[x]

�
(x+ 1) =�

[0]; [1]
	� GF (2).

2. Tegu K = GF (3), o f(x) = x2 + 1.

Elementù skai�cius faktor�ziede GF (3)[x]
�
(x2 + 1) yra 32 = 9 ir

GF (3)[x]
�
(x2 + 1) =

�
[0]; [1]; [2]; [x]; [x+1]; [x+2]; [2x]; [2x+1]; [2x+

2]
	
= f[ab] j [ab] = [ax+ b]; a; b = 0; 1; 2g.

Veiksmù lentel_es komutatyviame faktor�ziedyje GF (3)[x]
�
(x2 + 1) yra
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+ [00] [01] [02] [10] [11] [12] [20] [21] [22]

[00] [00] [01] [02] [10] [11] [12] [20] [21] [22]

[01] [01] [02] [00] [11] [12] [10] [21] [22] [20]

[02] [02] [00] [01] [12] [10] [11] [22] [20] [21]

[10] [10] [11] [12] [20] [21] [22] [00] [01] [02]

[11] [11] [12] [10] [21] [22] [20] [01] [02] [00]

[12] [12] [10] [11] [22] [20] [21] [02] [00] [01]

[20] [20] [21] [22] [00] [01] [02] [10] [11] [12]

[21] [21] [22] [20] [01] [02] [00] [11] [12] [10]

[22] [22] [20] [21] [02] [00] [01] [12] [10] [11]

� [00] [01] [02] [10] [11] [12] [20] [21] [22]

[00] [00] [00] [00] [00] [00] [00] [00] [00] [00]

[01] [00] [01] [02] [10] [11] [12] [20] [21] [22]

[02] [00] [02] [01] [20] [22] [21] [10] [12] [11]

[10] [00] [10] [20] [02] [12] [22] [01] [11] [21]

[11] [00] [11] [22] [12] [20] [01] [21] [02] [10]

[12] [00] [12] [21] [22] [01] [10] [11] [20] [02]

[20] [00] [20] [10] [01] [21] [11] [02] [22] [12]

[21] [00] [21] [12] [11] [02] [20] [22] [10] [01]

[22] [00] [22] [11] [21] [10] [02] [12] [01] [20]

I�s daugybos lentel_es matome, kad faktor�ziedyje GF (3)[x]
�
(x2 + 1) n_e-

ra nulio dalikliù, tod_el baigtin_e integralumo sritis GF (3)[x]
�
(x2 + 1) yra

k�unas ir polinomas f(x) = x2 + 1 neredukuojamas vir�s GF (3).

3. Tegu K = GF (2), o f(x) = x2 + 1.

Elementù skai�cius faktor�ziedyje GF (2)[x]
�
(x2 + 1) yra 22 = 4 ir

GF (2)[x]
�
(x2 + 1) =

�
[0]; [1]; [x]; [x+ 1]

	
.

Veiksmù lentel_es �siame �ziede yra
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+ [0] [1] [x] [x+ 1]

[0] [0] [1] [x] [x+ 1]

[1] [1] [0] [x+ 1] [x]

[x] [x] [x+ 1] [0] [1]

[x+ 1] [x+ 1] [x] [1] [0]

� [0] [1] [x] [x+ 1]

[0] [0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] [x] [x+ 1]

[x] [0] [x] [1] [x+ 1]

[x+ 1] [0] [x+ 1] [x+ 1] [0]

Matome, kad faktor�ziedis GF (2)[x]
�
(x2 + 1) n_era k�unas, nes jame yra

nulio daliklis [x+ 1][x+ 1] = [0]. Taigi polinomas x2 + 1 n_era neredukuo-
jamas. I�s tikrùjù x2 + 1 = (x+ 1)2 vir�s GF (2).

Daugybos lentel_e faktor�ziedyje K[x]
�
(f(x)), �cia K { baigtinis k�unas,

leid�zia sprèsti, redukuojamas ar neredukuojamas polinomas f(x). Tiesa,
�sis b�udas n_era patogiausias.

7.30 apibr_e�zimas. Tegu K yra k�unas, o f(x) 2 K[x]. K�uno ele-
mentas a 2 K vadinamas polinomo f(x) �saknimi, jeigu f(a) = 0.

Polinomo f(x) �saknies a kartotinumuvadinsime tokì nat�uralùjì skai�ciù
k, kad f(x) dalijasi i�s (x� a)k, bet nesidalija i�s (x� a)k+1.

Pagrindin_es polinomo �saknù savyb_es:
1. a 2 K yra polinomo f(x) 2 K[x] �saknis tada ir tik tada, kai f(x)

dalijasi i�s x� a.
2. Tegu a1; a2; : : : ; am 2 K { skirtingos polinomo f(x) 2 K[x] �saknys,

kuriù kartotinumai atitinkamai lyg�us k1; k2; : : : ; km. Tada f(x) dalijasi i�s
(x� a1)k1(x� a2)k2 : : : (x� am)km ir tod_el k1+ k2+ : : :+ km 6 deg f(x).

3. Polinomo f(x) 2 K[x] �saknis a yra kartotin_e tada ir tik tada, kai
a yra taip pat polinomo f(x) i�svestin_es f 0(x) �saknis.

7.31 teiginys. Tegu K yra k�unas, o f(x) 2 K[x].
1. Pirmojo laipsnio polinomai neredukuojami vir�s K ir turi po vienà

paprastàjà �saknì.
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2. Tegu deg f(x) = 2 arba 3; f(x) neredukuojamas vir�s K tada ir tik
tada, kai f(x) neturi �saknù k�une K.

3. Tegu deg f(x) > 4. Ne visada polinomas f(x), neturintis �saknù
vir�s K, yra neredukuojamas.

Ìrodymas. 1 yra apibr_e�zimù i�svada.

2. Neredukuojamas polinomas f(x) neturi �saknù k�une K (�zr. 7.30 1
savybè).

Jeigu f(x) neturi �saknù, o f(x) redukuojamas vir�s K, tai f(x) =
g(x)h(x); �cia min

�
deg g(x); deg h(x)

�
= 1. Tegu deg g(x) = 1. Tada

g(x) = ax + b, a; b 2 K, a 6= 0 ir g(x) �saknis yra elementas �ba�1. �Sis
elementas yra ir f(x) �saknis. Prie�stara ìrodo teiginì.

3. Tegu K = GF (2), polinomas f(x) = (x2+x+1)(x2+x+1) neturi
�saknù k�une GF (2), bet yra redukuojamas.

4
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7.32 pavyzdys. Pasinaudojè 7.31 teiginio 1 ir 2 dalimis, nesunkiai
sudarysime pirmojo, antrojo ir tre�ciojo laipsnio neredukuojamù polinomù
vir�s k�unù i�s 2 ir 3 elementù lenteles:

f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

GF (2) GF (3)

a b c d

0 0 1 0
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

a b c d

0 0 1 0
0 0 1 1
0 0 1 2
0 1 0 1
0 1 1 2
0 1 2 2

a b c d

1 0 2 1
1 0 2 2
1 1 0 2
1 1 1 2
1 1 2 1
1 2 0 1
1 2 1 1
1 2 2 1
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