7. ZIEDO Z, VIENETU GRUPE

6.7 pastabos. Zinome (ir. 6.5 pavyzdi, 1), kad U(Z) = ({=1,1},")
yra 2-osios eilés cikliné grupe.

Jeigu K - kunas, tai grupé U(K) = K — {0} = K* yra vadinama
multiplikacine kuno K grupe.

Atskirai panagrinékime likiniu klasiu zieda Z,, ir §io ziedo elementu,
turin¢iy atvirkstinius elementus, grupe U(Zy) = U,.

I§ 6.3 pavyzdziu zinome, kad ne visiems n nenuliniai ziedo Z, ele-
mentai turi atvirkstinius. Pavyzd#iui, ziede Zg elementai 2, 4, 6 neturi
atvirkstiniu, o elementai 1, 3, 5, 7 turi atvirkstinius. Priezastis ta, kad
skaiciai 1, 3, 5, 7 yra tarpusavyje pirminiai skai¢iui 8, o skaiciai 2, 4, 6 —
ne.

6.8 teiginys. 1. U, = {@ | DBD (a,n) = 1}.

2. |Uy| = #(n), kai ¢ — Oilerio funkcija.

Irodymas. 1. Jeigu @ € U,, tai egzistuoja toks b € U,,, kad @b = T,
ty.a-b=1(modn) <= a-b=14n-kk€Z, a-b+n(—k) =1

Jeigu butu DBD(a, n) = d > 1, tai egzistuotu tokie c ir m, kad a = de,
n =dm ir d(cb + m(—k)) =1, t.y. 1 turétu dalytis i§ d > 1. Si priestara
ir rodo, kad DBD (a,n) = 1.

Priesingai, jeigu DBD (a,n) = 1, tai atvirkstiniu Euklido! algoritmu
galima rasti tokius skaicius b ir k, kad

a-b+n-k=1,
a-b=1—n-k,
a-b=1(modn),
a-b=1 irael,.
2. Trodymas igplaukia i§ Oilerio funkcijos apibrézimo (7r. 2.17 pavyz-

di).

! Bukdewdng, 11T a. pr. Kr., — senovés graiku matematikas.
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A

Remiantis paskutiniu teiginiu irodomi zymiujuy teoremuy analogai gru-
pel Uy,.

6.9 Oilerio—Ferma teorema. Jeigu @ € U,, tai a*™) =T,

Isvada. Jeigu @ € U,, tai a~* = (@)?(")~1

6.10 Mazoji Ferma teorema. Jeigu p yra pirminis skaicius, tai
visiems @ € Up, a1 =1.

Isvada. Jeigu p yra pirminis skaicius, tai visiems @ € Z,, a # 0,
a-l=ar2

6.11 isvada. Tegu n = pips...p, yra naturalusis skaicius, cia
P1,P2, -, Pr — skirtingi pirminiai skai¢iai. Tada visiems @ € 7, teisinga
Iygybeé ¥+ =@, ¢ — Oilerio funkcija.

Irodymas. Musu nagrinégjamu atveju ¢(n) = (p1—1)(p2—1) ... (pr—1).
Tegu @ € Z,,. Pirminiam skaiciui p;, 1 <7 < 7, galimi du variantai:

a) DBD (a,p;) = 1, tai a?"~! = 1 (mod p;),

2(n)
a?) = (ap’_l) r=t =1 (mod p;),
a?MFl = ¢ (mod p;).
b) DBD (a,p;) > 1, t.y. a dalijasi i§ p; ir todél a = 0 (mod p; ),
Mt =0=gq (mod p;).

Taigi visiems p;, 1 <i < 7, a?WH = a (mod p;), t.y. a?M! — g dalijasi

1§ visy pirminiy p;, 1 < ¢ < 7, kartu 1§ 8iy pirminiy skaiciy sandaugos

pPip2...pr =1
= a (mod n),

Il
o

A

Remdamiesi bendrais teiginiais apie komutatyviasias grupes, istirsime,
kokios gali buti grupés U, elementy eiliy reiksmes.

6.12 teiginys. Tegu (A, -) yra komutatyvioji grupé, kurios eilé |A| =

n, o laisval pasirinkty grupés A elementy a ir b eilés yra ordy(a) = | ir
ord4(b) = m. Tada:



1) a* = e, tada ir tik tada, kai k dalijasi is [;

2) jeigu DBD (I,m) =1, taiorda(a-b) =1 -m;

3) grupéje A visada galima rasti tokj elementa ¢, kurio eilé yra lygi
bendrajam maziausiam skaiciy [ ir m kartotiniui: ord,(¢) = BMK (I, m).

Irodymas. 1) Padalije skaic¢iu & i8 { su liekana, gausime k =1 - ¢+ r,
0<r <l Tada

eA:ak << €4 = (al)qwlr — €4 = <6A)qar = eqg=ad,

0<r<!l &= r=0.
2) Kai DBD (I,m) = 1, tai (a - b)'™ = (al)m . (bm)l = ey =eq,
ir todél remiantis 1) sandauga [ - m dalijasi i§ ord4(a - b) = s.
Priesingai,
ea=(a-b) =a® b°,
s sy —1 -1\
ot =(07)" = (71),
s .5 RN A s y—1 -8
eA:<al) = d :(b 1) :<l) <:>6A:bl
ir pagal 1) { - s dalijasi i§ m. Bet DBD (I, m) = 1 ir todél s turi dalytis is
m.

b
b

Panagiai galime isitikinti ir tuo, kad skaicius s dalijasi 1§ [. Taigi
s = orda(a-b) dalijasiig m-{ (nes DBD (I, m) = 1). Apibendrine gausime,
kad orda(a-b) =m L.

3) Uzrasykime skaicius { ir m skirtingu pirminiy skaic¢iy sandauga:

=g,
m:pfl...pf’.

Taip skaidant, gali atsitikti, kad kai kuriems ¢, 1 < ¢ < ¢, a; =0, 0
kai kuriems j, 1 < j<t, 3; =0.

Gerai zinome, kad:

a) BMK (l, m) — prlnax (a1,61) B .p?lax (O‘tyﬁt)’

b) DBD (l, m) — prlmn (a1,81) . .pimn (O‘tyﬁt)’

c) BMK ({,m)-DBD ({,m) =1 - m.

Nagrinéjamus skaiciu / ir m skaidinius sutvarkykime taip:

Qp41

l=p" o prp e,

m:pfl...pfrpfﬂl...pf’;
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cia
a; < B, kal 1<igr
a; > G, kal r+1<igt
Pazyméje ky = pi*...por, ke = pf:il ...pPt, gausime

ki ko =pt.. .pf‘rpf:il LpPlt= prlnin (afa) .p;nin (89 — DBD ({,m),

ord(a™) = DBDl(l,kl) - kl_l

ord(a*) = DBDT(nm,kz) - ;n_z
ord(ak1 - a¥?) = ]j—l : ;”—2 = ﬁzzm) = BMK (I,m), nes
DBD (kl—l /%) = DBD(plt .. pl, pf . pfr) = 1.

A

6.13 pastaba. Irodyto teiginio 3) dali indukcija pagal n galima
apibendrinti:

3 jeigu aj,as,...,ar € A, tai grupéje A visada galima rasti tokj
elementa c, kurio eilé

orda(¢) = BMK (ordA(al), orda(asz),. .., ordA(aT)).

Pirmiesiems naturaliesiems n grupeés U, yra ciklinés:

n=1, ¢(1)=1, U ={1}={(1),
=2, 92)=1, U;={1}={1),
n=3, ¢@B)=2 Us={1,2}=(2).

Generuojancio grupe Us elemento laipsniai mod 3:

n = 1 2
2 = 2 1

n=4,p(4) =2, Us = {1,3} = (3).



Generuojancio grupe U, elemento laipsniai mod 4:
n = 1 2
3 =3 1
n=>5,¢05)=4,Us =11,2,3,4} = (2).
Generuojancio grupe Us elemento laipsniai mod 5:

n = 1 2 3 4
2 = 2 4 3 1

n==6,¢(6)=2 Us={1,5} =(5).
Generuojancio grupe Us elemento laipsniai mod 6:
n = 1 2
5 = 5 1
n="1,¢(7T)=6,U;=1{1,2,3,4,5,6} = (3).
Generuojancio grupe U elemento laipsniai mod 7:

n =12 3 4 5 6
3" =3 2 6 4 5 1

n=38,p(8) =4, Us = {1,3,5,7}.

Grupés Ug elementu laipsniai mod 8:

n =1 2 3 4
3" =3 1 3 1
5° = 5 1 5 1
™mo= 71 7 1

Taigi Us yra pirmoji necikliné grupé. Zemiau suformuluotas teiginys
atsakys mums kodél.

6.14 teiginys. Grupé U, yra cikliné tik tada, kain = 1,2,4, p®, 2p%;
¢ia p — nelyginis pirminis skaic¢ius, o « — bet kuris naturalusis skaicius.
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Cikline grupe U,, generuojantis elementas vadinamas primityviaja saknimi
moduliu n.

Zinome, jeigu a yra ciklinés grupés U, primityvioji Saknis mod n, tai
a?) =1 (Oilerio-Ferma teorema). Priesingai, jeigu U, néra cikling, t.y.
n# 1,24, p% 2p*, p > 2 — pirminis skai¢ius, o o € N, tai su visais a € U,

P(n)

a 2z =1.

6.15 pavyzdys. Ug yra cikliné grupe, nes 18 = 2 - 32 |Ujs] =
p(18) = 6 ir Uys = {1,5,7,11,13,17} = (5).

Generuojancio grupe Uig elemento laipsniai mod 18:

n =12 3 4 5 6
5 = 5 7 17 13 11 1.

Kiek 18 viso yra primityviuju Saknu moduliu n? [ 81 klausima atsakys
toks teiginys:

6.16 teiginys. Grupéje U, yra ¢ (sﬁ(n)) primityviyju sakny moduliu

Irodymas. Jeigu grupéje U, yra nors viena primityviojisaknis, pavyz-
dziui a, tai U, — cikliné grupe: U, = {a,d?, ..., a?™}, a®®) = 1. Pagal
5.43 teiginio 4b dali Sioje ciklinéje grupéje yra ¢ (sﬁ(n)) generuojanciy §ia
cikline grupe elementu, o tai ir yra primityviosios Saknys mod n.

A
6.17 pastaba. Jeigu a yra primityviojisaknis modn ir DBD (k, sﬁ(n))
=1, tai ir a*, yra primityvioji $aknis mod n (ir. 5.42 teiginio 4b) dalj).
6.18 pavyzdys. IS 6.15 pavyzdzio matéme, kad 5 yra primityvioji
saknis mod 18. Elemento 5% eilé grupéje Usg lygi
P(18) _ 6
DBD (k,#(18))  DBD(k,6)

Sis elementas bus primityvioji saknis mod 18 tik tada, kai DBD(k,6) = 1,
1< k<5

Vienas i§ tokiu skai¢iu k yra 5, todél 5° = 11 (mod 18) - kita primi-
tyvioji saknis (mod 18).



Dabar pateiksime algoritma, pagal kuri galimarasti primityviaja sakni
mod p, kai p > 2 yra pirminis skaicius.

6.19 algoritmas. Zinoma: p — nelyginis pirminis skai¢ius.

Rezultatas: a — primityvioji Saknis mod p.

1. Randame skai¢iaus p — 1 kanoninj skaidini:

p—1=p"py? . .p.*; priskiriame a:=1,i:=1.
2. Priskiriame a := a + 1.1
3. Skai¢iuojame b := o (zr. 5.11 algoritma).
Jeigu b = 1, pereiname prie 2.
Jeigub#1, taii =1+ 1.
4. Jeigu ¢ > k, iSvedame a.
Jeigu ¢ < k, pereiname prie 2.

A

6.20 pavyzdys. Uy; yra cikliné grupe, Uy; = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,
10} 11—1=10=2-5.

Jeigu @ = 2, tai

1

“lo

=2°=32=10mod 11 £1 (mod 11),
22 = 4 #1 (mod 11).

IS}

2
21

ol
I

Taigi 2 yra primityvioji Saknis mod 11. Jeigu a = 3, tai 3% =35 =
243 = 1 (mod 11) ir todél 3 néra primityvioji Saknis mod 11.

Apibendrinkime musu samprotavimus apie primityviuju saknu modn
paieska:

Kai n =2 arban =4, tai a = n — 1 yra primityvioji Saknis mod n.

Kai n = p, p — pirminis skaicius, tai primityviasias Saknis galima rasti
pagal 6.19 algoritma.

Kai n = p® arba n = 2p®, p — pirminis nelyginis skai¢ius, o o € I,
a > 2, primityvigsias Saknis mod n galima rasti remiantis tokiu teiginiu:

6.21 teiginys. 1. Tegu a yra primityvioji Saknis mod p, p — pirminis
nelyginis skaicius. Tada:
a) jeigu a? =1 #£1(modp?), tai a — primityvioji saknis modp®, o > 2;
b) jeigu (a + p)*=t F1 (mod p?), tai a + p — primityvioji Saknis
mod p*, a > 2.



2. Tegu b yra primityvioji saknis modp®, p — pirminis skaicius, o > 2.

Tada:
a) jeigu b nelyginis, tai b — primityvioji §aknis mod 2p*;
b) jeigu b+ p nelyginis, tai b+ p* — primityvioji Saknis mod 2p*.

6.22 pastabos. 1. Pastebékime, kad tik vienas 1§ skaiciu b arba b+ p
yra nelyginis. Paaiskinsime 6.21 teiginio 1 dalies salyga:

(a+pP~t=a"' 4 (p—1)pa~? + C’;_lpzap_?’ + ...
= ' 4 (p— 1)pa~? (mod p*) = a? ™t + p?af ™% — pat~?
= a'~! — pa?~? (mod p?).

Jeigu a?~! = 1(modp?), tai (a+p)? = = 1—paP~?(modp?) #l (modp?),
nes DBD (a,p) = 1 ir pa?=2 £0 (mod p?).

Jeigu (a+p)P~! = 1 (modp?), tai 1 = a?~! —pa?~?(mod p?) ir a?~1 =

/ 1 (mod p?) (priesingu atveju butu pa?~% = 0 (mod p?) ir DBD (a, p) # 1).
2. Norint rasti primityvigja Sakni mod p®, p > 2 — pirminis skaicius,
a > 2, reikia:
a) pagal 6.19 algoritma rasti a — primityviaja saknj mod p;
b) skai¢iuoti a; = a~!(mod p?);
c) jeigu a; # 1, tai a — primityvioji §aknis mod p*, a > 2;
jeigu a1 = 1, tai @ 4+ p — primityvioji saknis mod p*, o > 2.

3. Norint rasti primityviaja Sakni mod 2p®, p > 2 — pirminis skaicius,
a > 2, reikia:

a) pagal 6.19 algoritma rasti b — primityviaja Saknj mod p;
b) jeigu b nelyginis, tai b — primityvioji 8aknis mod 2p®;
jeigu b lyginis, tai b + p® — primityvioji saknis mod 2p®.

Dabar panagrinéekime neciklines U,, grupes. Naturalu pradéti nuo
atvejo, kain =2% a > 3, a € N.

6.23 teiginys. Usa & Zp X Zna-2, kur Zs, Zya-2 yra adicinés ciklinés
grupes.

Grupéje Use nesunkial galime rasti elementa, kurio eilé Sioje grupeje
yra maksimali. Tai elementas 5 € Usa, nes i§ ordy,. () = 22 gauname,
kad 2% dalijasi i§ ordy,. (5) ir ordy,. (5) < 2%71 (irodykite!). Tada

52 = 1 (mod 2%) <= (5% —1) =0 (mod 2%)

= -1 +1)(E" +1)...(6" +1) =0 (mod 2%)
= G+DE )G +1) ... (6% +1) =0 (mod 2°72)
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ir,kai k =a —1,
G4+ DG+ 1) +1)... (5 +1) =0 (mod 2°72).

6.24 pastaba. Remiantis pastaruoju teiginiu, bet kuri grupés Use
elementa galima uzrasyti taip:

(=15, 0<ig<l, 1<j<2v7h

~

Neciklinése grupése U, yra svarbus tie elementai, kuriu eilé Sioje
grupéje yra maksimali. Tai maksimalios eilés grupés elementai.

6.25 teiginys. Jeigu a yra maksimalios eilés grupés U, elementas,
tai bet kuriam b € U, teisinga

ordy, (@) dalijasi i§ ordy, (b).

Irodymas. 18 6.12 teiginio 3) dalies Zinome, kad egzistuoja toks ¢ € Uy,
kad ordy,(c) = BMK(ordy, (a),ordy, (b)). Bet ordy,a yra maksimalus
grupéje, todel

ordy, (¢) =BMK (ordy, (a), ordy, (b)) < ordy, (a),
BMK (ordy, (a), ordy, (b)) = ordy, (a)

ir todél ordy, (a) dalijasi i§ ordy, (b).

6.26 apibrézimas. Funkcija A : N — N,
A(n) = max{ordy, (a) | @ € Un},

vadinama maksimalios eilés funkcija.

6.27 pavyzdziai.

M) =¢(1) =1,
A2)=¥(2)=1,
A4)=v(4) =2,
p*) =% (p*) =p*—p*t=p*Hp-1), p>2-— pirminis skai¢ius,



Maksimalios eilés funkcijos A reikéméms A(n) skaiciuoti mes pasitelksime
skaiciaus n kanonini skaidini n = p{"'p3?...p%, p1,pa, ..., pr — skirtingi
pirminiai skaicial, ir funkcijos A reiksmes /\(p(f‘l),/\(pg‘Q),/\(pf‘r). Tam
talkins

6.28 kinu teorema liekanoms. Tegu my,my, ..., my yra poromis
tarpusavyje pirminiai skaiciai, t.y. DBD (m;,m;) = 1, kai i # j, M =
myms...mg; ai,as,...,a; — bet kurie sveikieji skaic¢iai. Lyginiuy sistema

z = a; (mod my),

= as (mod ma),

()

turi vienintel] sprendinj x moduliu M .

Kitais Zodziais sakant, turime bijekcija f : Zy = Zpm, X Zimy X ... X
T, , kuri bet kuriam x, 0 < «# < M — 1, priskiria f(x) = (al, as, .. .,ak);
dlaa; =zxmodm, 1 =1,2,... k.

Irodyma pateiksime algoritmais. I§ pradziu nurodysime buda, kaip
iSspresti () sistema, kai k = 2.

6.29 algoritmas. Zinoma: mi, ms > 1 — tarpusavyje pirminial
skaiciai; ayi, as — sveikieji skaiciai.

Rezultatas: toks z, kad # = a1 (mod my), * = a2 (mod ms).

1. Jeigu a1 > 0, tai # := LIEKANA (a1, m;) [skai¢iaus a; dalybos su
liekana is my liekanos priskyrimas].

2. myt =m ! (mod my) [Zr. 6.8 ir 6.9 algoritmus].

3. ¢ := LIEKANA (ml_l (az — ), mz).

4. v = x4+ mq.

A

Remdamiesi Siuo algoritmu, irodysime kinu teorema, kai n = 2. Ly-
ginys « = a3 (mod my) yra visada idsprendziamas, todél ¢ = a; + myq;
¢ia ¢ — sveikasis skaicius. Si skaic¢iu rasime, naudodamiesi tuo, kad = =
as (modms) ir todél a3 +myq = as (modms), ¢ = (a2 —al)ml_1 (modms).
Taigi ¢ = ml_l(az —a1)+rme, r €7 ir

r=a;+m (ml_l(az —a1)+ rmz)
=a;+ mlmfl(az —a1) + rmyms

=a;+ mlmfl(az — a1)(mod myms)
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(israiskose my ! yra mod ms).
Sprendinio vienatinumas. Tegu z ir y yra du nagrinéjamos lyginiu
sistemos sprendiniai. Tada

z—y =0 (modmy),

z—y =0 (modms)

ir # —y = 0 (mod myma), nes DBD (my,ms) = 1.

A
6.30 pavyzdys.
z = 15 (mod 6),
z =4 (mod 11).
1. 15 = 6 -2+ 3, todél pirmasis musu sistemos lyginys kei¢iamas
lyginiu = 3 (mod 6).
2.z =3+ 6q.
3. DBD (6,11) = 1 — pirminis skaicius, todél 6= = 6*01)-1 = 69 =
2 (mod 11).
4. ¢=2(4-3)(mod11) =2 (mod 11) ir
£=34+6-2=15(mod6 -11) =15 (mod 66).
Patikrinimas.
15=2-6+3=3(mod6),
15=1-114+4=4(mod 11).
Apibendrinsime 6.29 algoritma.
6.31 algoritmas. Zinoma: aj, as, ..., a; — sveikieji skaiciai; my, mo,

..., My — poromis tarpusavyje pirminiai skaiciai, t.y. DBD (m;, m;) = 1,
i 7.

Rezultatas: vienintelis # (modmyma ...my), tenkinantis lyginius # =

a; (mod my), ¥ = az (mod ma2), ...,z = ai (mod my, ).
1. m:=1, 2 := LIEKANA (a1, mq), 1 := 1.
2. m:=m-my; m~t :=m~! (mod m;t1).
3. ¢iy1 := LIEKANA (m_l(aH_l — ), mH_l).
4. x:=x+mgi41.
5. 1:=1+1; jeigu ¢ < k — 1, tai griztame prie 2;

jeigu i > k — 1, tai rezultatas yra z.
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6.32 pastaba. Pastarasis algoritmas grindziamas 6.29 algoritmo
taikymu lyginiy poroms: rade lyginiy sistemos # = a; (mod my), » =
as(mod ms) vieninteli sprendini #;, (modmyms), sprendziame sistema z =
z1(modmims), x = azg(modmg). Issprende ja ir surade vieninteli sprendini
22 (mod mymamsg), sprendziame kita sistema z = zo (mod mymams),
z = ay (mod my) ir t.t.

6.33 pavyzdys.

z = =5 (mod 7),

z =6 (mod 9),

z =4 (mod 8).
Sprendziame lyginiu sistema

z = =5 (mod 7),

2 = 6 (mod 9).

1.1. =5 =7-(=1) 4 2, todél pirmaji sistemos lygini kei¢iame lyginiu
z =2 (mod 7).
12, 2=2+7¢1, q1 € Z.
1.3. DBD (7,9) = 1, todél 7= = 79~ (mod 9) = 7° = 4 (mod 9).
14. g1 = 4(6 —2) = 16 = 7 (mod 9);
t=247-7T=51(mod7-9).
Sprendziame lyginiy sistema # = 51 (mod 63), * = 4 (mod 8).
2.1. x =514 63q2, ¢2 € Z.
2.2. DBD (63,8) = 1, todél 63! = 639~ (mod 8) = 633(mod 8) =
7 (mod 8).
23.¢2=7(4-51)=7-(—47) = =329 = —9 (mod 8) = 7 (mod 8),
£=>51463-7=492(mod7-9-8).
Patikrinimas:
492=70-7+4+2= 2 (mod 7),
492 =549+ 6 = 6 (mod 9),
492 =61 -8 +4 =4 (mod 8).
Sistemos sprendini 492 (mod 7 - 9 - 8) galima uzradyti ir taip: 492 =
247-7T47-(7-9).
Bendruoju atveju lyginiu sistemos (%) sprendini galima uzrasyti ir
taip:

t=q+q-mi+gs(my-ma)+ ... +qs(my-me- ... mp_q);
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¢ia ¢ = LIEKANA (ai,m1), 0 ¢;, ¢ > 118 6.31 algoritmo.

Baigdami musu kinu teoremos liekanoms nagrinéjima, pastebésime,
kad funkcija f : Zp — Zmy, X Zony X oo Dy, M = mama...my,
DBD (m;, m;) = 1, i # j, yra ne tik bijekcija, bet ir ziedy izomorfizmas:
Zpg & Ly X Ly X oo X Ly,

jeigu « = a; (mod my),
y = b; (modmy), 1 <i<k,
tai  + y = a; + b; (mod m;),
z-y=a;-b (modmy), 1 <i<k,
ir todel

fle+y) = (a1 +bi,as+boy . ap + b)) = (a1, az, ..., ax)
+(b1ab2a"'abk)a
f(x~y):(a1~b1,a2~b2,...,ak~bk):(al,az,...,ak)~(b1,b2,...,bk).

Panasiai galetume parodyti, kad
Ust & Uy X Uy X 000 X Uy

cia U; yra ziedo Z; elementu, turinéiu atvirkstinius, grupe.

Grizkime prie maksimalios eilés funkcijos A. Tegu n = pi"'p5? ... po*
yra kanoninis skaic¢iaus n skaidinys, o a; — maksimalios eilés /\(pf") =

Af—1

® (pf") =pt —p, elementas grupéje Upei, 1 <4 <k (81 elementa a;
jau mokame rasti).
Lyginiu sistemos

=1 (mod p*)
vienintelio sprendinio z; (mod n) eilé grupéje U, yra
ordy, @; = OrdUpla, (a;) = /\(pio").
Atsizvelge | 6.13 pastaba, galime rasti tokj b € U,,, kad
ordu, (8) = BMK (A5), Ap52), -, A(p).
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Taigi A(n) > BMK (/\(p(fl), /\(pg‘Q), .. .,/\(pz‘k)).

Priesingai, jeigu a € U,, tai Zinome, kad

ordUp «; (@) dalo /\(pio"), 1<igk,

ir todél ordy, ., (a) dalo BMK (APT), A@52), .., A(pp*)) = 5.
Tada

ir

s = BMK(A(pS), A(p5?), ..., A(p*)).

Taigi A(n) = BMK (A(p7), A(p52), ..., A(pR*)).
6.34 pavyzdys. A(120) = BMK(A(2%),A(3),A(5)) = BMK (2,2,4)=4.
Apibendrinsime musu zinias apie grupiu U,, maksimalios eilés funkcija A.

6.35 teiginys. . Funkcijos A reik§meés:

’ kai n=1,2,
, kai n =4,
P p— 1), kai n = p®, p — nelyginis

pirminis skaicius,

kai n=2%a > 3,

BMK (A(py"), A(p52), .., A(pR*)), kai n=p{ips?...pot—
kanoninis skaic¢iausn
skaidinys.

2. Oilerio—Ferma teoremos analogas funkcijai A:
Kai DBD (a,n) = 1, tai a*®) = 1 (mod n).

3. Kain = p1pa...pr yra bekvadratis skai¢ius (p1,pa, ..., pi — skir-
tingl pirminiai skaiciai), tai su visais a € Z, teisinga lygybé arMt+l =
a (mod n).

Irodymas. 2. Kai a € Uy, tai ordy,(a) dalo A(n), t.y. A(n) =
ordy, (a) -l ir

M) = (aordUn(a))l =1 (modn).
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