
7. �ZIEDO Zn VIENETÙ GRUP_E

6.7 pastabos. �Zinome (�zr. 6.5 pavyzdì, 1), kad U (Z) = (f�1; 1g; �)
yra 2-osios eil_es ciklin_e grup_e.

Jeigu K { k�unas, tai grup_e U (K) = K � f0g = K� yra vadinama
multiplikacine k�uno K grupe.

Atskirai panagrin_ekime likiniù klasiù �ziedà Zn ir �sio �ziedo elementù,
turin�ciù atvirk�stinius elementus, grupè U (Zn) = Un.

I�s 6.3 pavyzd�ziù �zinome, kad ne visiems n nenuliniai �ziedo Zn ele-
mentai turi atvirk�stinius. Pavyzd�ziui, �ziede Z8 elementai 2, 4, 6 neturi
atvirk�stiniù, o elementai 1, 3, 5, 7 turi atvirk�stinius. Prie�zastis ta, kad
skai�ciai 1, 3, 5, 7 yra tarpusavyje pirminiai skai�ciui 8, o skai�ciai 2, 4, 6 {
ne.

6.8 teiginys. 1. Un = fa j DBD (a; n) = 1g.
2. jUnj = '(n), kai ' { Oilerio funkcija.

Ìrodymas. 1. Jeigu a 2 Un, tai egzistuoja toks b 2 Un, kad ab = 1,
t.y. a � b � 1 (mod n) () a � b = 1 + n � k; k 2Z, a � b+ n(�k) = 1.

Jeigu b�utù DBD(a; n) = d > 1, tai egzistuotù tokie c irm, kad a = dc,
n = dm ir d

�
cb+m(�k)

�
= 1, t.y. 1 tur_etù dalytis i�s d > 1. �Si prie�stara

ir rodo, kad DBD (a; n) = 1.
Prie�singai, jeigu DBD (a; n) = 1, tai atvirk�stiniu Euklido1 algoritmu

galima rasti tokius skai�cius b ir k, kad

a � b+ n � k = 1;

a � b = 1� n � k;

a � b � 1 (mod n);

a � b = 1 ir a 2 Un:

2. Ìrodymas i�splaukia i�s Oilerio funkcijos apibr_e�zimo (�zr. 2.17 pavyz-
dì).

1E���"���&, III a. pr. Kr., { senov_es graikù matematikas.
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Remiantis paskutiniu teiginiu ìrodomi �zymiùjù teoremù analogai gru-
pei Un.

6.9 Oilerio{Ferma teorema. Jeigu a 2 Un, tai a
'(n) = 1.

I�svada. Jeigu a 2 Un, tai a
�1 = (a)'(n)�1.

6.10 Ma�zoji Ferma teorema. Jeigu p yra pirminis skai�cius, tai
visiems a 2 Up, a

p�1 = 1.

I�svada. Jeigu p yra pirminis skai�cius, tai visiems a 2 Zp, a 6= 0,
a�1 = a p�2.

6.11 i�svada. Tegu n = p1p2 : : : pr yra nat�uralusis skai�cius, �cia
p1; p2; : : : ; pr { skirtingi pirminiai skai�ciai. Tada visiems a 2 Zn teisinga
lygyb_e a '(n)+1 = a, ' { Oilerio funkcija.

Ìrodymas. M�usù nagrin_ejamu atveju '(n) = (p1�1)(p2�1) : : : (pr�1).
Tegu a 2Zn. Pirminiam skai�ciui pi, 1 6 i 6 r, galimi du variantai:

a) DBD (a; pi) = 1, tai api�1 � 1 (mod pi),

a
'(n) =

�
api�1

� '(n)
pi�1 � 1 (mod pi);

a
'(n)+1 � a (mod pi):

b) DBD (a; pi) > 1, t.y. a dalijasi i�s pi ir tod_el a � 0 (mod pi),

a
'(n)+1 � 0 � a (mod pi):

Taigi visiems pi, 1 6 i 6 r, a'(n)+1 � a (mod pi), t.y. a
'(n)+1 � a dalijasi

i�s visù pirminiù pi, 1 6 i 6 r, kartu i�s �siù pirminiù skai�ciù sandaugos
p1p2 : : : pr = n:

a
'(n)+1 � a (mod n);

a'(n)+1 = a:

4

Remdamiesi bendrais teiginiais apie komutatyviàsias grupes, i�stirsime,
kokios gali b�uti grup_es Un elementù eiliù reik�sm_es.

6.12 teiginys. Tegu (A; �) yra komutatyvioji grup_e, kurios eil_e jAj =
n, o laisvai pasirinktù grup_es A elementù a ir b eil_es yra ordA(a) = l ir
ordA(b) = m. Tada:
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1) ak = eA tada ir tik tada, kai k dalijasi i�s l;
2) jeigu DBD (l;m) = 1, tai ordA(a � b) = l �m;
3) grup_eje A visada galima rasti tokì elementà c, kurio eil_e yra lygi

bendrajam ma�ziausiam skai�ciù l ir m kartotiniui: ordA(c) = BMK (l;m).

Ìrodymas. 1) Padalijè skai�ciù k i�s l su liekana, gausime k = l � q + r,
0 6 r < l. Tada

eA = ak () eA =
�
al
�q
� ar () eA =

�
eA
�q
ar () eA = ar;

0 6 r < l () r = 0:

2) Kai DBD (l;m) = 1, tai (a � b)l�m =
�
al
�m

�
�
bm
�l

= emA � elA = eA,
ir tod_el remiantis 1) sandauga l �m dalijasi i�s ordA(a � b) = s.

Prie�singai,
eA = (a � b)s = as � bs;

as =
�
bs
�
�1

=
�
b�1

�s
;

eA =
�
al
�s

= al�s =
�
b�1

�l�s
=
�
bl�s
�
�1

() eA = bl�s

ir pagal 1) l � s dalijasi i�s m. Bet DBD (l;m) = 1 ir tod_el s turi dalytis i�s
m.

Pana�siai galime ìsitikinti ir tuo, kad skai�cius s dalijasi i�s l. Taigi
s = ordA(a � b) dalijasi i�s m � l (nes DBD(l;m) = 1). Apibendrinè gausime,
kad ordA(a � b) = m � l.

3) U�zra�sykime skai�cius l ir m skirtingù pirminiù skai�ciù sandauga:

l = p�11 : : : p�tt ;

m = p�11 : : : p�tt :

Taip skaidant, gali atsitikti, kad kai kuriems i, 1 6 i 6 t, �i = 0, o
kai kuriems j, 1 6 j 6 t, �j = 0.

Gerai �zinome, kad:

a) BMK (l;m) = p
max (�1;�1)
1 : : : p

max (�t;�t)
t ,

b) DBD (l;m) = p
min (�1;�1)
1 : : : p

min (�t;�t)
t ,

c) BMK (l;m) �DBD (l;m) = l �m.

Nagrin_ejamus skai�ciù l ir m skaidinius sutvarkykime taip:

l = p�11 : : : p�rr p
�r+1
r+1 : : : p�tt ;

m = p�11 : : : p�rr p
�r+1
r+1 : : : p�tt ;
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�cia
�i 6 �i; kai 1 6 i 6 r;

�i > �i; kai r + 1 6 i 6 t:

Pa�zym_ejè k1 = p�11 : : : p�rr , k2 = p
�r+1
r+1 : : : p�tt , gausime

k1 � k2 = p�11 : : : p�rr p
�r+1
r+1 : : : p�tt = p

min (�1�1)
1 : : : p

min (�t�t)
t = DBD (l;m);

ord
�
ak1
�
=

l

DBD (l; k1)
=

l

k1
;

ord
�
ak2
�
=

m

DBD (m; k2)
=

m

k2
;

ord
�
ak1 � ak2

�
=

l

k1
�
m

k2
=

l �m

DBD (l;m)
= BMK (l;m); nes

DBD
� l

k1
;
m

k2

�
= DBD

�
p
�r+1
r+1 : : : p�tt ; p�11 : : : p�rr

�
= 1:

4

6.13 pastaba. Ìrodyto teiginio 3) dalì indukcija pagal n galima
apibendrinti:

30) jeigu a1; a2; : : : ; ar 2 A, tai grup_eje A visada galima rasti tokì
elementà c, kurio eil_e

ordA(c) = BMK
�
ordA(a1); ordA(a2); : : : ; ordA(ar)

�
:

Pirmiesiems nat�uraliesiems n grup_es Un yra ciklin_es:

n = 1; '(1) = 1; U1 = f1g = h1i;

n = 2; '(2) = 1; U2 = f1g = h1i;

n = 3; '(3) = 2; U3 = f1; 2g = h2i:

Generuojan�cio grupè U3 elemento laipsniai mod 3:

n = 1 2

2n = 2 1

n = 4, '(4) = 2, U4 = f1; 3g = h3i.
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Generuojan�cio grupè U4 elemento laipsniai mod 4:

n = 1 2

3n = 3 1

n = 5, '(5) = 4, U5 = f1; 2; 3; 4g= h2i.

Generuojan�cio grupè U5 elemento laipsniai mod 5:

n = 1 2 3 4

2n = 2 4 3 1

n = 6, '(6) = 2, U6 = f1; 5g = h5i.

Generuojan�cio grupè U6 elemento laipsniai mod 6:

n = 1 2

5n = 5 1

n = 7, '(7) = 6, U7 = f1; 2; 3; 4;5;6g= h3i.

Generuojan�cio grupè U7 elemento laipsniai mod 7:

n = 1 2 3 4 5 6

3n = 3 2 6 4 5 1

n = 8, '(8) = 4, U8 = f1; 3; 5; 7g.

Grup_es U8 elementù laipsniai mod 8:

n = 1 2 3 4

3n = 3 1 3 1
5n = 5 1 5 1
7n = 7 1 7 1:

Taigi U8 yra pirmoji neciklin_e grup_e. �Zemiau suformuluotas teiginys
atsakys mums kod_el.

6.14 teiginys. Grup_e Un yra ciklin_e tik tada, kai n = 1; 2; 4; p�; 2p�;
�cia p { nelyginis pirminis skai�cius, o � { bet kuris nat�uralusis skai�cius.
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Ciklinè grupè Un generuojantis elementas vadinamas primityviàja �saknimi
moduliu n.

�Zinome, jeigu a yra ciklin_es grup_es Un primityvioji �saknis mod n, tai
a'(n) = 1 (Oilerio{Ferma teorema). Prie�singai, jeigu Un n_era ciklin_e, t.y.
n 6= 1; 2; 4; p�; 2p�, p > 2 { pirminis skai�cius, o � 2 N, tai su visais a 2 Un

a
'(n)
2 = 1:

6.15 pavyzdys. U18 yra ciklin_e grup_e, nes 18 = 2 � 32, jU18j =
'(18) = 6 ir U18 = f1; 5; 7; 11; 13; 17g= h5i.

Generuojan�cio grupè U18 elemento laipsniai mod 18:

n = 1 2 3 4 5 6

5n = 5 7 17 13 11 1:

Kiek i�s viso yra primityviùjù �saknù moduliu n? Ì �sì klausimà atsakys
toks teiginys:

6.16 teiginys. Grup_eje Un yra '
�
'(n)

�
primityviùjù �saknù moduliu

n.

Ìrodymas. Jeigu grup_eje Un yra nors viena primityvioji�saknis, pavyz-
d�ziui a, tai Un { ciklin_e grup_e: Un = fa; a2; : : : ; a'(n)g, a'(n) = 1. Pagal
5.43 teiginio 4b dalì �sioje ciklin_eje grup_eje yra '

�
'(n)

�
generuojan�ciù �sià

ciklinè grupè elementù, o tai ir yra primityviosios �saknys mod n.

4

6.17 pastaba. Jeigu a yra primityvioji�saknis modn ir DBD
�
k; '(n)

�
= 1, tai ir ak, yra primityvioji �saknis mod n (�zr. 5.42 teiginio 4b) dalì).

6.18 pavyzdys. I�s 6.15 pavyzd�zio mat_eme, kad 5 yra primityvioji
�saknis mod 18. Elemento 5 k eil_e grup_eje U18 lygi

'(18)

DBD
�
k; '(18)

� =
6

DBD(k; 6)
:

�Sis elementas bus primityvioji �saknis mod 18 tik tada, kai DBD(k; 6) = 1,
1 6 k 6 5.

Vienas i�s tokiù skai�ciù k yra 5, tod_el 55 � 11 (mod 18) { kita primi-
tyvioji �saknis (mod 18).
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Dabar pateiksime algoritmà, pagal kurì galima rasti primityviàjà �saknì
mod p, kai p > 2 yra pirminis skai�cius.

6.19 algoritmas. �Zinoma: p { nelyginis pirminis skai�cius.

Rezultatas: a { primityvioji �saknis mod p.
1. Randame skai�ciaus p� 1 kanoninì skaidinì:

p� 1 = pm1
1 pm2

2 : : : pmk

k ; priskiriame a := 1; i := 1:

2. Priskiriame a := a+ 1.

3. Skai�ciuojame b := a
p�1
pi (�zr. 5.11 algoritmà).

Jeigu b = 1, pereiname prie 2.
Jeigu b 6= 1, tai i := i + 1.

4. Jeigu i > k, i�svedame a.
Jeigu i 6 k, pereiname prie 2.

4

6.20 pavyzdys. U11 yra ciklin_e grup_e, U11 = f1; 2; 3; 4; 5;6;7;8; 9;
10g. 11� 1 = 10 = 2 � 5.

Jeigu a = 2, tai

2
10
2 = 25 = 32 � 10 mod 11 �= 1 (mod 11);

2
10
5 = 22 = 4 �=1 (mod 11):

Taigi 2 yra primityvioji �saknis mod 11. Jeigu a = 3, tai 3
10
2 = 35 =

243 � 1 (mod 11) ir tod_el 3 n_era primityvioji �saknis mod 11.

Apibendrinkime m�usù samprotavimus apie primityviùjù �saknù modn
paie�skà:

Kai n = 2 arba n = 4, tai a = n� 1 yra primityvioji �saknis mod n.
Kai n = p, p { pirminis skai�cius, tai primityviàsias �saknis galima rasti

pagal 6.19 algoritmà.
Kai n = p� arba n = 2p�, p { pirminis nelyginis skai�cius, o � 2 N,

� > 2, primityviàsias �saknis mod n galima rasti remiantis tokiu teiginiu:

6.21 teiginys. 1. Tegu a yra primityvioji �saknis modp, p { pirminis
nelyginis skai�cius. Tada:

a) jeigu ap�1 �=1(modp2), tai a { primityvioji�saknis modp�, � > 2;
b) jeigu (a + p)p�1 �=1 (mod p2), tai a + p { primityvioji �saknis

mod p�, � > 2.

7



2. Tegu b yra primityvioji �saknis modp�, p { pirminis skai�cius, � > 2.
Tada:

a) jeigu b nelyginis, tai b { primityvioji �saknis mod 2p�;
b) jeigu b+ p nelyginis, tai b+ p� { primityvioji �saknis mod 2p�.

6.22 pastabos. 1. Pasteb_ekime, kad tik vienas i�s skai�ciù b arba b+p
yra nelyginis. Paai�skinsime 6.21 teiginio 1 dalies sàlygà:

(a + p)p�1 = ap�1 + (p� 1)pap�2 + C2
p�1p

2ap�3 + : : :

� ap�1 + (p� 1)pap�2 (mod p2) � ap�1 + p2ap�2 � pap�2

� ap�1 � pap�2 (mod p2):

Jeigu ap�1 � 1(modp2), tai (a+p)p�1 � 1�pap�2(modp2) �=1(modp2),
nes DBD (a; p) = 1 ir pap�2 �= 0 (mod p2).

Jeigu (a+p)p�1 � 1(modp2), tai 1 � ap�1�pap�2(modp2) ir ap�1 �
= 1 (mod p2) (prie�singu atveju b�utù pap�2 � 0 (mod p2) ir DBD (a; p) 6= 1).

2. Norint rasti primityviàjà �saknì mod p�, p > 2 { pirminis skai�cius,
� > 2, reikia:

a) pagal 6.19 algoritmà rasti a { primityviàjà �saknì mod p;
b) skai�ciuoti a1 � ap�1(mod p2);
c) jeigu a1 6= 1, tai a { primityvioji �saknis mod p�, � > 2;

jeigu a1 = 1, tai a+ p { primityvioji �saknis mod p�, � > 2.
3. Norint rasti primityviàjà �saknì mod 2p�, p > 2 { pirminis skai�cius,

� > 2, reikia:
a) pagal 6.19 algoritmà rasti b { primityviàjà �saknì mod p;
b) jeigu b nelyginis, tai b { primityvioji �saknis mod 2p�;

jeigu b lyginis, tai b+ p� { primityvioji �saknis mod 2p�.
Dabar panagrin_ekime neciklines Un grupes. Nat�uralu prad_eti nuo

atvejo, kai n = 2�, � > 3, � 2 N.

6.23 teiginys. U2� �Z2�Z2��2 , kurZ2,Z2��2 yra adicin_es ciklin_es
grup_es.

Grup_eje U2� nesunkiai galime rasti elementà, kurio eil_e �sioje grup_eje
yra maksimali. Tai elementas 5 2 U2� , nes i�s ordU2�

(5) = 2��2 gauname,
kad 2� dalijasi i�s ordU2� (5) ir ordU2� (5) 6 2��1 (ìrodykite!). Tada

52
k

� 1 (mod 2�) () (52
k

� 1) � 0 (mod 2�)

() (5� 1)
�
52

0

+ 1
��
52

1

+ 1
�
: : :
�
52

k�1

+ 1
�
� 0 (mod 2�)

() (5 + 1)
�
52 + 1

��
52

2

+ 1
�
: : :
�
52

k�1

+ 1
�
� 0 (mod 2��2)
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ir, kai k = �� 1,

(5 + 1)
�
52 + 1

��
52

2

+ 1
�
: : :
�
52

��2

+ 1
�
� 0 (mod 2��2):

6.24 pastaba. Remiantis pastaruoju teiginiu, bet kurì grup_es U2�

elementà galima u�zra�syti taip:

(�1) i5j; 0 6 i 6 1; 1 6 j 6 2��1:

Neciklin_ese grup_ese Un yra svarb�us tie elementai, kuriù eil_e �sioje
grup_eje yra maksimali. Tai maksimalios eil_es grup_es elementai.

6.25 teiginys. Jeigu a yra maksimalios eil_es grup_es Un elementas,
tai bet kuriam b 2 Un teisinga

ordUn(a) dalijasi i�s ordUn(b):

Ìrodymas. I�s 6.12 teiginio 3) dalies �zinome, kad egzistuoja toks c 2 Un,
kad ordUn(c) = BMK

�
ordUn(a); ordUn(b)

�
. Bet ordUna yra maksimalus

grup_eje, tod_el

ordUn(c) =BMK
�
ordUn(a); ordUn(b)

�
6 ordUn (a);

BMK
�
ordUn(a); ordUn(b)

�
= ordUn (a)

ir tod_el ordUn(a) dalijasi i�s ordUn(b).

4

6.26 apibr_e�zimas. Funkcija � : N! N,

�(n) = maxfordUn(a) j a 2 Ung;

vadinama maksimalios eil_es funkcija.

6.27 pavyzd�ziai.

�(1) = '(1) = 1;

�(2) = '(2) = 1;

�(4) = '(4) = 2;

�
�
p�
�
= '

�
p�
�
= p� � p��1 = p��1(p � 1); p > 2� pirminis skai�cius;

�
�
2p�

�
= '

�
2p�

�
= (p� 1)p��1; p > 2� pirminis skai�cius;

�
�
2�
�
= 2��2; � > 3:
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Maksimalios eil_es funkcijos � reik�sm_ems �(n) skai�ciuoti mes pasitelksime
skai�ciaus n kanoninì skaidinì n = p�11 p�22 : : : p�rr , p1; p2; : : : ; pr { skirtingi
pirminiai skai�ciai, ir funkcijos � reik�smes �

�
p�11

�
; �
�
p�22

�
; �
�
p�rr

�
. Tam

talkins

6.28 kinù teorema liekanoms. Tegu m1;m2; : : : ;mk yra poromis
tarpusavyje pirminiai skai�ciai, t.y. DBD (mi;mj) = 1, kai i 6= j, M =
m1m2 : : :mk; a1; a2; : : : ; ak { bet kurie sveikieji skai�ciai. Lyginiù sistema

x � a1 (modm1);

x � a2 (modm2);

: : : : : : : : : : : : : : : : :

x � ak (modmk)

(�)

turi vienintelì sprendinì x moduliu M .

Kitais �zod�ziais sakant, turime bijekcijà f :ZM ! Zm1 �Zm2 � : : :�
Zmk

, kuri bet kuriam x, 0 6 x < M � 1, priskiria f(x) =
�
a1; a2; : : : ; ak

�
;

�cia ai � xmodmi, i = 1; 2; : : : ; k.

Ìrodymà pateiksime algoritmais. I�s prad�ziù nurodysime b�udà, kaip
i�ssprèsti (�) sistemà, kai k = 2.

6.29 algoritmas. �Zinoma: m1;m2 > 1 { tarpusavyje pirminiai
skai�ciai; a1; a2 { sveikieji skai�ciai.

Rezultatas: toks x, kad x � a1 (modm1), x � a2 (modm2).
1. Jeigu a1 > 0, tai x := LIEKANA (a1;m1) [skai�ciaus a1 dalybos su

liekana i�s m1 liekanos priskyrimas].
2. m�1

1 := m�1
1 (modm2) [�zr. 6.8 ir 6.9 algoritmus].

3. q := LIEKANA
�
m�1

1 (a2 � x);m2

�
.

4. x := x+m1q.

4

Remdamiesi �siuo algoritmu, ìrodysime kinù teoremà, kai n = 2. Ly-
ginys x � a1 (mod m1) yra visada i�ssprend�ziamas, tod_el x = a1 + m1q;
�cia q { sveikasis skai�cius. �Sì skai�ciù rasime, naudodamiesi tuo, kad x �
a2 (modm2) ir tod_el a1+m1q � a2 (modm2), q = (a2�a1)m

�1
1 (modm2).

Taigi q = m�1
1 (a2 � a1) + rm2, r 2Zir

x = a1 +m1

�
m�1

1 (a2 � a1) + rm2

�

= a1 +m1m
�1
1 (a2 � a1) + rm1m2

� a1 +m1m
�1
1 (a2 � a1)(modm1m2)
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(i�srai�skose m�1
1 yra modm2).

Sprendinio vienatinumas. Tegu x ir y yra du nagrin_ejamos lyginiù
sistemos sprendiniai. Tada

x� y � 0 (modm1);

x� y � 0 (modm2)

ir x� y � 0 (modm1m2), nes DBD (m1;m2) = 1.

4

6.30 pavyzdys.
x � 15 (mod 6);

x � 4 (mod 11):

1. 15 = 6 � 2 + 3, tod_el pirmasis m�usù sistemos lyginys kei�ciamas
lyginiu x � 3 (mod 6).

2. x = 3 + 6q.
3. DBD (6; 11) = 1 { pirminis skai�cius, tod_el 6�1 = 6'(11)�1 = 69 �

2 (mod 11).
4. q � 2 (4� 3) (mod 11) = 2 (mod 11) ir

x = 3 + 6 � 2 = 15 (mod 6 � 11) = 15 (mod 66).
Patikrinimas.

15 = 2 � 6 + 3 � 3 (mod 6);

15 = 1 � 11 + 4 � 4 (mod 11):

Apibendrinsime 6.29 algoritmà.

6.31 algoritmas. �Zinoma: a1; a2; : : : ; ak { sveikieji skai�ciai; m1;m2;
: : : ;mk { poromis tarpusavyje pirminiai skai�ciai, t.y. DBD (mi;mj) = 1,
i 6= j.

Rezultatas: vienintelis x (modm1m2 : : :mk), tenkinantis lyginius x �
a1 (modm1), x � a2 (modm2); : : : ; x � ak (modmk).

1. m := 1, x := LIEKANA (a1;m1), i := 1.
2. m := m �m1; m�1 := m�1 (modmi+1).
3. qi+1 := LIEKANA

�
m�1(ai+1 � x);mi+1

�
.

4. x := x+mqi+1.
5. i := i + 1; jeigu i 6 k � 1, tai grì�ztame prie 2;

jeigu i > k � 1, tai rezultatas yra x.

4
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6.32 pastaba. Pastarasis algoritmas grind�ziamas 6.29 algoritmo
taikymu lyginiù poroms: radè lyginiù sistemos x � a1 (mod m1), x �
a2(modm2) vienintelì sprendinì x1 (modm1m2), sprend�ziame sistemà x �
x1(modm1m2), x � a3(modm3). I�ssprendè jà ir suradè vienintelì sprendinì
x2 (mod m1m2m3), sprend�ziame kità sistemà x � x2 (mod m1m2m3),
x � a4 (modm4) ir t.t.

6.33 pavyzdys.
x � �5 (mod 7);

x � 6 (mod 9);

x � 4 (mod 8):

Sprend�ziame lyginiù sistemà

x � �5 (mod 7);

x � 6 (mod 9):

1.1. �5 = 7 � (�1) + 2, tod_el pirmàjì sistemos lyginì kei�ciame lyginiu
x � 2 (mod 7).

1.2. x = 2 + 7q1, q1 2Z.
1.3. DBD (7; 9) = 1, tod_el 7�1 � 7'(9)�1(mod 9) = 75 � 4 (mod 9).
1.4. q1 = 4(6� 2) = 16 � 7 (mod 9);

x = 2 + 7 � 7 = 51 (mod 7 � 9).
Sprend�ziame lyginiù sistemà x � 51 (mod 63), x � 4 (mod 8).
2.1. x = 51 + 63q2, q2 2Z.
2.2. DBD (63; 8) = 1, tod_el 63�1 � 63'(8)�1(mod 8) = 633(mod 8) �

7 (mod 8).
2.3. q2 = 7(4� 51) = 7 � (�47) = �329 � �9 (mod 8) � 7 (mod 8),

x = 51 + 63 � 7 = 492 (mod 7 � 9 � 8).

Patikrinimas:

492 = 70 � 7 + 2 � 2 (mod 7);

492 = 54 � 9 + 6 � 6 (mod 9);

492 = 61 � 8 + 4 � 4 (mod 8):

Sistemos sprendinì 492 (mod 7 � 9 � 8) galima u�zra�syti ir taip: 492 =
2 + 7 � 7 + 7 � (7 � 9).

Bendruoju atveju lyginiù sistemos (�) sprendinì galima u�zra�syti ir
taip:

x = q1 + q2 �m1 + q3(m1 �m2) + : : :+ qk(m1 �m2 � : : : �mk�1);
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�cia q1 = LIEKANA (a1;m1), o qi, i > 1 i�s 6.31 algoritmo.
Baigdami m�usù kinù teoremos liekanoms nagrin_ejimà, pasteb_esime,

kad funkcija f : ZM ! Zm1 � Zm2 � : : :Zmk
, M = m1m2 : : :mk,

DBD (mi;mj) = 1, i 6= j, yra ne tik bijekcija, bet ir �ziedù izomor�zmas:
ZM �Zm1 �Zm2 � : : :�Zmk

:
jeigu x � ai (modmi),

y � bi (modmi), 1 6 i 6 k,
tai x+ y � ai + bi (modmi),

x � y � ai � bi (modmi), 1 6 i 6 k,
ir tod_el

f(x + y) = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; ak + bk) = (a1; a2; : : : ; ak)

+ (b1; b2; : : : ; bk);

f(x � y) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk) = (a1; a2; : : : ; ak) � (b1; b2; : : : ; bk):

Pana�siai gal_etume parodyti, kad

UM � Um1 � Um2 � : : :� Umk
;

�cia Ui yra �ziedo Zi elementù, turin�ciù atvirk�stinius, grup_e.
Grì�zkime prie maksimalios eil_es funkcijos �. Tegu n = p�11 p�22 : : : p�kk

yra kanoninis skai�ciaus n skaidinys, o ai { maksimalios eil_es �
�
p�ii
�
=

'
�
p�ii
�
= p�ii � p

�i�1
i elementas grup_eje Up�ii

, 1 6 i 6 k (�sì elementà ai
jau mokame rasti).

Lyginiù sistemos
x � 1 (mod p�11 );

: : : : : : : : : : : : : : : : :

x � 1 (mod p
�i�1
i�1 );

x � ai (mod p�ii );

x � 1 (mod p�i+1i+1 );

: : : : : : : : : : : : : : : : :

x � 1 (mod p�kk )

vienintelio sprendinio xi (mod n) eil_e grup_eje Un yra

ordUnxi = ordUpi�i (ai) = �
�
p�ii
�
:

Atsi�zvelgè ì 6.13 pastabà, galime rasti tokì b 2 Un, kad

ordUn(b) = BMK
�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
:
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Taigi �(n) > BMK
�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
.

Prie�singai, jeigu a 2 Un, tai �zinome, kad

ordUpi�i
(a) dalo �

�
p�ii
�
; 1 6 i 6 k;

ir tod_el ordUpi�i
(a) dalo BMK

�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
= s.

Tada
as � 1 (mod p�ii ); 1 6 i 6 k

ir
as � 1 (mod n);

ordUn(a) 6 s;

�(n) 6 s = BMK
�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
:

Taigi �(n) = BMK
�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
.

6.34 pavyzdys. �(120) = BMK
�
�(23); �(3); �(5)

�
= BMK (2; 2; 4)=4:

Apibendrinsime m�usù �zinias apie grupiù Un maksimalios eil_es funkcijà �.

6.35 teiginys. 1. Funkcijos � reik�sm_es:

�(n) =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

1; kai n = 1; 2,

2; kai n = 4,

p��1(p� 1); kai n = p�; p� nelyginis
pirminis skai�cius,

2��2; kai n = 2�; � > 3,

BMK
�
�(p�11 ); �(p�22

�
; : : : ; �

�
p�kk )

�
; kai n = p�11 p�22 : : : p�kk �

kanoninis skai�ciaus n
skaidinys.

2. Oilerio{Ferma teoremos analogas funkcijai �:
Kai DBD (a; n) = 1, tai a�(n) � 1 (mod n).

3. Kai n = p1p2 : : : pk yra bekvadratis skai�cius (p1; p2; : : : ; pk { skir-
tingi pirminiai skai�ciai), tai su visais a 2 Zn teisinga lygyb_e a�(n)+1 �
a (mod n).

Ìrodymas. 2. Kai a 2 Un, tai ordUn(a) dalo �(n), t.y. �(n) =
ordUn(a) � l ir

a�(n) =
�
aordUn (a)

�l
� 1 (modn):
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