6. ZIEDAI IR IDEALAI

I8 sveikuju skaiciuy pavyzdzio matome, kad aibéje gali buti apibrézta ne
viena operacija. Mus domins algebrineés strukturos su dviem operacijomis.

6.1 apibrézimas. Tegu R yra netuscia aibé, kurioje apibréztos dvi
operacijos: + (sudétis) ir - (daugyba). Jei algebrinéje strukturoje (R, +, -)
patenkintos salygos:

R1: (R,+) — komutatyvioji grupé (G1—G5 salygos),

R2: (R,-) — pusgrupé (G1—G2 salygos),

R3 (sandaugos distributyvumas sudéties atzvilgiu)
(a+b)-c=a-c+b-c c-(a+b)y=c-a+ec-b,

tai struktura (R, +, ) vadinama Ziedu.

6.2 apibrézimas. Tegu (R, +, ) yra Ziedas.

1. Jeigu (R,-) yra monoidas (G1— G3 salygos) ir neutralusis Sio
monoido elementas 1 # 0, tai R vadinamas ziedu su vienetu.

2. Jeigu (R, ) yra komutatyvioji pusgrupé (G1,G2, G5 salygos), tai
R vadinama komutatyviuoju Ziedu.

3. Jeigu komutatyviajame ziede su vienetu R is lygybesa-b =0, a,b €
R, gauname arba a = 0, arba b = 0, tai Ziedas R vadinamas integralumo
sritimi.

4. Jeigu (R — {0}, ) yra grupé, tai R vadinamas lauku.

5. Jeigu (R — {0}, ) yra komutatyvioji grupé, tai R vadinamas kunu.

6. Jeigu netuscias ziedo (kuno) R poaibis S yra Ziedas (kunas) ty
paciy kaip ir R operacijy atzvilgiu, tai S vadinamas poziedziu (pokuniu).

6.3 pavyzdziai. 1. (Q,+,), (R, +,), (C,+, ) yra kanai.

2. (Z,+, ) — integralumo sritis.

3. (Zp,+, ), p— pirminis skai¢ius, — integralumo sritis: jeigu m-n = 0,
tai m-n = 0(mod p) ir p | m-n. Tada arba p | m, arba p | n, t.y. arba
m =0, arham=0.



4. (Zmn, +, ), myn > 1 — naturalieji skaiciai, — komutatyvusis 7iedas
su vienetu, bet ne integralumo sritis: m # 0 ir @ # 0, bet m -7 = 0.

Tokie nenuliniai ziedo R elementai a, b, kuriems galiojalygybé a-b = 0,
vadinami nulio dalikliais.

5. (2Z, 4+, -) — komutatyvusis 7iedas be vieneto.

6. (Mz (R), +, ) — nekomutatyvusis ziedas su vienetu (é ?) ir nulio

dalikliais, pavyzdziui:

o) (0 1)=(0 )

6.4 pastabos. 1. Jeigu ziede R yra 1, tai 1 # 0 ir |R| > 2.
2. Ziede (R, +, ) galioja:

l-a=a-1=a ,a € R,
0-a=a-0=0,a€R,
(—a) - b=a-(=b) = —(ab) ,a,b € R.

3. Kiekvienas kunas K yra integralumo sritis: jeigu a-b =0 ir a # 0,
tai

0=a ' 0=at (a-b)=(a"t a)-b=1-b=b,

t.y. b =0.

4. Kiekviena baigtine integralumo sritis K yra kunas: jeigu aj, as,
..., an visi skirtingl K elementai, o ¢ € K, a # 0, tal a(a; — a;) # 0,
i # j,nes ¢ # 0, a; —a; # 0 ir K — integralumo sritis. Taigi aibéje
{aayi,aas, ... aa,} = {ay,as, ..., a,} egzistuoja toks i, 1 < 7 < n, kad
1 = aa; it a; = a~'. Taip kiekvienam nenuliniam baigtinés integralumo
srities elementui galime rasti atvirkstini.

Si pastaba rodo, kad baigtiné integralumo sritis (Zp,+, ), turinti p
(p — pirminis skaicius) elementu, yra kiinas. Sis kiinas zymimas GF (p) ir
vadinamas Galua! kiinu, turinéiu p elementy.

5. Vederborno? teorema (be irodymo). Baigtinis laukas yra kunas.

Pagrindinis Ziedo ir kuno skirtumas yra tas, kad Ziede ne kiekvienas
nenulinis elementas turl atvirkstini.

L E. Galois, 1811-1832, — pranciizy matematikas.
2J. H. M. Wedderburn, 1882-1948, — amerikie¢iy matematikas.
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6.5 pavyzdziai. 1) Sveikuju skaiciu ziede (Z,+, ) tik du elementai
1ir —1 turi atvirkstinius (sandaugos atzvilgiu).

2) Kvadratiniy matricy ziede (M3 (IR), +, ) tik neissigimusios matricos
turi atvirkstines.

Svarbu yra ir tai, kad Ziedo R elementas a, turintis atvirkstini, tikrai
néra nulio daliklis: ab =0 = a=(ab) =0 = (a7 ta)b =0=b=0.

6.6 teiginys. Visi Ziedo su vienetu (R, +, ) elemental, turintys at-
virkstinius, sudaro grupe U(R) operacijos ,,- “ atZvilgiu.

Irodymas. Pakanka irodyti G1 savybe : jeigu a,b € U(R), taia-b €
U(R) ,nes (a-b)-(a-b)"t=(a-b)-(b7ta")=a-(b-b71)-a"t=a-a"! =
1 e U(R).

A
7.1 apibrézimas. Ziedo (R,+,-) poaibis I C R vadinamas idealu,
Jeigu patenkintos Sios salygos:
a)abel=a—bel;
b)reR acl=arelirrael.

7.2 pastabos. 1. Ziedo R idealas I yra 7iedo R poziedis, bet ne
kiekvienas ziedo R poziedis S yra ziedo R idealas. Stai pavyzdziai:
a) Z yra Q poziedis, bet ne idealas, nes

1 1
L€Z, F€Q bet 1.5¢Z

b) Diagonaliuju matricy poziedis D, (IR) néra idealas n-osios eilés
kvadratiniu matricy ziede M, (R) .

2. Kiekviename ziede (R, +, ) yra bent du idealai: S = {0} ir S = R.
Jie vadinami trivialiaisiais.

3. Tegu duotas ziedo R su vienetu idealas I , o a yra idealo I elemen-
tas, turintis atvirkstini. Tada I = R.

Tegu a € I toks, kad ! € R. Tada e = a-a~! € I ir bet kokiam
reRr-e=rel ty R=1

I$ sios pastabos matome, kad kunas (K, +, -) gali turéti tik trivialino-

sius idealus: T = {0} ir I = R.

4. Ziedo R idealu sankirta (| Ix yraidealas:
a€ A



a) jeigu a,b € [ Iy, tal su visais @ € A, teisinga a,b € I, ir todél

suvisaisa € A, a—be Iy, ty. a—be() I
a €A
b) jeigu r € Rira € (| Iy, t.y. su visais &« € A a € I, ir todél su
ac A
visaisa € A, r-a €Iy, ar €y, ty. ar €] Iy, ra €] Ia.
a€e A ac A

7.3 apibrézimas. 1. Tegu (R, +, ) komutatyvusis Ziedas su vienetu,
0 S C R — netusc¢ias poaibis. Idealy, kuriy poaibis yra S, sankirta vadi-
nama idealu, generuotu S, ir Zymima (S).

Idealas (a), a € R, vadinamas pagrindiniu idealu (generuotu a) —

(a) = {ra | r € R}.

2. Integralumo sritis R, kurios kiekvienas idealas J yra pagrindinis
ir kuriai egzistuoja toks a € R, kad J = (a), vadinama pagrindiniy idealy
sritimi.

7.4 pavyzdys. Tegu n € N. Tada (n) = {n-m|me€Z}=n-7Z
yra pagrindinis idealas Ziede Z. 1§ 5.43 teiginio zinome, kad bet kuris
sveikuju skaic¢iu ziedo adicinis pogrupis yra ciklinis, t.y. generuojamas
vienu elementu, todél bet kuris ziedo 7Z idealas yra pagrindinis ir Z —
pagrindiniu idealu sritis.

Kitas mums svarbus pagrindiniu idealu ziedo pavyzdys — polinomu
virs kuno K ziedas KJx].

7.5 apibrézimas. 1. Tegu (K,+,) yra kunas. Polinomy su koefi-
cientais i§ K aibé

K[z] = {f(x) =ap2" F ap_12" " . Hag | dn, a1, ..., a0 EK}

iprastu sudeties ir sandaugos operaciju polinomams atzvilgiu sudaro zieda,
vadinama polinomu virs K ziedu.

2. Tegu f(z) = apa"+a,_12" "t +...+ag € K[z], a, # 0. Skaicius n
vadinamas polinomo f(x) laipsniu, Zymimadeg f(x) = n, o koeficientas a,
vadinamas vyriausiuoju koeficientu, Zymima l(f). Jeigu polinomo vyriau-
sias koeficientas [(f) = a, = 0, t.y. f(x) = 0, tai susitarsime laikyti
deg f(x) = —oo . Polinomas f(x), kurio [(f) = a, = 1, vadinamas unita-
riuoju.



7.6 teiginys (dalybos algoritmas). Tegu f(x) € Klz] ir g(z) €
K[z], deg g(x) > 0. Tada egzistuoja vieninteliai polinomai ¢(x) ir r(x) i§
K[z], tenkinantys salygas:

1) (@) = a(e) g(2) + r(z);

2) degr(z) < deg g(x).

7.9 apibrézimas. Tegu f(x),g(x) € K, K yra kunas. Sakoma, kad
polinomas f(x) dalijasi is polinomo g(z) (g(x) yra f(x) daliklis), jeigu
egzistuoja toks polinomas h(z) € K[x], kad

7.10 teiginys. [. Tegu f(¢) € K[x]. Kuno K elementas a yra
polinomo f(x) saknis tada ir tik tada, kada f(x) dalijasi is # — a.

2. Polinomas 0 # f(x) € K[x] turi ne daugiau kaip n = deg f(x)
Saknuy kune K.

7.11 teiginys. Polinomuy zZiedas K[z] virs kuno K yra pagrindiniu
idealy sritis, t.y. bet kuriam ziedo K|[x] idealui I egzistuoja vienintelis
unitarusis polinomas g(x) € K|[z], kad

I'=(g(x)).

Irodymas. Zinoma, kad polinomu Ziedas K[z] virs kuno yra inte-
gralumo sritis.

Tegu I yra nenulinis idealas K[z] ir f(x) — maziausiojo laipsnio poli-
nomas, priklausantis I. Polinomas g(z) = I(f)~! f(z) taip pat priklauso
idealui . Belieka isitikinti, kad I = (g(x))

1. Polinomas g(z) yra unitarusis polinomas.

2. Jeigu h(x) bet koks polinomas i§ I, tai polinomuy porai h(z), g(x)
pritaike dalybos algoritma, gausime

h(z) = q(x)g(x) + r(z),
g(z), r(z) € Klz],
deg r(z) < deg g(x).

Bet r(z) = h(z) — q(x)g(x) € I, todél



3. Jeigu g1(x) yra toks unitarusis polinomas, kad

= (9(x) = (91(2)), tai

gz) =c1g1(x), ¢g1(x) =cyg(z), ci,e€ K[x] ir
gi(z) =cegi(z), ir cer =1, ty. e1,c€K.

Taigi

A

7.12 teiginys. Tegu f1(z), f2(2),. .., fm(x) yra polinomai virs kuno
K. Tada egzistuoja toks vienintelis unitarusis polinomas d(z) € K|z], kad:
1) fi dalijasi i§ d visiems ¢, 1 < i< m;
2) jeigu f; dalijasi i§ g visiems i, 1 < i< m; g € K[z], tai ir d dalijasi
i5g.
Polinomas d vadinamas didzZiausiuoju bendruoju polinomu fi, fs,
.oy fm dalikliuir zymimas d = DBD (f1, fa, ..., .fm). Be to,

d=afi +asfo+...+amfm, ai,as,... a4, € K[z].

Irodymas. Aibé I = {b1f1 Fbafot. . by fn | b1, ba, ... by € K[2] }
yra ziedo K[z] idealas:
1) jeigu bilfl + bi2f2 + ...+ bszm el,i=1,2, tal

(bi1fi 4+ biafo+ .4 bimfm) — (barfi + boofo + ...+ bop fin)
= (bn - b21)f1 + <b12 - bzz)fz +...+ (blm - b2m)fm S E
2) jeigu bifi +bafo+ ...+ bmfm €1, r € K[z], tai
T(blfl + bzfz + ...+ bmfm) = (Tbl)fl + (sz)fz + ...+ (Tbm)fm el
Kadangi K[2] yra pagrindiniu idealu sritis, todél egzistuoja vienintelis uni-
tarusis polinomas d € K[z], generuojantis ideala I = (d), t.y. polinomas d
18siskiria teiginyje esanc¢iomis savybeémis.

A

7.16 apibrézimas. 1. Jeigu DBD (fl, fa, oy fm) =1, tai sakoma,
kad polinomai f1, fa, ..., fm yra tarpusavyje pirminial.
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2. Jeigu (fl, f]) =1, ¢ # j, tai sakoma, kad polinomai fi1, fa, ..., fm
yra poromis tarpusavyje pirminial.

Grizkime prie abstrakciu ziedu.

7.17 apibrézimas. Tegu (R,+,) ir (S,®,®) yra zZiedai. Funkcija
f : R = S vadinama ziedy homomorfizmu, jeigu visiems a,b € R

fla+b)=fa) & f(b),
fla-b) = fla) © f(b).

Dar sakoma, kad zieduy homomorfizmas yra funkcija, stabili ziediniy
operaciju atzvilgiu.

Bijektyvus Ziedy homomorfizmas f : R — S vadinamas ziedu izomor-
fizmu, o patys ziedai — izomorfiskais.

7.18 pavyzdys. Funkcija f : Z — Z,, f(n) = K, = 0 yra 7iedy
homomorfizmas, bet ne izomorfizmas, nes, pavyzdziui,

J(0) = f(m) =0.
7.19 apibrézimas. Tegu f : R — S yra ziedy homomorfizmas. Aibé
Ker f={a€R| fla)=0€ 5}

vadinama homomorfizmo f branduoliu.

Pagrindinés homomorfizmo branduolio savybeés yra:

1. Homomorfizmo branduolys yra idealas. Tegu f : (R,+, ) —
(S,®,®) yra ziedy homomorfizmas, tada:

1) (Ker 7 —1—) C (R, 4+) — normalusis pogrupis,

2) visiems r € R, r-Ker f C Kerf, Ker f-r C Kerf, nes, kai a € Kerf,

f(r-a)=f(r)® fa) = f(r)® 0=0,
fla-7)=fla)® f(r)=0 0 f(r)=0.

2. Tegu (R,+,-) yra ziedas, o I — 7iedo R idealas. Aibés
a+I={a+i|iel}
sudaro ziedo R skaidini, nes

a+I=b41] < a—-bel
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Naudojantis gautu skaidiniu, konstruojama faktoraibe R/[, kurioje
apibréziamos dvi operacijos:

(a+ DB+ =(a+b)+1,
(a+DOB+I)=(a-b)+ 1

Jau zinome, kad (R/I’ @) yra komutatyvioji grupé. Operacija ©®
apibrezta korektiskai.

Tegu
a+1=c+1, b+1=d+1, ty.
a—c€el, b—del.
ab—cd=ab—cb+cb—cd=(a—c)b+c(b—d) eI, ty.
€ el

(a+Dob+N=ab+T=cd+I=(c+1)o(d+1)

Taigi (R/I’ @, ®) yra ziedas, vadinamas Ziedo R faktorziedziu moduliu
1. Tada funkcija f : R — R/I’ fla) = a+ I, yra Ziedy homomorfizmas,
kurio branduolys Ker f = I.

7.20 pavyzdys. Faktorziedis Z/(n) yra izomorfiskas ziedui Z,:

(%l ) % .



