
6. �ZIEDAI IR IDEALAI

I�s sveikùjù skai�ciù pavyzd�zio matome, kad aib_eje gali b�uti apibr_e�zta ne
viena operacija. Mus domins algebrin_es strukt�uros su dviem operacijomis.

6.1 apibr_e�zimas. Tegu R yra netu�s�cia aib_e, kurioje apibr_e�ztos dvi
operacijos: + (sud_etis) ir � (daugyba). Jei algebrin_eje strukt�uroje (R;+; �)
patenkintos sàlygos:

R1: (R;+) { komutatyvioji grup_e (G1�G5 sàlygos),
R2: (R; �) { pusgrup_e (G1�G2 sàlygos),
R3 (sandaugos distributyvumas sud_eties at�zvilgiu)

(a+ b) � c = a � c+ b � c c � (a + b) = c � a+ c � b;

tai strukt�ura (R;+; �) vadinama �ziedu.

6.2 apibr_e�zimas. Tegu (R;+; �) yra �ziedas.
1. Jeigu (R; �) yra monoidas (G1�G3 sàlygos) ir neutralusis �sio

monoido elementas 1 6= 0, tai R vadinamas �ziedu su vienetu.
2. Jeigu (R; �) yra komutatyvioji pusgrup_e (G1; G2; G5 sàlygos), tai

R vadinama komutatyviuoju �ziedu.
3. Jeigu komutatyviajame �ziede su vienetu R i�s lygyb_es a�b = 0, a; b 2

R, gauname arba a = 0, arba b = 0, tai �ziedas R vadinamas integralumo
sritimi.

4. Jeigu (R� f0g; �) yra grup_e, tai R vadinamas lauku.
5. Jeigu (R� f0g; �) yra komutatyvioji grup_e, tai R vadinamas k�unu.
6. Jeigu netu�s�cias �ziedo (k�uno) R poaibis S yra �ziedas (k�unas) tù

pa�ciù kaip ir R operacijù at�zvilgiu, tai S vadinamas po�zied�ziu (pok�uniu).

6.3 pavyzd�ziai. 1. (Q;+; �), (R;+; �), (C ;+; �) yra k�unai.
2. (Z;+; �) { integralumo sritis.
3. (Zp;+; �), p { pirminis skai�cius, { integralumo sritis: jeigum�n = 0,

tai m � n � 0(mod p) ir p j m � n. Tada arba p j m, arba p j n, t.y. arba
m = 0, arba n = 0.
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4. (Zm�n;+; �), m;n > 1 { nat�uralieji skai�ciai, { komutatyvusis �ziedas
su vienetu, bet ne integralumo sritis: m 6= 0 ir n 6= 0, bet m � n = 0.

Tokie nenuliniai �ziedo R elementai a; b, kuriems galioja lygyb_e a�b = 0,
vadinami nulio dalikliais.

5. (2Z;+; �) { komutatyvusis �ziedas be vieneto.

6.
�
M2(R);+; �

�
{ nekomutatyvusis �ziedas su vienetu

�
1 0
0 1

�
ir nulio

dalikliais, pavyzd�ziui:

�
1 0
0 0

�
�

�
0 0
0 1

�
=

�
0 0
0 0

�
:

6.4 pastabos. 1. Jeigu �ziede R yra 1, tai 1 6= 0 ir jRj > 2.
2. �Ziede (R;+; �) galioja:

1 � a = a � 1 = a ; a 2 R;

0 � a = a � 0 = 0 ; a 2 R;

(�a) � b = a � (�b) = �(ab) ; a; b 2 R:

3. Kiekvienas k�unas K yra integralumo sritis: jeigu a � b = 0 ir a 6= 0,
tai

0 = a�1 � 0 = a�1 � (a � b) = (a�1 � a) � b = 1 � b = b;

t.y. b = 0.
4. Kiekviena baigtin_e integralumo sritis K yra k�unas: jeigu a1; a2;

: : : ; an visi skirtingi K elementai, o a 2 K, a 6= 0, tai a(ai � aj) 6= 0,
i 6= j, nes a 6= 0, ai � aj 6= 0 ir K { integralumo sritis. Taigi aib_eje
faa1; aa2; : : : ; aang = fa1; a2; : : : ; ang egzistuoja toks i, 1 6 i 6 n, kad
1 = aai ir ai = a�1. Taip kiekvienam nenuliniam baigtin_es integralumo
srities elementui galime rasti atvirk�stinì.

�Si pastaba rodo, kad baigtin_e integralumo sritis (Zp;+; �), turinti p
(p { pirminis skai�cius) elementù, yra k�unas. �Sis k�unas �zymimas GF (p) ir
vadinamas Galua1 k�unu, turin�ciu p elementù.

5. Vederborno2 teorema (be ìrodymo). Baigtinis laukas yra k�unas.

Pagrindinis �ziedo ir k�uno skirtumas yra tas, kad �ziede ne kiekvienas
nenulinis elementas turi atvirk�stinì.

1E. Galois, 1811{1832, { pranc�uzù matematikas.
2 J. H. M. Wedderburn, 1882{1948, { amerikie�ciù matematikas.
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6.5 pavyzd�ziai. 1) Sveikùjù skai�ciù �ziede (Z;+; �) tik du elementai
1 ir �1 turi atvirk�stinius (sandaugos at�zvilgiu).

2) Kvadratiniù matricù �ziede (M2(R);+; �) tik nei�ssigimusios matricos
turi atvirk�stines.

Svarbu yra ir tai, kad �ziedo R elementas a, turintis atvirk�stinì, tikrai
n_era nulio daliklis: ab = 0) a�1(ab) = 0) (a�1a)b = 0) b = 0.

6.6 teiginys. Visi �ziedo su vienetu (R;+; �) elementai, turintys at-
virk�stinius, sudaro grupè U (R) operacijos ,,�\ at�zvilgiu.

Ìrodymas. Pakanka ìrodyti G1 savybè : jeigu a; b 2 U (R), tai a � b 2
U (R) , nes (a � b) � (a � b)�1 = (a � b) � (b�1a�1) = a � (b � b�1) �a�1 = a �a�1 =
1 2 U (R).
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7.1 apibr_e�zimas. �Ziedo (R;+; �) poaibis I � R vadinamas idealu,
jeigu patenkintos �sios sàlygos:

a) a; b 2 I ) a� b 2 I;
b) r 2 R, a 2 I ) ar 2 I ir ra 2 I.

7.2 pastabos. 1. �Ziedo R idealas I yra �ziedo R po�ziedis, bet ne
kiekvienas �ziedo R po�ziedis S yra �ziedo R idealas. �Stai pavyzd�ziai:

a) Zyra Q po�ziedis, bet ne idealas, nes

1 2Z;
1

2
2 Q bet 1 �

1

2
=2Z:

b) Diagonaliùjù matricù po�ziedis Dn(R) n_era idealas n-osios eil_es
kvadratiniù matricù �ziede Mn(R) .

2. Kiekviename �ziede (R;+; �) yra bent du idealai: S = f0g ir S = R.
Jie vadinami trivialiaisiais.

3. Tegu duotas �ziedo R su vienetu idealas I , o a yra idealo I elemen-
tas, turintis atvirk�stinì. Tada I = R:

Tegu a 2 I toks, kad a�1 2 R. Tada e = a � a�1 2 I ir bet kokiam
r 2 R r � e = r 2 I, t.y. R = I.

I�s �sios pastabos matome, kad k�unas (K;+; �) gali tur_eti tik trivialiuo-
sius idealus: I = f0g ir I = R.

4. �Ziedo R idealù sankirta
T

� 2 A
I� yra idealas:
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a) jeigu a; b 2
T

� 2 A
I�, tai su visais � 2 A, teisinga a; b 2 I� ir tod_el

su visais � 2 A, a� b 2 I�, t.y. a � b 2
T

� 2 A
I�;

b) jeigu r 2 R ir a 2
T

� 2 A
I�, t.y. su visais � 2 A a 2 I� ir tod_el su

visais � 2 A, r � a 2 I�, ar 2 I�, t.y. ar 2
T

� 2 A
I�, ra 2

T
� 2 A

I�.

7.3 apibr_e�zimas. 1. Tegu (R;+; �) komutatyvusis �ziedas su vienetu,
o S � R { netu�s�cias poaibis. Idealù, kuriù poaibis yra S, sankirta vadi-
nama idealu, generuotu S, ir �zymima (S).

Idealas (a), a 2 R, vadinamas pagrindiniu idealu (generuotu a) {

(a) = fra j r 2 Rg:

2. Integralumo sritis R, kurios kiekvienas idealas J yra pagrindinis
ir kuriai egzistuoja toks a 2 R, kad J = (a), vadinama pagrindiniù idealù
sritimi.

7.4 pavyzdys. Tegu n 2 N. Tada (n) = fn � m j m 2 Zg = n �Z
yra pagrindinis idealas �ziede Z. I�s 5.43 teiginio �zinome, kad bet kuris
sveikùjù skai�ciù �ziedo adicinis pogrupis yra ciklinis, t.y. generuojamas
vienu elementu, tod_el bet kuris �ziedo Z idealas yra pagrindinis ir Z{
pagrindiniù idealù sritis.

Kitas mums svarbus pagrindiniù idealù �ziedo pavyzdys { polinomù
vir�s k�uno K �ziedas K[x].

7.5 apibr_e�zimas. 1. Tegu (K;+; �) yra k�unas. Polinomù su koe�-
cientais i�s K aib_e

K[x] =
�
f(x) = anx

n + an�1x
n�1 + : : :+ a0 j an; an�1; : : : ; a0 2 K

	

ìprastù sud_eties ir sandaugos operacijù polinomams at�zvilgiu sudaro �ziedà,
vadinamà polinomù vir�s K �ziedu.

2. Tegu f(x) = anx
n+an�1x

n�1+ : : :+a0 2 K[x], an 6= 0. Skai�cius n
vadinamas polinomo f(x) laipsniu, �zymima deg f(x) = n, o koe�cientas an
vadinamas vyriausiuoju koe�cientu, �zymima l(f). Jeigu polinomo vyriau-
sias koe�cientas l(f) = an = 0, t.y. f(x) = 0, tai susitarsime laikyti
deg f(x) = �1 . Polinomas f(x), kurio l(f) = an = 1, vadinamas unita-
riuoju.
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7.6 teiginys (dalybos algoritmas). Tegu f(x) 2 K[x] ir g(x) 2
K[x], deg g(x) > 0. Tada egzistuoja vieninteliai polinomai q(x) ir r(x) i�s
K[x], tenkinantys sàlygas:

1) f(x) = q(x) g(x) + r(x);
2) deg r(x) < deg g(x).

7.9 apibr_e�zimas. Tegu f(x); g(x) 2 K, K yra k�unas. Sakoma, kad
polinomas f(x) dalijasi i�s polinomo g(x) (g(x) yra f(x) daliklis), jeigu
egzistuoja toks polinomas h(x) 2 K[x], kad

f(x) = g(x)h(x):

7.10 teiginys. 1. Tegu f(x) 2 K[x]. K�uno K elementas a yra
polinomo f(x) �saknis tada ir tik tada, kada f(x) dalijasi i�s x� a.

2. Polinomas 0 6= f(x) 2 K[x] turi ne daugiau kaip n = deg f(x)
�saknù k�une K.

7.11 teiginys. Polinomù �ziedas K[x] vir�s k�uno K yra pagrindiniù
idealù sritis, t.y. bet kuriam �ziedo K[x] idealui I egzistuoja vienintelis
unitarusis polinomas g(x) 2 K[x], kad

I = (g(x)):

Ìrodymas. �Zinoma, kad polinomù �ziedas K[x] vir�s k�uno yra inte-
gralumo sritis.

Tegu I yra nenulinis idealas K[x] ir f(x) { ma�ziausiojo laipsnio poli-
nomas, priklausantis I. Polinomas g(x) = l(f)�1f(x) taip pat priklauso
idealui I. Belieka ìsitikinti, kad I =

�
g(x)

�
.

1. Polinomas g(x) yra unitarusis polinomas.
2. Jeigu h(x) bet koks polinomas i�s I, tai polinomù porai h(x); g(x)

pritaikè dalybos algoritmà, gausime

h(x) = q(x)g(x) + r(x);

q(x); r(x) 2 K[x];

deg r(x) < deg g(x):

Bet r(x) = h(x)� q(x)g(x) 2 I, tod_el

r(x) = 0 ir h(x) = q(x)g(x):
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3. Jeigu g1(x) yra toks unitarusis polinomas, kad

I =
�
g(x)

�
=
�
g1(x)

�
; tai

g(x) = c1g1(x); g1(x) = c g(x); c1; c 2 K[x] ir

g1(x) = c c1g1(x); ir cc1 = 1; t:y: c1; c 2 K:

Taigi
g1(x) = g(x):

4

7.12 teiginys. Tegu f1(x); f2(x); : : : ; fm(x) yra polinomai vir�s k�uno
K. Tada egzistuoja toks vienintelis unitarusis polinomas d(x) 2 K[x], kad:

1) fi dalijasi i�s d visiems i, 1 6 i 6 m;
2) jeigu fi dalijasi i�s g visiems i, 1 6 i 6 m; g 2 K[x], tai ir d dalijasi

i�s g.
Polinomas d vadinamas did�ziausiuoju bendruoju polinomù f1; f2;

: : : ; fm dalikliu ir �zymimas d = DBD (f1; f2; : : : ; :fm). Be to,

d = a1f1 + a2f2 + : : :+ amfm; a1; a2; : : : ; am 2 K[x] :

Ìrodymas. Aib_e I =
�
b1f1+b2f2+: : :+bmfm j b1; b2; : : : ; bm 2 K[x]

	
yra �ziedo K[x] idealas:

1) jeigu bi1f1 + bi2f2 + : : :+ bimfm 2 I, i = 1; 2, tai

�
b11f1 + b12f2 + : : :+ b1mfm

�
�
�
b21f1 + b22f2 + : : :+ b2mfm

�
=
�
b11 � b21

�
f1 +

�
b12 � b22

�
f2 + : : :+

�
b1m � b2m

�
fm 2 I;

2) jeigu b1f1 + b2f2 + : : :+ bmfm 2 I, r 2 K[x], tai

r
�
b1f1 + b2f2 + : : :+ bmfm

�
=
�
rb1

�
f1 +

�
rb2

�
f2 + : : :+

�
rbm

�
fm 2 I:

KadangiK[x] yra pagrindiniù idealù sritis, tod_el egzistuoja vienintelis uni-
tarusis polinomas d 2 K[x], generuojantis idealà I = (d), t.y. polinomas d
i�ssiskiria teiginyje esan�ciomis savyb_emis.

4

7.16 apibr_e�zimas. 1. Jeigu DBD
�
f1; f2; : : : ; fm

�
= 1, tai sakoma,

kad polinomai f1; f2; : : : ; fm yra tarpusavyje pirminiai.
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2. Jeigu
�
fi; fj

�
= 1, i 6= j, tai sakoma, kad polinomai f1; f2; : : : ; fm

yra poromis tarpusavyje pirminiai.

Grì�zkime prie abstrak�ciù �ziedù.

7.17 apibr_e�zimas. Tegu (R;+; �) ir (S;�;�) yra �ziedai. Funkcija
f : R! S vadinama �ziedù homomor�zmu, jeigu visiems a; b 2 R

f(a + b) = f(a) � f(b);

f(a � b) = f(a) � f(b):

Dar sakoma, kad �ziedù homomor�zmas yra funkcija, stabili �ziediniù
operacijù at�zvilgiu.

Bijektyvus �ziedù homomor�zmas f : R! S vadinamas �ziedù izomor-
�zmu, o patys �ziedai { izomor��skais.

7.18 pavyzdys. Funkcija f : Z! Zm, f(n) = Kn = n yra �ziedù
homomor�zmas, bet ne izomor�zmas, nes, pavyzd�ziui,

f(0) = f(m) = 0:

7.19 apibr_e�zimas. Tegu f : R! S yra �ziedù homomor�zmas. Aib_e

Ker f = fa 2 R j f(a) = 0 2 Sg

vadinama homomor�zmo f branduoliu.
Pagrindin_es homomor�zmo branduolio savyb_es yra:
1. Homomor�zmo branduolys yra idealas. Tegu f : (R;+; �) !

(S;�;�) yra �ziedù homomor�zmas, tada:
1)
�
Ker f;+

�
� (R;+) { normalusis pogrupis,

2) visiems r 2 R, r �Kerf � Ker f, Kerf � r � Ker f, nes, kai a 2 Ker f,

f(r � a) = f(r) � f(a) = f(r) � 0 = 0;

f(a � r) = f(a) � f(r) = 0 � f(r) = 0:

2. Tegu (R;+; �) yra �ziedas, o I { �ziedo R idealas. Aib_es

a+ I = fa+ i j i 2 Ig

sudaro �ziedo R skaidinì, nes

a+ I = b+ I () a� b 2 I:
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Naudojantis gautu skaidiniu, konstruojama faktoraib_e R
�
I, kurioje

apibr_e�ziamos dvi operacijos:

(a+ I) � (b+ I) = (a+ b) + I;

(a+ I) � (b+ I) = (a � b) + I:

Jau �zinome, kad (R
�
I;�) yra komutatyvioji grup_e. Operacija �

apibr_e�zta korekti�skai.
Tegu

a + I = c+ I; b+ I = d+ I; t:y:

a � c 2 I; b� d 2 I:

ab� cd = ab� cb+ cb� cd = (a� c)b
2 I

+ c(b� d)
2 I

2 I; t:y:

(a+ I) � (b + I) = ab+ I = cd+ I = (c+ I) � (d+ I)

Taigi (R
�
I;�;�) yra �ziedas, vadinamas �ziedo R faktor�zied�ziu moduliu

I. Tada funkcija f : R ! R
�
I, f(a) = a + I, yra �ziedù homomor�zmas,

kurio branduolys Ker f = I.

7.20 pavyzdys. Faktor�ziedis Z
�
(n) yra izomor��skas �ziedui Zn:

�
Z
�
(n);+; �

�
�
�
Zn;+; �

�
:
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