5. GRUPIU FAKTORIZACIJA

Grizkime prie grupés A sluoksniu pogrupio B atzvilgiu.

5.24 apibrézimas. Grupés (A, ) pogrupis B vadinamas normaliuo-
Ju, jeigu visiems a € A
a-B=B-a.

5.25 pastaba. IS apibrezimo matome, kad B — normalusis A pogrupis
tada ir tik tada, kai a- B - a~' = B visiems a € A. Si salyga gali buti
susilpninta:

N) Grupés A pogrupis B yra normalusis tada ir tada, kai visiems
a €A

a-B-a”'CB.

Nurodytas salygas irodyti paliekame skaitytojui.

5.26 pavyzdziai. 1. Bet koks komutatyviosios grupés pogrupis yra
normalusis.

2. Grupeés A pogrupis B, kurio indeksas |A : B| grupéje A lygus 2, yra
normalusis, nes grupés A tiek kairieji, tiek desinieji sluoksniai B atzvilgiu
yra tik du: B ir A — B.

Jeigu A = 5, yra n-osios eilés simetriné grupé, o B = A,, — lyginiu
keitiniy grupé (alternuojancioji grupé), tai, |S,| = n!, |An| = ”7' Pagal
Lagranzo teorema |S, : A,| = # = 2, todél alternuojancioji grupé yra
normalusis simetrinés grupées pogrupis.

Matyt, pati svarbiausia normaliuju pogrupiu savybé yra ta, kad grupes
A sluoksniu normaliojo pogrupio B atzvilgiu aibéje (zymuo A/B) galima
apibrézti grupes struktura. Parodysime, kaip tai padaryti.

5.27 teiginys. Tegu (A, ) yra grupé, o (B, ) — jos normalusis pogru-
pis. Tada ekvivalentumo sarysis ~ is 5.14 teiginio turi savybe:

jeigu ay ~ ag Ir ¢ ~ co, tai aj-c1 ~ as-ca,

1



t.y.,
jeigu ay - B=as -Birecy-B=co-B, tai

ay-cy-B=as- ey By

éia ay, as, 1, co — bet kurie grupes A elementai.

Teigini irodyti tiesiogial paliekame skaitytojui kaip pratima.
Siuo teiginiu faktoraibéje A/B apibréziama operacija @ : (a1 - B) ®
def

(¢c1 - B) = (a1 -¢1) - B yra korektiska, t.y. ji apibréziama sluoksniams
ir nepriklauso nuo 8iuos sluoksnius atstovaujanciuy elementy a; ir ¢; (juos
galima pakeisti elementais az ir ca, kuriems teisinga as ~ ay, ca2 ~ ¢1).

5.28 teiginys. Jeigu (A,-) yra grupé, o (B,:) - jos normalusis
pogrupis, tai (A/B,®) yra grupé. Si grupe vadinama grupes A faktor-
grupe pogrupio B atzvilgiu.

Irodymas. 1) G1: (a-B)®(¢-B)=(a-¢)-B€ A/B su visais a,c € A.
2) G2:

((a-B)@(c-B) @(d-B)=((a-c)-B)© (d-B) = ((a-c)-d) - B
—(a-(c-d))-B=(a-B)@((c-d)-B)
— (a-B)® ((c-B) @ (d- B)).

3) (G3: jeigu 1 yra neutralusis grupés A elementas, tai 1 - B = B -
neutralusis A/B elementas: (a-B)®(1-B)=(a-1)-B=ua-B, kaia € A.
4) G4: jeigu a=! yra atvirkstinis elemento a elementas grupéje A, tai

(a~B)®(a_1~B) = (a~a_1)~B: 1-B = (a_1~a)~B: (a_1~B)®(a~B).

A

5.29 pastabos. 1. |A/B |=14: B].
2. Jeigu A yra baigtine grupe, tai |A/B | = ?

5.30 pavyzdziai. 1. Tegu A = (Sp,0) yra simetriné grupé, B =
(Ap, o) — alternuojanti grupeé, o — keitiniy kompozicija.
Faktorgrupéje (Sn/A , ~), kurioje yra du elementai ¢ = A,,, « = 5, —
n

Ay, veiksmu lentelé yra
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2. Tegu A = (Z,+), B=(nZ,+), n € N.

Grupé A yra komutatyvioji grupé, todel B — normalusis Sios grupeés
pogrupis.

Remiantis 5.14 teiginiu, kai a; = ¢; (mod n), as = ¢s (mod n), tai
a1 + as = ¢1 + ¢z (mod n).

Todél (Z),7,@) = (Zn,+).

Grupiu strukturu teorijoje svarbus vaidmuo tenka funkcijoms, api-
bréeztoms vienoje grupéje ir igyjancioms reikSmes kitoje bei islaikancioms
iy struktury operacijas.

5.31 apibrézimas. Tegu (A, *), (B, o) yra grupés. Funkcija f : A —
B vadinama grupiu homomorfizmu, jeigu

flay * az) = f(a1) o f(az),su visaisay, az € A.

Bijektyvusis homomorfizmas vadinamas izomorfizmu.

5.32 pavyzdiziai. 1. f:7Z — Z,, f(m) = m yra homomorfizmas,
nes f(my +msy) =mq + my =M1 + Mz = f(m1) + f(ma).

2. A= GL,(R) yra realiuju n-osios eilés kvadratiniy matricy multi-
plikaciné grupe, B = R* — nenuliniu realiuju skaic¢iu multiplikaciné grupe.

Funkcija f(M) = det M yra homomorfizmas, nes

F(M - NY=det( M -N) =det M -det N = f(M) - f(N).

3. A =S5, yra simetriné grupé, B = C3 — dvieju elementu {1, -1}
grupé su veiksmuy lentele

| 1 -1
1] 1 -1
-1 -1 1



Funkcija

. _ 1, kai 7 — lyginis keitinys,
sign(r) = { —1, kai 7 — nelyginis keitinys,

yra homomorfizmas: sign : S, — Cs.

Dabar pateiksime svarbiausias grupiu homomorfizmu savybes.

5.33 teiginys. Tegu (A,x*), (B,:) yra grupés, ea, egp — neutralieji
grupiu A ir B elementai, o f : A - B — grupiu homomorfizmas. Tada:

DImf={be B |3a€ A, fla)="0b} yra grupés B pogrupis.

2) f(eA) = €B.

3) fla™h) = ((f(a))~!, a € A.

Irodymas. 1) Salygas G'1—G4 aibei Im f patikrinti palickame skaity-
tojui.

2) fla) = flaxe) = fla) - fle) = flexa) = f(e) - f(a).

Taigi pagal neutraliojo elemento apibrézima f(es) = ep.

3) fla) - fla=) = f(a™t) - f(a) = f(e), todél
(F(@)™ = (f@)™" ep = (F(a)™" - (f(a) - Fa™h))

5.34 apibrézimas. Tegu f : (A, *) — (B, o) yra grupiu homomor-
fizmas. Aibé Ker f = {a € A | f(a) = ep; ¢ia ep — neutralus grupés B
elementas} vadinama homomorfizmo f branduoliu.

5.35 pavyzdziai. 1. Homomorfizmo f : Z — Z,, f(m) = m, bran-
duolys Ker f = {m € Z|m =0} = {rn | r € Z} =< n > — ciklinis Z
pogrupis, generuojamas skaiciumi n.

2. Homomorfizmo det : GL,(R) — R* branduolys yra Ker det =
{M e GL,(R) | det M =1} = SL,(R) — specialioji tiesiné grupe.

3. Homomorfizmo sign : .S,, — C5 branduolys yra

Ker sign = {7 | 7 — lyginis keitinys} = A,, — alternuojancioji grupé.

5.36 pastabos. 1. Grupiy homomorfizmo f : (A4, *) — (B, ) bran-
duolys Ker f yra normalusis pogrupis, nes jeigu a € A, ¢ € Ker f, tai

flaxesa™) = f(a)- f(e)- fla™) = f(a) -en - f(a™") = fla) f(a™") = ep
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~1 € Ker f. Taigi pagal salyga N) Ker f — normalusis

ir todél a % ¢ % a
pogrupis.
2. Svarbu yra ir tai, kad jeign N yra grupés (A, ) normalusis pogru-

pis, tai galima apibrézti homomorfizma

fA—=Aly,
fla) =ax N,

kurio branduolys Ker f = N.

Kitais zodziais sakant, bet kuris grupiu homomorfizmo branduolys
yra normalusis pogrupis ir kiekviena normaluji grupés pogrupi galima re-
alizuoti kaip visiskai apibrézto homomorfizmo branduoli. Siuos sampro-
tavimus apibendrina 3.13 teiginio analogas grupéms.

5.37 teorema (homomorfizmu teorema grupéms). Tegu [ :
(A, %) = (B,0) yra grupiy homomorfizmas. Tada egzistuoja vienintelis
homomorfizmas f : A/Ker F B, kurio déka diagrama

4 Lo
A/Ker f

yra komutatyvi, t.y. f = f-p, f yra grupiy (A/Ker Iz ®) ir f(A) izomor-
fizmas, o p — siurjektyvusis homomorfizmas.

5.38 apibrézimas. Grupés A ir B vadinamos izomorfinémis, jeigu
egzistuoja izomorfizmas f : A — B. Zymesime A & B.

5.39 pastabos. 1. Grupiu izomorfizmas yra ekvivalentumo sarysis.

2. Jeigu funkcija f : A — B yra grupiu A ir B izomorfizmas, tai ir
funkcija f~' : B — A yra grupiu B ir A izomorfizmas.

5.40 pavyzdziai. 1. Z/<n> ~ Z,. ldomu yra ir tai, kad ciklinis
sveikuju skai¢iu grupeés (7, +) pogrupis (n) &~ Z : i§ tikruju funkcija f,, :
7. — (n), fo(m) = n-m, yra grupiy izomorfizmas. Atkreipkime démesi ir |
tai, kad (Z, +) ir (n) yra abi begalinés ciklinés grupés, kuriy generuojantys
elementai 1 arba —1 yra grupéje Z ir n arba —n — grupéje (n).



3. GL”(R)/SLH (R) ~ R*.

4. Pradésime apibrézimu. Tegu (A, ) ir (B, o) yra grupés. Algebriné
struktura

(A x B,-),
kuriai apibrézta
(a1,b1) - (az,b2) = (a1 % as, by 0 ba),

vadinama grupiu A ir B tiesiogine sandauga.
Tai, kad tiesioginé grupiu sandauga yra grupe, paliekame patikrinti
skaitytojui. Pateiksime jdomu pavyzdi.

Grupéje Zy x Zsz yra Sedi elementai:
(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1) ir (1,2).

Veiksmu lentelé sioje grupéje yra tokia:

+ | 00 (01) (0,2 1,0 (1,1) (1,2
0,00 (0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1, 1) (1,2)
O, 1] 0,1 0,2 0,0 1,1 (1,2) (1,0
0,2)] (0,2) 0,00 (0,1) (1,2) (1,0) (1,1)
1,0y (1,0) (1,1) (1,2) (0,00 (0,1) (0,2)
Wy @Y (1,2 (Lo 0,1 (0,2) (0,0)
2| @12 1o (L1 (02 (0,0 (0,1)

Nesudétinga isitikinti tuo, kad funkcija f : Zg — Zo x Zs, apibrézta
tygybémis £(0) = (0,0), (1) = (1,1), £2) = (0.2), £(3) = (1,0), F(4) =
(0,1), f(5) = (1,2), yra grupiu izomorfizmas: Zs ~ Za X Zs.

Bet ar izomorfinés grupés Zg ir Zo x Z4?7 Jei ne, tai kodél, jei taip,
tai kodeél?

Nagrinékime ciklines grupes.

Pasirodo, kad visos ciklinés grupés yra izomorfiskos arba sveikuju
skaiciu grupei Z, arba vienai 18 grupiu Z,, n € N, priklausomai nuo to, ar
kalbama apie begaline, ar apie baigtine cikline grupe.
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5.41 teiginys. 1. Baigtiné cikliné grupé, kurioje yra n elementy, yra
izomorfiné grupei Zy,:

(a)n = <{a’a2a o a” =el, ) ~ (z2mp, +)

2. Begaliné cikliné grupe yra izomorfine grupei Z.

Irodymas. 1. Funkcija ¢, : Z, — (a),, apibréita lygybe ¢, (k) = d*,
yra izomorfizmas:

a) ¥, — homomorfizmas, nes ¢, (k + )

b) ¢, — bijekcija, nes, jeigu ¢, (k) =
kai 1 <k 1< n

= at - = pu(k) - Pu(l);
en(l), tai a® = d' ir todél k =1,

2. Funkcija ¢g : Z — (a)), apibréita lygybémis wo(k) = a*, yra
1izomorfizmas:

a) ¢y — homomorfizmas, nes ¥o(k+1) = a**t' = a* - a' = o (k) - o(l);

b) ¢y — bijekcija, nes ¥o(k) = ¥o(l) tada ir tik tada, kai a* = o,
a"=l = eay, by k=1=0, k=1

A
5.42 pavyzdys. Cikliné grupé visada komutatyvi, nes ir Z, ir Z,, yra

komutatyvios grupés. Stai kodél simetriné grupé Sy, n > 3, néra cikliné:

ji néra komutatyvi: (12)(123) = (13) # (23) = (123)(12).



