
5. GRUPIÙ FAKTORIZACIJA

Grì�zkime prie grup_es A sluoksniù pogrupio B at�zvilgiu.

5.24 apibr_e�zimas. Grup_es (A; �) pogrupis B vadinamas normaliuo-
ju, jeigu visiems a 2 A

a �B = B � a:

5.25 pastaba. I�s apibr_e�zimomatome, kadB { normalusisA pogrupis
tada ir tik tada, kai a � B � a�1 = B visiems a 2 A. �Si sàlyga gali b�uti
susilpninta:

N) Grup_es A pogrupis B yra normalusis tada ir tada, kai visiems
a 2 A

a �B � a�1 � B:

Nurodytas sàlygas ìrodyti paliekame skaitytojui.

5.26 pavyzd�ziai. 1. Bet koks komutatyviosios grup_es pogrupis yra
normalusis.

2. Grup_es A pogrupis B, kurio indeksas jA : Bj grup_eje A lygus 2, yra
normalusis, nes grup_es A tiek kairieji, tiek de�sinieji sluoksniai B at�zvilgiu
yra tik du: B ir A�B.

Jeigu A = Sn yra n-osios eil_es simetrin_e grup_e, o B = An { lyginiù
keitiniù grup_e (alternuojan�cioji grup_e), tai, jSnj = n!, jAnj =

n!
2
. Pagal

Lagran�zo teoremà jSn : Anj =
n!
n!=2

= 2, tod_el alternuojan�cioji grup_e yra

normalusis simetrin_es grup_es pogrupis.
Matyt, pati svarbiausia normaliùjù pogrupiù savyb_e yra ta, kad grup_es

A sluoksniù normaliojo pogrupio B at�zvilgiu aib_eje (�zymuo A
�
B) galima

apibr_e�zti grup_es strukt�urà. Parodysime, kaip tai padaryti.

5.27 teiginys. Tegu (A; �) yra grup_e, o (B; �) { jos normalusis pogru-
pis. Tada ekvivalentumo sàry�sis � i�s 5.14 teiginio turi savybè:

jeigu a1 � a2 ir c1 � c2; tai a1 � c1 � a2 � c2;
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t.y.,

jeigu a1 �B = a2 �B ir c1 �B = c2 �B; tai

a1 � c1 �B = a2 � c2 �B;

�cia a1, a2, c1, c2 { bet kurie grup_es A elementai.

Teiginì ìrodyti tiesiogiai paliekame skaitytojui kaip pratimà.
�Siuo teiginiu faktoraib_eje A

�
B apibr_e�ziama operacija 
 : (a1 � B) 


(c1 � B) =
def

(a1 � c1) � B yra korekti�ska, t.y. ji apibr_e�ziama sluoksniams
ir nepriklauso nuo �siuos sluoksnius atstovaujan�ciù elementù a1 ir c1 (juos
galima pakeisti elementais a2 ir c2, kuriems teisinga a2 � a1, c2 � c1).

5.28 teiginys. Jeigu (A; �) yra grup_e, o (B; �) { jos normalusis
pogrupis, tai (A

�
B;
) yra grup_e. �Si grup_e vadinama grup_es A faktor-

grupe pogrupio B at�zvilgiu.

Ìrodymas. 1) G1: (a �B)
 (c �B) = (a � c) �B 2 A
�
B su visais a; c 2 A.

2) G2:

�
(a �B) 
 (c �B)

�

 (d �B) =

�
(a � c) �B

�

 (d �B) =

�
(a � c) � d

�
�B

=
�
a � (c � d)

�
�B = (a �B) 


�
(c � d) �B

�
= (a �B) 


�
(c �B) 
 (d �B)

�
:

3) G3: jeigu 1 yra neutralusis grup_es A elementas, tai 1 � B = B {
neutralusis A

�
B elementas: (a �B)
 (1 �B) = (a � 1) �B = a �B, kai a 2 A.

4) G4: jeigu a�1 yra atvirk�stinis elemento a elementas grup_eje A, tai

(a �B)

�
a�1 �B

�
=
�
a �a�1

�
�B = 1 �B =

�
a�1 �a

�
�B =

�
a�1 �B

�

 (a �B):
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5.29 pastabos. 1. jA
�
B j = jA : Bj.

2. Jeigu A yra baigtin_e grup_e, tai jA
�
B j = jAj

jBj .

5.30 pavyzd�ziai. 1. Tegu A = (Sn; �) yra simetrin_e grup_e, B =
(An; �) { alternuojanti grup_e, � { keitiniù kompozicija.

Faktorgrup_eje
�
Sn

�
An

; �
�
, kurioje yra du elementai " = An, � = Sn�

An, veiksmù lentel_e yra
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� " �

" " �

� � "

2. Tegu A = (Z;+), B = (nZ;+), n 2 N.
Grup_e A yra komutatyvioji grup_e, tod_el B { normalusis �sios grup_es

pogrupis.
Remiantis 5.14 teiginiu, kai a1 � c1 (mod n), a2 � c2 (mod n), tai

a1 + a2 � c1 + c2 (mod n):

Tod_el
�
Z
�
nZ;


�
=
�
Zn;+

�
:

Grupiù strukt�urù teorijoje svarbus vaidmuo tenka funkcijoms, api-
br_e�ztoms vienoje grup_eje ir ìgyjan�cioms reik�smes kitoje bei i�slaikan�cioms
�siù strukt�urù operacijas.

5.31 apibr_e�zimas. Tegu (A; �), (B; �) yra grup_es. Funkcija f : A!
B vadinama grupiù homomor�zmu, jeigu

f(a1 � a2) = f(a1) � f(a2); su visais a1; a2 2 A:

Bijektyvusis homomor�zmas vadinamas izomor�zmu.

5.32 pavyzd�ziai. 1. f : Z! Zn, f(m) = m yra homomor�zmas,
nes f(m1 +m2) = m1 +m2 = m1 +m2 = f(m1) + f(m2).

2. A = GLn(R) yra realiùjù n-osios eil_es kvadratiniù matricù multi-
plikacin_e grup_e, B = R� { nenuliniù realiùjù skai�ciù multiplikacin_e grup_e.

Funkcija f(M ) = det M yra homomor�zmas, nes

f(M �N ) = det(M �N ) = det M � det N = f(M ) � f(N ):

3. A = Sn yra simetrin_e grup_e, B = C2 { dviejù elementù f1;�1g
grup_e su veiksmù lentele

� 1 �1

1 1 �1

�1 �1 1
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Funkcija

sign(�) =

�
1; kai � { lyginis keitinys,
�1; kai � { nelyginis keitinys,

yra homomor�zmas: sign : Sn ! C2.

Dabar pateiksime svarbiausias grupiù homomor�zmù savybes.

5.33 teiginys. Tegu (A; �), (B; �) yra grup_es, eA, eB { neutralieji
grupiù A ir B elementai, o f : A! B { grupiù homomor�zmas. Tada:

1) Im f = fb 2 B j 9a 2 A; f(a) = bg yra grup_es B pogrupis.
2) f(eA) = eB .
3) f(a�1) = ((f(a))�1, a 2 A.

Ìrodymas. 1) Sàlygas G1�G4 aibei Im f patikrinti paliekame skaity-
tojui.

2) f(a) = f(a � e) = f(a) � f(e) = f(e � a) = f(e) � f(a).

Taigi pagal neutraliojo elemento apibr_e�zimà f(eA) = eB .
3) f(a) � f(a�1) = f(a�1) � f(a) = f(e), tod_el

(f(a))�1 = (f(a))�1 � eB = (f(a))�1 � (f(a) � f(a�1))

= ((f(a))�1 � f(a)) � f(a)�1 = eB � f(a
�1) = f(a�1):

4

5.34 apibr_e�zimas. Tegu f : (A; �) ! (B; �) yra grupiù homomor-
�zmas. Aib_e Ker f = fa 2 A j f(a) = eB ; �cia eB { neutralus grup_es B
elementasg vadinama homomor�zmo f branduoliu.

5.35 pavyzd�ziai. 1. Homomor�zmo f :Z! Zn, f(m) = m, bran-
duolys Ker f = fm 2 Zj m = 0g = frn j r 2 Zg =< n > { ciklinis Z
pogrupis, generuojamas skai�ciumi n.

2. Homomor�zmo det : GLn(R) ! R
� branduolys yra Ker det =

fM 2 GLn(R) j det M = 1g = SLn(R) { specialioji tiesin_e grup_e.
3. Homomor�zmo sign : Sn ! C2 branduolys yra

Ker sign = f� j � � lyginis keitinysg = An � alternuojan�cioji grup_e:

5.36 pastabos. 1. Grupiù homomor�zmo f : (A; �) ! (B; �) bran-
duolys Ker f yra normalusis pogrupis, nes jeigu a 2 A, c 2 Ker f , tai

f
�
a�c�a�1

�
= f(a) �f(c) �f(a�1) = f(a) �eB �f(a

�1) = f(a) �f(a�1) = eB
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ir tod_el a � c � a�1 2 Ker f . Taigi pagal sàlygà N) Ker f { normalusis
pogrupis.

2. Svarbu yra ir tai, kad jeigu N yra grup_es (A; �) normalusis pogru-
pis, tai galima apibr_e�zti homomor�zmà

f : A! A
�
N;

f(a) = a �N;

kurio branduolys Ker f = N .
Kitais �zod�ziais sakant, bet kuris grupiù homomor�zmo branduolys

yra normalusis pogrupis ir kiekvienà normalùjì grup_es pogrupì galima re-
alizuoti kaip visi�skai apibr_e�zto homomor�zmo branduolì. �Siuos sampro-
tavimus apibendrina 3.13 teiginio analogas grup_ems.

5.37 teorema (homomor�zmù teorema grup_ems). Tegu f :
(A; �) ! (B; �) yra grupiù homomor�zmas. Tada egzistuoja vienintelis
homomor�zmas f : A

�
Ker f ! B, kurio d_eka diagrama

A �!
f

B

&p %
f

A
�
Ker f

yra komutatyvi, t.y. f = f � p, f yra grupiù
�
A
�
Ker f ;


�
ir f(A) izomor-

�zmas, o p { siurjektyvusis homomor�zmas.

5.38 apibr_e�zimas. Grup_es A ir B vadinamos izomor�n_emis, jeigu
egzistuoja izomor�zmas f : A! B. �Zym_esime A � B.

5.39 pastabos. 1. Grupiù izomor�zmas yra ekvivalentumo sàry�sis.
2. Jeigu funkcija f : A ! B yra grupiù A ir B izomor�zmas, tai ir

funkcija f�1 : B ! A yra grupiù B ir A izomor�zmas.

5.40 pavyzd�ziai. 1. Z
�
hni � Zn. Ìdomu yra ir tai, kad ciklinis

sveikùjù skai�ciù grup_es (Z;+) pogrupis hni �Z: i�s tikrùjù funkcija fn :
Z! hni; fn(m) = n �m, yra grupiù izomor�zmas. Atkreipkime d_emesì ir ì
tai, kad (Z;+) ir hni yra abi begalin_es ciklin_es grup_es, kuriù generuojantys
elementai 1 arba �1 yra grup_eje Zir n arba �n { grup_eje hni.

2. Sn
�
An

� C2.
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3. GLn(R)
�
SLn(R)

� R�.

4. Prad_esime apibr_e�zimu. Tegu (A; �) ir (B; �) yra grup_es. Algebrin_e
strukt�ura

(A� B; �);

kuriai apibr_e�zta

�
a1; b1

�
�
�
a2; b2

�
=
�
a1 � a2; b1 � b2

�
;

vadinama grupiù A ir B tiesiogine sandauga.
Tai, kad tiesiogin_e grupiù sandauga yra grup_e, paliekame patikrinti

skaitytojui. Pateiksime ìdomù pavyzdì.

Grup_eje Z2 �Z3 yra �se�si elementai:

(0; 0); (0; 1); (0; 2); (1;0); (1; 1) ir (1; 2):

Veiksmù lentel_e �sioje grup_eje yra tokia:

+ (0; 0) (0; 1) (0; 2) (1; 0) (1; 1) (1; 2)

(0; 0) (0; 0) (0; 1) (0; 2) (1; 0) (1; 1) (1; 2)

(0; 1) (0; 1) (0; 2) (0; 0) (1; 1) (1; 2) (1; 0)

(0; 2) (0; 2) (0; 0) (0; 1) (1; 2) (1; 0) (1; 1)

(1; 0) (1; 0) (1; 1) (1; 2) (0; 0) (0; 1) (0; 2)

(1; 1) (1; 1) (1; 2) (1; 0) (0; 1) (0; 2) (0; 0)

(1; 2) (1; 2) (1; 0) (1; 1) (0; 2) (0; 0) (0; 1)

Nesud_etinga ìsitikinti tuo, kad funkcija f : Z6 !Z2 �Z3, apibr_e�zta
lygyb_emis f(0) = (0; 0), f(1) = (1; 1), f(2) = (0; 2), f(3) = (1; 0), f(4) =
(0; 1), f(5) = (1; 2), yra grupiù izomor�zmas: Z6 �Z2 �Z3.

Bet ar izomor�n_es grup_es Z8 ir Z2 �Z4? Jei ne, tai kod_el, jei taip,
tai kod_el?

Nagrin_ekime ciklines grupes.
Pasirodo, kad visos ciklin_es grup_es yra izomor��skos arba sveikùjù

skai�ciù grupei Z, arba vienai i�s grupiùZn, n 2 N, priklausomai nuo to, ar
kalbama apie begalinè, ar apie baigtinè ciklinè grupè.
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5.41 teiginys. 1. Baigtin_e ciklin_e grup_e, kurioje yra n elementù, yra
izomor�n_e grupei Zn:

hain =
�
fa; a2; : : : ; an = eg; �

�
� (zzmn;+)

2. Begalin_e ciklin_e grup_e yra izomor�n_e grupei Z.

Ìrodymas. 1. Funkcija 'n :Zn ! hain, apibr_e�zta lygybe 'n(k) = ak,
yra izomor�zmas:

a) 'n { homomor�zmas, nes 'n(k + l) = ak � al = 'n(k) � 'n(l);
b) 'n { bijekcija, nes, jeigu 'n(k) = 'n(l), tai ak = al ir tod_el k = l,

kai 1 6 k, l 6 n.

2. Funkcija '0 : Z! hai), apibr_e�zta lygyb_emis '0(k) = ak, yra
izomor�zmas:

a) '0 { homomor�zmas, nes '0(k+ l) = ak+l = ak �al = '0(k) �'0(l);
b) '0 { bijekcija, nes '0(k) = '0(l) tada ir tik tada, kai ak = al,

ak�l = ehai, t.y. k � l = 0, k = l.
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5.42 pavyzdys. Ciklin_e grup_e visada komutatyvi, nes irZ, irZn yra
komutatyvios grup_es. �Stai kod_el simetrin_e grup_e Sn, n > 3, n_era ciklin_e:
ji n_era komutatyvi: (12)(123) = (13) 6= (23) = (123)(12).
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