
4. CIKLIN _ES GRUP_ES

5.10 apibr_e�zimas. Tegu (A; �) yra grup_e, o a 2 A ir ordAa = n <

1. Tada
�
fa1; a2; : : : ; an�1; an = eg; �

�
yra A pogrupis. Jis vadinamas

baigtiniu cikliniu generuojamu elemento a pogrupiu ir �zymimas hai.
Jeigu ordAa = 1, tai

�
f: : : ; a�2; a�1; eA; a; a2; : : : ; g; �

�
yra begalinis

A pogrupis, vadinamas begaliniu cikliniu pogrupiu hai. Elementas a abiem
atvejais vadinamas generuojan�ciuoju grup_es A elementu.

Cikliniù grupiù pavyzd�ziai:
a) sveikùjù skai�ciù grup_e (Z;+) = h1i = h�1i { begalin_e ciklin_e grup_e;
b) grup_e (Zn;+) = hnK1;+i { baigtin_e ciklin_e grup_e.

Pasteb_esime, kad elemento a 2 A eil_e yra lygi ciklinio pogrupio hai
eilei: jhaij = ord a, tod_el, norint rasti grup_es elemento eilè, tenka nag-
rin_eti atitinkamà ciklinì pogrupì. Tam reikia mok_eti pakankamai efek-
tyviai skai�ciuoti grup_es (A; �) elemento a laipsnì an (ypa�c, kai n didelis).
Papras�ciausias b�udas tai padaryti { atlikti n� 1 grup_es veiksmà.

5.12 pastaba. Reiktù mok_eti skai�ciuoti grup_es elemento atvirk�stinì
elementà, t.y. rasti elemento eilè. Panagrin_esime �sì klausimà.

5.13 apibr_e�zimas. Jeigu (A; �) yra grup_e, o B;C { netu�sti A poai-
biai, tai B �C = fa 2 A j a = b � c; b 2 B; c 2 Cg.

Dabar apibendrinsime sveikùjù skai�ciù grup_eje Zapibr_e�ztà sàry�sì �
(mod n) bet kuriai grupei.

5.14 teiginys. Tegu (B; �) yra grup_es (A; �) pogrupis. Sàry�sis

�=
�
(a1; a2) j a1 �B = a2 �B

	
; a1 � a2

yra ekvivalentumo sàry�sis.

Ìrodyti paliekame skaitytojui.
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�Sì ekvivalentumo sàry�sì atitinkan�cio skaidinio
�
� aib_es vadinamos

grup_es A kairiaisiais sluoksniais pogrupio B at�zvilgiu.
Jeigu A yra baigtin_e grup_e, tai skaidinys

�
� yra

A = B [ (a1 �B) [ (a2 �B) [ : : :[ (am �B); a1; a2; : : : ; am 2 A:

Pana�siai apibr_e�ziami ir grup_es A de�sinieji sluoksniai pogrupio B at-
�zvilgiu ir skaidinys �

�
.

Akivaizdu, jeigu A yra komutatyvioji grup_e, tai kairysis sluoksnis a�B
sutampa su de�siniuoju sluoksniu B � a: a �B = B � a.

5.15 pavyzdys. A = S3, B = fid; (12)g.

Kairieji sluoksniai De�sinieji sluoksniai

B B

f(13); (132)g f(13); (123)g
f(23); (123)g f(23); (132)g

�
� 6= �

�
.

5.16 pavyzdys. A = Z8, B = f0; 4g. Skirtingi kairieji (de�sinieji)
grup_es Z8 sluoksniai B at�zvilgiu yra

0 + B = f0; 4g = B0;

1 + B = f1; 5g = B1;

2 + B = f2; 6g = B2;

3 + B = f3; 7g = B3;

A = B0 [B1 [B2 [B3:

5.17 pastaba. Jeigu grup_e (A; �) yra baigtin_e, tai visi kairieji (de�si-
nieji) sluoksniai kurio nors pogrupio B at�zvilgiu yra tos pa�cios galios, nes
d_el prastinimo taisykl_es grup_eje

a � b1 = a � b2 () b1 = b2;

c1 � a = c2 � a () c1 = c2:

5.18 apibr_e�zimas. Grup_es A pogrupio B indeksu vadinamas skai-
dinio �

�
(arba

�
�) aibiù skai�cius ir �zymimas jA : Bj.
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5.19 Lagran�zo1 teorema. Jeigu A yra baigtin_e grup_e, o B { A

pogrupis, tai
jAj = jBj � jA : Bj:

D_el 5.17 pastabos teoremos ìrodymas akivaizdus.

5.20 pastaba. Jeigu a 2 A, tai ordAa = jhaij dalo grup_es eilè jAj.

Ta�ciau ne kiekvienam jAj dalikliui d galima rasti tokì a 2 A, kad
ordAa = d.

5.21 pavyzdys. Tegu A = S3 yra 3-osios eil_es keitiniù grup_e. Ka-
dangi jS3j = 3! = 6, tai �sioje grup_eje nerasime nei 4-osios, nei 5-osios eil_es
elementù. Kita vertus, grup_eje n_era taip pat ir 6-osios eil_es elementù, nes

ord (id) = 1;

ord (12) = ord (13) = ord (23) = 2;

ord (123) = ord (132) = 3:

Kartu gavome, kad S3 n_era ciklin_e grup_e.

Naudodamiesi paskutine pastaba pateiksime baigtin_es grup_es elemen-
to eil_es radimo algoritmà.

5.22 algoritmas. �Zinoma: eil_es n grup_e (A; �); elementas a 2 A; 1 {
neutralusis grup_es A elementas.

Rezultatas: elemento a eil_e N = ordAa .
1. Randame skai�ciaus n kanoninì skaidinì n = pm1

1 pm2

2 : : : pmk

k ; priski-
riame N := n; i := 0.

2. i := i + 1. Jeigu i > k, tai N i�svedame; skai�ciavimù pabaiga.
3. N := N

�
pmi

i
, G := aN .

4. Jeigu G = 1, tai vykdome 2. Kol G 6= 1 priskiriame G := Gmi ;
N := N � pi. Vykdome 2.
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Baigtiniù cikliniù grupiù pogrupiù ir elementù eiles apibr_e�zia kitas
teiginys.

5.43 teiginys. Tegu hai = fa; a2; : : : ; an = eg yra ciklin_e grup_e, o '

{ Oilerio funkcija.

1 J. L. Lagrange, 1736{1813, { pranc�uzù matematikas ir mechanikas.
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1. Visi grup_es hai pogrupiai yra cikliniai.
2. ord (ak) = n

DBD (k;n) .

3. Jeigu nat�uralusis skai�cius k yra n daliklis, tai
a) grup_eje hai egzistuoja pogrupis, kurio eil_e yra lygi k;
b) grup_eje hai egzistuoja pogrupis, kurio indeksas grup_eje hai yra

lygus k.
4. a) Jeigu nat�uralusis skai�cius k yra n daliklis, tai grup_eje hai yra

'(k) k-osios eil_es elementù;
b) grup_eje hai yra '(n) generuojan�ciù �sià grupè elementù: tai aib_e

far j 1 6 r 6 n; DBD(r; n) = 1g.

Ìrodymas. 1. Tegu B yra ciklin_es grup_es hai pogrupis ir k { toks
ma�ziausias nat�uralusis skai�cius, kad ak 2 B. Parodysime, kad haki = B.
Jeigu ad 2 B ir d = qk + r, 0 6 r < k, tai ad = (ak)q � ar. Taigi
ar = ad � (ak)�q 2 B ir tod_el r = 0, nes ma�ziausias laipsnio rodiklis, kuriuo
pak_elus a gausime grup_es B elementà, yra k, o r < k. Tada d = kq,
ad 2 haki ir tod_el B = haki { ciklin_e grup_e.

2. Elemento ak 2 hai eil_e yra toks ma�ziausias nat�uralusis skai�cius
s = ord ak, kad (ak)s = ak�s = e. Tada n yra k � s daliklis, n j k � s ir

n
DBD (k;n) yra

k�s
DBD (k;n) daliklis. Bet �zinome, kad

DBD

�
k

DBD (k; n)
;

n

DBD (k; n)

�
= 1;

ir tod_el n
DBD (k;n) j s.

Ma�ziausias toks s, tenkinantis �sià sàlygà, ir yra n
DBD (k;n) .

3. Tegu n = k � l.
a) Tada

��hali�� = n
DBD (n;l) =

n
l
= k.

b) Grup_es haki indeksas grup_eje hai yra

�
hai : haki

�
=

n

jhakij
=

n
n

DBD (n;k)

=
n
n
k

= k:

4. Elemento al eil_e yra lygi k tik tada, kai k = n
DBD (n;l) .

Pa�zym_ekime DBD (n; l) = d, tada n = k � d.
Elemento ar, 1 6 r 6 n, eil_e yra lygi k tada ir tik tada, kai DBD(n; r)

= DBD (n; l) = d. Taigi skai�cius r turi:
pirma, dalytis i�s d, r = d � s, 1 6 s 6 k;

antra, DBD
�
n
d
; r
d

�
= (k; s) = 1.
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Gavome, kad elemento ar eil_e yra lygi k tada ir tik tada, kai r = d � s,
1 6 s 6 k, DBD (s; k) = 1. Tokiù nat�uraliùjù r, 1 6 r 6 n, tenkinan�ciù
�sià sàlygà, ir yra '(k).
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5.44 i�svada. Jeigu grup_es A eil_e yra pirminis skai�cius p, tai visi
grup_es A elementai a 6= eA yra generuojantys �sià grupè, o pati grup_e A {
ciklin_e.

Ìrodyti paliekame skaitytojui (�zr. 5.43 teiginio 4b) dalì).

5.45 pavyzd�ziai. 1. Visi grup_es (Zn;+) pogrupiai yra cikliniai ir
lyg�us �

0; (m)d; (m)2d; : : : ; (m)(
n

d
� 1)

	
;

�cia d yra n daliklis, o m { bet kuris generuojantis grupèZn elementas, t.y.
DBD (m;n) = 1.

2. Visi grup_es (Z;+) pogrupiai yra cikliniai ir lyg�us

f: : : ;�2r;�r; 0; r;2r; : : :g;

�cia r { bet kuris nat�uralusis skai�cius.
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