4. CIKLINES GRUPES

5.10 apibrézimas. Tegu (A,-) yra grupé, oa € A ir ordpa = n <

oo. Tada ({al, a,.. . a" "l a" = e}, ) vra A pogrupis. Jis vadinamas
baigtiniu cikliniu generuojamu elemento a pogrupiu ir Zymimas {(a).
Jeigu ord ga = oo, tai ({ cna"?ateq a,d% .. ), *) yra begalinis

A pogrupis, vadinamas begaliniu cikliniu pogrupiu {(a). Elementas a abiem
atvejais vadinamas generuojanciucju grupes A elementu.

Cikliniu grupiu pavyzdziai:

a) sveikuju skaiciy grupé (Z, +) = (1) = (=1) — begaliné cikliné grupé;

b) grupé (Z,,+) = (, K1,+) — baigtiné cikliné grupé.

Pastebésime, kad elemento a € A eilé yra lygi ciklinio pogrupio {a)
eilei: |(a)| = ord a, todél, norint rasti grupés elemento eile, tenka nag-
rinéti atitinkama ciklini pogrupi. Tam reikia mokeéti pakankamai efek-
tyviai skaiciuoti grupés (A, -) elemento a laipsnj a” (ypac, kai n didelis).
Paprasciausias budas tai padaryti — atlikti n — 1 grupés veiksma.

5.12 pastaba. Reiktu mokéti skaiciuoti grupés elemento atvirkstini
elementa, t.y. rasti elemento eile. Panagrinésime si klausima.

5.13 apibrézimas. Jeigu (A,-) yra grupé, o B, C' — netusti A poai-
biai, tai B-C={a€ A|la=b-¢, b€ B,ee C}.

Dabar apibendrinsime sveikuju skai¢iu grupéje Z apibrézta sarysi =
(mod n) bet kuriai grupei.

5.14 teiginys. Tegu (B, ) yra grupés (A, ) pogrupis. Sarysis
~= {(al,az) | a1 - B = Clz'B}, ay ~ as

yra ekvivalentumo sarysis.

Irodyti paliekame skaitytojui.



Si ekvivalentumo sary$l atitinkancio skaidinio m aibés vadinamos
grupés A kairiaisiais sluoksniais pogrupio B atzvilgiu.
Jeigu A yra baigtiné grupé, tai skaidinys .7 yra

A=BU(a;-B)U(az-B)U...U(am - B), a1,az2,...,am € A.

Panagiai apibréziami ir grupes A desinieji sluoksniai pogrupio B at-
zvilgiu ir skaidinys 7., .

Akivaizdu, jeigu A yra komutatyvioji grupe, tai kairysis sluoksnis a- B
sutampa su desiniuoju sluoksniu B -a: a- B = B - a.

5.15 pavyzdys. A = S35, B = {id, (12)}.

Kairieji sluoksniai Desinieji sluoksniai
B B
{(13), (132)} {(13), (123)}
{(23), (123)} {(23), (132)}

T T

5.16 pavyzdys. A = Zs, B = {0,4}. Skirtingi kairieji (desinieji)

grupés Zg sluoksniai B atzvilgiu yra
0+B=1{0,4} = By,
T+B={1,5} =B,
24+ B ={2,6} = Bs,
34B={3,7} =B,
A= ByUB;UB>U Bs.

5.17 pastaba. Jeigu grupé (A, %) yra baigtiné, tai visi kairieji (desi-
nieji) sluoksniai kurio nors pogrupio B atzvilgiu yra tos pacios galios, nes
del prastinimo taisyklés grupéje

a*xby =axby <= by = by,

ClL*¥a=Cr*a <= C] = C3.

5.18 apibrézimas. Grupés A pogrupio B indeksu vadinamas skai-
dinio m., (arba .m) aibiy skaic¢ius ir Zymimas |A : B|.
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5.19 Lagranzo' teorema. Jeigu A yra baigtiné grupé, o B — A
pogrupis, tai

|A| = |B|-|A: B|.
Deél 5.17 pastabos teoremos irodymas akivaizdus.
5.20 pastaba. Jeigu a € A, tai ordga = |(a)| dalo grupés eile |A|.

Taciau ne kiekvienam |A| dalikliui d galima rasti toki a € A, kad
ordga = d.

5.21 pavyzdys. Tegu A = S5 yra 3-osios eilés keitiniu grupe. Ka-
dangi |S3| = 3! = 6, tai Sioje grupéje nerasime nei 4-osios, nei 5-osios eilés
elementu. Kita vertus, grupéje néra taip pat ir 6-osios eilés elementu, nes

ord (id) = 1,
ord (12) = ord (13) = ord (23) = 2,
ord (123) = ord (132) = 3.

Kartu gavome, kad Ss néra cikliné grupeé.

Naudodamiesi paskutine pastaba pateiksime baigtinés grupés elemen-
to eilés radimo algoritma.

5.22 algoritmas. Zinoma: eilés n grupé (A,-); elementasa € A; 1 -
neutralusis grupes A elementas.

Rezultatas: elemento a eile N = ordsa .

1. Randame skai¢iaus n kanonini skaidini n = p{"*p5'* ... p,.'*; priski-
riame N :=mn; ¢ := 0.

2. i:=1+ 1. Jeigu ¢ > k, tai N isvedame; skai¢iavimu pabaiga.

3. N::N/pm,,G::aN.

4. Jeigu G = 1, tai vykdome 2. Kol G # 1 priskiriame G := G™;
N := N - p;. Vykdome 2.

A

Baigtiniu cikliniy grupiu pogrupiu ir elementu eiles apibrézia kitas
teiginys.

5.43 teiginys. Tegu (a) = {a,a”, ..., a" = e} yra cikliné grupé, o ¢
— Oilerio funkcija.

1J. L. Lagrange, 17361813, — pranciizqy matematikas ir mechanikas.
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1. Visi grupés {a) pogrupiai yra ciklinial.

2. ord (a¥) = ﬁ(k,n)'

3. Jeigu naturalusis skaicius k yra n daliklis, tai

a) grupéje {a) egzistuoja pogrupis, kurio eilé yra lygi k;
b) grupéje (a) egzistuoja pogrupis, kurio indeksas grupéje {(a) yra
Iygus k.

4. a) Jeigu naturalusis skai¢ius k yra n daliklis, tai grupéje {a) yra
(k) k-osios eilés elementy;

b) grupéje {a) yra ©(n) generuojanciy §ia grupe elementy: tai aibé
{a" | 1 <r < n, DBD(r,n) = 1}.

Irodymas. 1. Tegu B yra ciklinés grupés (a) pogrupis ir k — toks
maziausias natiiralusis skaicius, kad a* € B. Parodysime, kad (a*) = B.
Jeigu a® € Bird = gk+r, 0 < v < k, tai a® = (a*)? - a”". Taigi
a’” = a?-(a*)7% € B ir todél r = 0, nes maziausias laipsnio rodiklis, kuriuo
pakelus a gausime grupés B elementa, yra k, o r < k. Tada d = kg,
a® € (a*) ir todél B = (a*) - cikliné grupeé.

2. Elemento a* € (a) eilé yra toks maziausias natiralusis skaicius
s = ord a*, kad (a*)®* = a** = e. Tada n yra k - s daliklis, n | k- s ir

(
f— daliklis. Bet zinome, kad

n
DBD (k,n) 7' DB

k n
DBD =1
(DBD (k,n)’ DBD (k,n)) ’

Maziausias toks s, tenkinantis §ia salyga, ir yra ﬁ(kn).
3. Tegun==F-I
a) Tada |<Cll>| = ﬁ(n,l) = % = ]{7
k

b) Grupeés (a") indeksas grupéje {a) yra

(<a>:<ak>):|<;>|: LY

DBD (n,k)

3| 3

4. Elemento a' eilé yra lygi k tik tada, kai k = ﬁ(n,l)'

Pazymékime DBD (n,l) = d, tada n =k - d.

Elemento a”, 1 < r < n, eilé yra lygi & tada ir tik tada, kai DBD (n, r)
= DBD (n,!) = d. Taigi skai¢ius r turi:

pirma, dalytisis d, r =d-s, 1 <s < k;

antra, DBD(%, %) = (k,s) = 1.



Gavome, kad elemento a” eilé yra lygi k tada ir tik tada, kai r = d- s,
1 < s <k, DBD (s, k) = 1. Tokiy naturaliyju r, 1 < r < n, tenkinanciy
gia salyga, ir yra (k).

A

5.44 igvada. Jeigu grupés A eilé yra pirminis skaic¢ius p, tai visi
grupés A elementai a # e4 yra generuojantys §ia grupe, o pati grupée A —
cikline.

Trodyti palickame skaitytojui (zr. 5.43 teiginio 4b) dali).

5.45 pavyzdziai. 1. Visi grupés (Z,,+) pogrupiai yra cikliniai ir
lygus

{0, (m)d, (m)2d, ..., (m)(5 ~ 1)};

¢ia d yra n daliklis, o T — bet kuris generuojantis grupe Z, elementas, t.y.
DBD (m,n) = 1.
2. Visi grupés (7, +) pogrupiai yra cikliniai ir lygus
{.. ., =2r,—1,0,72r ..}

¢la r — bet kuris naturalusis skaicius.



