3. GRUPES IR POGRUPIAI

Gerai yra zinomos sveikuju skaiciy aibés Z sudéties ir sandaugos ope-
racijos. Operacijos savoka apibendrinsime bet kuriai netusciai aibei A.

4.1 apibrézimas. Bet kokia funkcija f : A x A — A vadinama
binariaja (algebrine) operacija aibéje A.

Binariosios operacijos dazniausial zymimos specialiais simboliais, pa-
vyzdziui, * 0,- arba +. Algebrines operacijas taip pat Zymesime $iais
simboliais. Be to, simbolj @ - b (dazniausiai zymima ab be jokio Zymens
tarp a ir b) vadinsime elementu a ir b sandauga, o simbolj a + b — elementy
a ir b suma, nors kartais tai yra salyginiai pavadinimai.

4.2 apibrézimas. Algebrine struktira vadinama aibé A, kurioje
apibreztas baigtinis operaciju skaicius: f1, fa, ..., fa.

Norédami algebrinéje strukturoje A iskirti kuria nors operacija (ope-
racijas), pavyzdziui, f1(f1,f2,...,fx), naudosime skliaustus (A;f1)
((A; fi, fay o, fk)) ir sakysime, kad operacija fi (operacijos fi, fa, ..., fx)
aibéje A apibrézia algebrine struktura. Jei algebrine struktura apibrezia
sumos (sandaugos) operacija, tai tokia struktura vadinama adicine (mul-
tiplikacine) algebrine struktura.

4.3 pavyzdziai. 1. Aibiu operacijos U,N, —, A apibrézia algebrine
struktiira aibés A poaibiu aibéje 24 : (2‘4; u,n, —, A).

2. Binariosios operacijos +, -, +5 sveikuju skaic¢iu aibéje apibrézia
skirtingas algebrines struktaras (Z,+), (Z, ), (Z, +s5).

Dabar apsistosime ties algebrinémis strukturomis su viena binaria
operacija. Nagrinédami §ias algebrines strukturas bendrai, binariaja ope-
racija jose zymeésime arba simboliu #, arba sandaugos simboliu . Abiem
atvejais simboliu prasmeé ta pati.

Binariosios operacijos, apibréztos baigtinése aibése, daznai reiskiamos
lentelémis.



4.4 pavyzdys. Aibéje Zg sudéties ir sandaugos operacijos reiskiamos
lentelémis:

+ 01 2 3 4 5 01 2 3 4 5
0 01 2 3 4 5 0 0 0 00 00
11 1 2 3 4 5 0 11 0 1 2 3 4 5
212 3 45 01 210 2 4 0 2 4
3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
41 4 5 0 1 2 3 41 0 4 2 0 4 2
55 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1

Is 4.1 apibrézimo matome, kad algebriné struktura (A, «) issiskiria
savybe:

G1 (uzdarumas operacijos atzvilgiu). Visiems a,b € A, tai axb €
A.

Algebriné struktura (A, #) gali taip pat pasizyméti savybémis:

(2 (asociatyvumas). Visiems a, b, c € A, teisinga lygybé (axb)xc =
ax*(bxc).

Algebriné struktura, i8siskirianti savybe (G2, daznai vadinama asocia-
tyviaja algebrine struktura.

(i3 (egzistuoja neutralusis elementas). Visiems a € A egzistuoja
toks e € A, kad a x e = e x @ = a. Norédami algebrinéje strukturoje A
igskirti neutraluji elementa e, Zymésime (A, x,¢) . Adicinéje algebrinéje
struktaroje neutralusis elementas vadinamas nuliu (Zymuo 0), o multipli-
kacinéje — vienetu (zymuo 1).

4.5 teiginys. Jeigu algebrinéje strukturoje (A, x) egzistuoja neutra-
lusis elementas e, tal jis yra vienintelis neutralusis elementas aibéje A.

Irodymas. Sakykime, dar vienas elementas e’ tenkina G3: visiems
a €A axe =¢e xa=a. Tada

6/:6/*6:6*6/:6.



(4 (egzistuoja atvirkstinis elementas). Visiems a € A egzistuoja
toks b€ A kad ax b =b*a = e, kal e — neutralusis elementas 1§ G3. Ele-

mentas b vadinamas simetriniu, arba atvirkstiniu (vartosime §i termina),

elementui @ ir dazniausiai Zymimas b = a~!.

4.6 teiginys. Jeigu asociatyvioje algebrinéje strukturoje (A, ) ele-
mentui a € A egzistuoja atvirkstinis elementas a™', tal jis yra vienintelis
toks elementas aibéeje A.

Irodymas. Sakykime, dar vienas elementas b; € A tenkina G4: axb; =
b1 * a = e. Tada

blzbl*e:bl*(a*a_l):(bl*a)*a_lze*a_lza_l.

G5 (komutatyvumas). Visiems a,b € A axb="bxa.

4.7 apibrézimas. Algebriné struktura (A, x), tenkinanti:
G1, G2, (3, G4, vadinama grupe;
G1, G2, G3, G4, G5, vadinama komutatyviaja arba Abelio', grupe.

5.3 apibrézimas. Tegu (A, *) yra grupé, o B - netuscias A poaibis.
Jeigu (B, *) — taip pat grupé, tai B yra vadinamas grupés A pogrupiu.

Grupei yra budingi Sie teiginiai.

5.4 teiginys. Grupés (A, ) ir jos pogrupio (B, *) neutralieji elemen-
tal sutampa.

Irodymas. Grupéje A galioja lygybés:

€pA X €EB = €R,
€EB ¥ € = €R,

€A *X€p = € % €pR,

todel pagal prastinimo taisykle grupéje A teisinga e4 = ep.
A

5.5 teiginys. .Jeigu grupés (A, x) pogrupio (B,#) elementas b yra
elemento a € B atvirkstinis pogrupyje B, tai jis yra atvirkstinis ir pacioje
grupéje A, t.y. b=a"'.

IN. H. Abel, 1802-1829, — norvegu matematikas.
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Irodymas. Jeigu a € B, tai

axb—ep—eqs=axa !

ir pagal prastinimo taisykle grupéje A teisinga lygybé b =a~1'.

Paskutiniai teiginiai visiskai apibudina grupés pogrupi. Taciau daz-
niausial naudojamasi tokia pogrupio charakterizacija.

5.7 teiginys. (B, *) yra grupés (A, x) pogrupis tada ir tik tada, kai:

1) B yra netuscias A poaibis;

2) visiems a,b € B, axb~! € B.

Irodymas. Jei B yra grupés A pogrupis, tai pagal apibrézimus salygos
1) ir 2) patenkintos. Kita vertus, jei aibei B salygos 1) ir 2) patenkintos,
tai 8ioje aibéje teisingos ir grupés savybes.

a) Savybé (G2 poaibiui B patenkinta, nes ji galioja grupei A.

b) Jeigu a € B, tai pagal 2) a* a=t = e4 € B, ir, kai a € B, tai

axeyg —egxa=a ir eyq =ep = e. Taigi G3 patenkinta.
c) Visiemsa € Bexa™t =a"t € Bir

axa ' =a ' xa=e, todél G4 patenkinta.

d) Visiems a,b € B turime b~! € B, (b_l)_l € B, pagal 2)

ax (b)) eB, o b x (") T =e= (b)) T wbT = b b7, todel

(b_l)_l =bir ax (b_l)_l =axbe B. Taigi (G1 patenkinta.
A

Baigtiniu grupiu pogrupiai apibudinami kiek paprasc¢iau. Tam reikia
§iu apibrézimu.
5.8 apibrézimai. 1. Grupése, panasiai kaip ir monoiduose, apibreé-
Ziamas grupes elemento laipsnis:
multiplikatyvioji operacija adityvioji operacija
a" = aa---a (n dauginamuyjy) n-a=a+a+...+a (n démeny)
a" = (ah)" (—n)a = n(—a)
a™a® = gmtn ma +na = (m+ n)a
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m(na) = (mn)a, n,méeN

=1 0-a=0

2. Jeigu egzistuoja toks naturalusis skai¢ius n > 1, kad ™ = 1, tai
maziausias toks skaicius ng, kad a”° = 1, vadinamas elemento a € A eile
ir Zymimas ng = orda. Jeigu toks naturalusis skaicius neegzistuoja, tai
sakoma, kad elemento eilé yra begaliné, ir Zymima ord4a = oo.

5.9 teiginys. (B,-) yra baigtinés grupés (A,-) pogrupis tada ir tik
tada, kai:

1) B — netusc¢ias A poaibis;

2) (B, ) visiems a,b € B a-b€ B.

Irodymas. Grupés A pogrupiui B galioja 5.7 teiginio 1) ir 2) salygos.
Todél mums uztenka parodyti, kad su visais a, b € B teisinga a - b~! € B.

a) Remiantis 2) visi sekos b = b! b7 ... nariai priklauso B.

b) Kadangi B — baigtiné aibé, tai egzistuoja tokie naturalieji skaiciai
mirn, 0 < m < n, kad ™ = b”. Pasinaudoje prastinimo taisykle grupéje,
gausime

1.bm :bn—m.bm
1=0""", t.y.

1le B 1r ordagb < co.
¢) Remiantis atvirkstinio elemento vienatinumu grupéje, is lygybiu

bordAb—l b=b- bordAb—l — bordAb — e
gauname b~! = pordab=1 c B,
d) Jeigu a,b € B, tai b=! € B ir pagal 2) a-b~! € B.
A

Norint rasti grupés elemento eile, reikia mokéti pakankamai efektyviai
skaiciuoti grupés (A, -) elemento a laipsni a” (ypa¢, kai n didelis). Pa-
prasciausias budas tai padaryti — atlikti n — 1 grupés veiksma. Greitesnis
kelias — tai algoritmas, grindziamas tuo, kad skaic¢ius n reiskiamas dveje-
tainéje sistemoje suman =3, ;2 Eia oy arba 0, arba 1, o

;
a":Haz.

a;=1
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5.11 algoritmas. Zinoma: grupés (A,.) elementas a, n € 7, 1 —
neutralusis A elementas.

Rezultatas: algoritmas skaic¢iuoja x = a”.

1. z:=1.

Jeigu n = 0, tai z i§vedamas; skai¢iavimu pabaiga.
Jeigun <0, tai N := —n, y :=a"'.

Jeigun >0, tai N :=n, y:=a.

2. Jeigu N nelyginis, tai ¢ ;= z - y.

3. N :=[N/2]. Jeigu N = 0, tai « i§vedamas; skaiciavimuy pabaiga.
Priesingu atveju y := y - y ir vykdoma 2.



