
3. GRUP _ES IR POGRUPIAI

Gerai yra �zinomos sveikùjù skai�ciù aib_esZsud_eties ir sandaugos ope-
racijos. Operacijos sàvokà apibendrinsime bet kuriai netu�s�ciai aibei A.

4.1 apibr_e�zimas. Bet kokia funkcija f : A � A ! A vadinama
binariàja (algebrine) operacija aib_eje A.

Binariosios operacijos da�zniausiai �zymimos specialiais simboliais, pa-
vyzd�ziui, �; �; � arba +. Algebrines operacijas taip pat �zym_esime �siais
simboliais. Be to, simbolì a � b (da�zniausiai �zymimà ab be jokio �zymens
tarp a ir b) vadinsime elementù a ir b sandauga, o simbolì a+ b { elementù
a ir b suma, nors kartais tai yra sàlyginiai pavadinimai.

4.2 apibr_e�zimas. Algebrine strukt�ura vadinama aib_e A, kurioje
apibr_e�ztas baigtinis operacijù skai�cius: f1; f2; : : : ; fn.

Nor_edami algebrin_eje strukt�uroje A i�sskirti kurià nors operacijà (ope-
racijas), pavyzd�ziui, f1 (f1; f2; : : : ; fk), naudosime skliaustus (A; f1)�
(A; f1; f2; : : : ; fk)

�
ir sakysime, kad operacija f1 (operacijos f1; f2; : : : ; fk)

aib_eje A apibr_e�zia algebrinè strukt�urà. Jei algebrinè strukt�urà apibr_e�zia
sumos (sandaugos) operacija, tai tokia strukt�ura vadinama adicine (mul-
tiplikacine) algebrine strukt�ura.

4.3 pavyzd�ziai. 1. Aibiù operacijos [;\;�;4 apibr_e�zia algebrinè
strukt�urà aib_es A poaibiù aib_eje 2A :

�
2A; [;\;�;4

�
.

2. Binariosios operacijos +; �;+5 sveikùjù skai�ciù aib_eje apibr_e�zia
skirtingas algebrines strukt�uras (Z;+); (Z; �); (Z;+5).

Dabar apsistosime ties algebrin_emis strukt�uromis su viena binaria
operacija. Nagrin_edami �sias algebrines strukt�uras bendrai, binariàjà ope-
racijà jose �zym_esime arba simboliu �, arba sandaugos simboliu �. Abiem
atvejais simboliù prasm_e ta pati.

Binariosios operacijos, apibr_e�ztos baigtin_ese aib_ese, da�znai rei�skiamos
lentel_emis.
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4.4 pavyzdys. Aib_ejeZ6 sud_eties ir sandaugos operacijos rei�skiamos
lentel_emis:

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

� 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

I�s 4.1 apibr_e�zimo matome, kad algebrin_e strukt�ura (A; �) i�ssiskiria
savybe:

G1 (u�zdarumas operacijos at�zvilgiu). Visiems a; b 2 A, tai a�b 2
A.

Algebrin_e strukt�ura (A; �) gali taip pat pasi�zym_eti savyb_emis:
G2 (asociatyvumas). Visiems a; b; c 2 A, teisinga lygyb_e (a�b)�c =

a � (b � c).
Algebrin_e strukt�ura, i�ssiskirianti savybe G2, da�znai vadinama asocia-

tyviàja algebrine strukt�ura.
G3 (egzistuoja neutralusis elementas). Visiems a 2 A egzistuoja

toks e 2 A, kad a � e = e � a = a. Nor_edami algebrin_eje strukt�uroje A
i�sskirti neutralùjì elementà e, �zym_esime (A; �; e) . Adicin_eje algebrin_eje
strukt�uroje neutralusis elementas vadinamas nuliu (�zymuo 0), o multipli-
kacin_eje { vienetu (�zymuo 1).

4.5 teiginys. Jeigu algebrin_eje strukt�uroje (A; �) egzistuoja neutra-
lusis elementas e, tai jis yra vienintelis neutralusis elementas aib_eje A.

Ìrodymas. Sakykime, dar vienas elementas e0 tenkina G3: visiems
a 2 A, a � e0 = e0 � a = a. Tada

e0 = e0 � e = e � e0 = e:

4
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G4 (egzistuoja atvirk�stinis elementas). Visiems a 2 A egzistuoja
toks b 2 A, kad a � b = b � a = e, kai e { neutralusis elementas i�s G3. Ele-
mentas b vadinamas simetriniu, arba atvirk�stiniu (vartosime �sì terminà),
elementui a ir da�zniausiai �zymimas b = a�1.

4.6 teiginys. Jeigu asociatyvioje algebrin_eje strukt�uroje (A; �) ele-
mentui a 2 A egzistuoja atvirk�stinis elementas a�1, tai jis yra vienintelis
toks elementas aib_eje A.

Ìrodymas. Sakykime, dar vienas elementas b1 2 A tenkina G4: a�b1 =
b1 � a = e. Tada

b1 = b1 � e = b1 �
�
a � a�1

�
=
�
b1 � a

�
� a�1 = e � a�1 = a�1:

4

G5 (komutatyvumas). Visiems a; b 2 A a � b = b � a.

4.7 apibr_e�zimas. Algebrin_e strukt�ura (A; �), tenkinanti:
G1, G2, G3, G4, vadinama grupe;
G1, G2, G3, G4, G5, vadinama komutatyviàja arba Abelio1 , grupe.

5.3 apibr_e�zimas. Tegu (A; �) yra grup_e, o B - netu�s�cias A poaibis.
Jeigu (B; �) { taip pat grup_e, tai B yra vadinamas grup_es A pogrupiu.

Grupei yra b�udingi �sie teiginiai.

5.4 teiginys. Grup_es (A; �) ir jos pogrupio (B; �) neutralieji elemen-
tai sutampa.

Ìrodymas. Grup_eje A galioja lygyb_es:

eA � eB = eB ;

eB � eB = eB ;

eA � eB = eB � eB ;

tod_el pagal prastinimo taisyklè grup_eje A teisinga eA = eB .

4

5.5 teiginys. Jeigu grup_es (A; �) pogrupio (B; �) elementas b yra
elemento a 2 B atvirk�stinis pogrupyje B, tai jis yra atvirk�stinis ir pa�cioje
grup_eje A, t.y. b = a�1.

1N. H. Abel, 1802{1829, { norvegù matematikas.
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Ìrodymas. Jeigu a 2 B, tai

a � b = eB = eA = a � a�1

ir pagal prastinimo taisyklè grup_eje A teisinga lygyb_e b = a�1.

Paskutiniai teiginiai visi�skai apib�udina grup_es pogrupì. Ta�ciau da�z-
niausiai naudojamasi tokia pogrupio charakterizacija.

5.7 teiginys. (B; �) yra grup_es (A; �) pogrupis tada ir tik tada, kai:
1) B yra netu�s�cias A poaibis;
2) visiems a; b 2 B, a � b�1 2 B.

Ìrodymas. Jei B yra grup_es A pogrupis, tai pagal apibr_e�zimus sàlygos
1) ir 2) patenkintos. Kita vertus, jei aibei B sàlygos 1) ir 2) patenkintos,
tai �sioje aib_eje teisingos ir grup_es savyb_es.

a) Savyb_e G2 poaibiui B patenkinta, nes ji galioja grupei A.
b) Jeigu a 2 B, tai pagal 2) a � a�1 = eA 2 B, ir, kai a 2 B, tai

a � eA = eA � a = a ir eA = eB = e: Taigi G3 patenkinta:

c) Visiems a 2 B e � a�1 = a�1 2 B ir

a � a�1 = a�1 � a = e; tod_el G4 patenkinta:

d) Visiems a; b 2 B turime b�1 2 B,
�
b�1
�
�1
2 B, pagal 2)

a �
�
b�1
�
�1
2 B; o b�1 �

�
b�1
�
�1

= e =
�
b�1
�
�1
� b�1 = b � b�1; tod_el

�
b�1
�
�1

= b ir a �
�
b�1
�
�1

= a � b 2 B: Taigi G1 patenkinta:

4

Baigtiniù grupiù pogrupiai apib�udinami kiek papras�ciau. Tam reikia
�siù apibr_e�zimù.

5.8 apibr_e�zimai. 1. Grup_ese, pana�siai kaip ir monoiduose, apibr_e-
�ziamas grup_es elemento laipsnis:

multiplikatyvioji operacija adityvioji operacija
an = aa � � �a (n dauginamùjù) n � a = a+ a+ : : :+ a (n d_emenù)
a�n =

�
a�1
�n

(�n)a = n(�a)
aman = am+n ma + na = (m + n)a
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�
am
�n

= amn m(na) = (mn)a; n;m 2 N

a0 = 1 0 � a = 0

2. Jeigu egzistuoja toks nat�uralusis skai�cius n > 1, kad an = 1, tai
ma�ziausias toks skai�cius n0, kad an0 = 1, vadinamas elemento a 2 A eile
ir �zymimas n0 = ordAa. Jeigu toks nat�uralusis skai�cius neegzistuoja, tai
sakoma, kad elemento eil_e yra begalin_e, ir �zymima ordAa =1.

5.9 teiginys. (B; �) yra baigtin_es grup_es (A; �) pogrupis tada ir tik
tada, kai:

1) B { netu�s�cias A poaibis;
2) (B; �) visiems a; b 2 B a � b 2 B.

Ìrodymas. Grup_es A pogrupiui B galioja 5.7 teiginio 1) ir 2) sàlygos.
Tod_el mums u�ztenka parodyti, kad su visais a; b 2 B teisinga a � b�1 2 B.

a) Remiantis 2) visi sekos b = b1; b2; : : : nariai priklauso B.
b) Kadangi B { baigtin_e aib_e, tai egzistuoja tokie nat�uralieji skai�ciai

m ir n, 0 < m < n, kad bm = bn. Pasinaudojè prastinimo taisykle grup_eje,
gausime

1 � bm = bn�m � bm

1 = bn�m; t:y:

1 2 B ir ordAb <1:

c) Remiantis atvirk�stinio elemento vienatinumu grup_eje, i�s lygybiù

bordAb�1 � b = b � bordAb�1 = bordAb = e

gauname b�1 = bordAb�1 2 B.
d) Jeigu a; b 2 B, tai b�1 2 B ir pagal 2) a � b�1 2 B.

4

Norint rasti grup_es elemento eilè, reikia mok_eti pakankamai efektyviai
skai�ciuoti grup_es (A; �) elemento a laipsnì an (ypa�c, kai n didelis). Pa-
pras�ciausias b�udas tai padaryti { atlikti n � 1 grup_es veiksmà. Greitesnis
kelias { tai algoritmas, grind�ziamas tuo, kad skai�cius n rei�skiamas dveje-
tain_eje sistemoje suma n =

P
i
�i2i; �cia �i arba 0, arba 1, o

an =
Y

�i=1

a2
i

:
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5.11 algoritmas. �Zinoma: grup_es (A; �) elementas a, n 2 Z, 1 {
neutralusis A elementas.

Rezultatas: algoritmas skai�ciuoja x = an.
1. x := 1.
Jeigu n = 0, tai x i�svedamas; skai�ciavimù pabaiga.
Jeigu n < 0, tai N := �n, y := a�1.
Jeigu n > 0, tai N := n, y := a.
2. Jeigu N nelyginis, tai x := x � y.
3. N := [N=2]. Jeigu N = 0, tai x i�svedamas; skai�ciavimù pabaiga.
Prie�singu atveju y := y � y ir vykdoma 2.

4
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