
2. FUNKCIJOS

Funkcijos sàvoka yra viena i�s pagrindiniù matematikos sàvokù. Pri-
minsime, jei A ir B yra netu�s�cios aib_es, tai funkcija f , kurios apibr_e�zimo
sritis yra aib_e A, o reik�smiù sritis { aib_e B, kiekvienam a 2 A priskiria
vienintelì elementà b 2 B. Elementas b vadinamas elemento a vaizdu ir
�zymimas b = f(a). Sakoma, kad yra �zinoma funkcija f i�s aib_es A ì aibè B
ir �zymima f : A! B.

Funkcijos f : A! B vaizdu vadiname aibè

Im f = ff(a) j a 2 Ag = f(A) � B;

o aib_e f�1(b) = fa 2 A j f(a) = bg � A vadinama elemento b 2 B
pirmavaizd�ziu. Aib_es B� � B pirmavaizd�ziu vadinama aib_e f�1

�
B�

�
=

fa 2 A j f(a) 2 B�g =
S

b2B�

f�1(b).

Binarùjì sàry�sì suprantant kaip aib_es A�B poaibì, funkcijà f galima
apibr_e�zti ir kaip sàry�sì F � A � B, tenkinantì sàlygà: su visais a 2 A,
b1; b2 2 B i�s (a; b1) 2 F , (a; b2) 2 F i�splaukia b1 = b2, t.y. aib_es f(a) =
fb j (a; b) 2 Fg galia 6 1.

Kita vertus, kiekvienà binarùjì sàry�sì R � A � B galima i�sreik�sti
funkcija fR : A �B ! f0; 1g. Priminsime, kad

fR(a; b) =

�
1; (a; b) 2 R,
0; (a; b) =2 R.

�Si funkcija gali b�uti apibr_e�zta kaip sàry�sis Rf � (A �B) � f0; 1g:�
(a; b); c

�
2 Rf () fR(a; b) = c:

Taigi tarp binariù sàry�siù ir funkcijù yra glaudus ry�sis.
Ai�sku, kad funkcijai f : A! B ir sàry�siui F = f(a; b)ja 2 A; b = f(a)g

aib_e F�1 = f(f(a); a) j (a; f(a)) 2 Fg yra sàry�sis F�1 � B � A, bet ne
visada funkcija i�s B ì A.
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3.1 pavyzdys. A = N, B = N, f : A! B ; f(n) = 2n, n 2 N.

Aib_e f�1(m) 6= O

�
tada ir tik tada, kai m lyginis skai�cius, tod_el funkci-

jai F = f(n; 2n) j n 2 Ng � A � B sàry�sis F�1 = f(2n; n) j n 2 Ng n_era
funkcija i�s B ì A.

3.2 pavyzdys. A = Z�f0g, B = f1; 4; 9; 16; : : :g, f : A! B; f(n) =
n2, n 2 A.

Aib_e f�1(m) 6= O

�
su visais m, bet funkcijai F = f(n; n2) j n 2 Ag =

A�B sàry�sis F�1 = f(m;n) j n2 = m; n 2 A; m 2 Bg n_era funkcija, nes
f�1(4) = f(4; 2); (4;�2)g.

3.3 apibr_e�zimai. 1. Funkcija f : A ! B vadinama injektyviàja,
arba injekcija, jeigu su visais a1; a2 2 A, b 2 B i�s to, kad f(a1) = b,
f(a2) = b i�splaukia a1 = a2, arba su visais a1; a2 2 A ir a1 6= a2 gauname
f(a1) 6= f(a2).

2. Funkcija f : A! B vadinama siurjektyviàja, arba siurjekcija, jeigu
f(A) = B, t.y. bet kuriam b 2 B egzistuoja toks a 2 A toks, kad f(a) = b.

3. Funkcija f : A! B vadinama bijektyviàja, arba bijekcija, jeigu ji
yra ir injektyvi, ir siurjektyvi.

3.4 pavyzd�ziai. 1. Tapati funkcija idA : A! A, idA(a) = a, a 2 A
yra bijekcija.

2. Funkcija f : N ! N, kiekvienam nat�uraliajam n priskirianti Fi-
bona�cio skai�ciù fbn : f(n) = fbn, yra nei injektyvi, nes fb1 = fb2, nei
siurjektyvi, nes f�1(4) = O

�
.

3. Funkcija 'n :Z!Zn, 'n(a) = Kn(a) = a yra siurjektyvi, nes bet
koks sveikasis a 2 a, bet n_era injektyvi, nes 'n(a) = 'n(a+ n), a 2Z.

4. Funkcija succ : N ! N, apibr_e�zta formule succ(n) = n + 1, yra
injektyvi, bet n_era siurjektyvi, nes succ�1(1) = O

�
.

Jau mat_eme, kad ne visada funkcijai f sàry�sis F�1 yra funkcija. At-
sakysime ì klausimà, kada sàry�sis F�1 yra funkcija. Tam talkins viena i�s
svarbiausiù operacijù su funkcijomis { funkcijù kompozicija (superpozicija,
sandauga).

3.5 apibr_e�zimas. Funkcijù g : A ! B ir f : B ! C kompozicija
vadinama funkcija i�s aib_es A ì aibè C , �zymima f � g : A! C ir apibr_e�zta
lygybe (f � g)(a) = f

�
g(a)

�
; 8a 2 A.

Funkcijù f ir g kompozicijà, kurià v_eliau �zym_esime fg, patogu reik�sti
diagrama
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A �!
fg

C
&g %

f
B

�Si diagrama vadina komutatyviàja, t.y. elemento a 2 A vaizdas aib_eje
C nepriklauso nuo to, ar mes veiksime �sì elementà funkcija fg, ar paveikè
funkcija g, elementà g(a) 2 B veiksime funkcija f .

3.6 pavyzd�ziai. 1. Jei f : A! B, tai f idA = f , idBf = f .
2. Tegu funkcija + : Z�Z! Zapibr_e�zta lygybe +(a; b) = a + b,

o funkcija 'n : Z! Zn, 'n(a) = Kn(a). Tai funkcija +n = 'n �+,
apibr_e�ziama lygybe +n(a; b) = Kn(a + b) = a+ b. Atskiru atveju, kai
n = 5, tai +5(3; 8) = 3 + 8 = 11 = 1.

Funkcijù kompozicija i�ssiskiria svarbia savybe:

3.7 teiginys (kompozicijos asociatyvumas). Jeigu h : A ! B,
g : B ! C, f : C ! D yra trys funkcijos, tai f(gh) = (fg)h.

Ìrodymas. Kai a 2 A, tai
�
f(gh)

�
(a) = f

�
(gh)(a)

�
= f

�
g
�
h(a)

��
=

(fg)
�
h(a)

�
=
�
(fg)h

�
(a).
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3.8 pastaba. Funkcijù f; g : A ! A kompozicija ne visada komu-
tatyvi.

Pavyzd�ziui, jei f : A ! A, f(a) = b su visais a 2 A, o g : A ! A,
g(a) = c su visais a 2 A, b 6= c, tai (fg)(a) = b 6= c = (gf)(a) su visais
a 2 A.

3.9 apibr_e�zimas. Tegu f : A ! B, g : B ! A tokios funkcijos,
kurioms apibr_e�ztos kompozicijos fg ir gf . Sakoma, kad funkcija g yra
atvirk�stin_e funkcijai f , jeigu

gf = idA; fg = idB :

�Zymima g = f�1.

Pasteb_esime, jeigu f(a) = b, tai f�1(b) = a bet kokiems a 2 A ir
b 2 B. Dabar esame pasirengè pateikti funkcijos f atvirk�stin_es funkcijos
f�1 egzistavimo sàlygà.
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3.10 teiginys. Tegu f : A! B, g; g0 : B ! A. Tada:
1) jeigu fg = fg0 = idB , gf = g0f = idA, tai g = g0 (atvirk�stin_es

funkcijos vienatinumas);
2) funkcija f turi atvirk�stinè tada ir tik tada, kai f yra bijekcija

(atvirk�stin_es funkcijos egzistavimo sàlyga).

Ìrodymas. 1) g0 = idAg
0 = (gf)g0 = g(fg0) = g idB = g.

2) Tegu egzistuoja f�1. Tada, jeigu f(a) = f(a0), a; a0 2 A, tai
a = idA(a) =

�
f�1f

�
(a) = f�1

�
f(a)

�
= f�1

�
f(a0)

�
=

�
f�1f

�
(a0) =

idA(a0) = a0. Taigi funkcija f yra injekcija. Jeigu b 2 B, tai b = idB(b) =�
f f�1

�
(b) = f

�
f�1(b)

�
, taigi f yra siurjekcija ir tod_el bijekcija. Kita

vertus, jei f yra bijektyvi funkcija, tai kiekvienam b 2 B galima vienareik�s-
mi�skai priskirti tokì a 2 A, kad galiotù lygyb_e f(a) = b. �Sis priskyrimas
yra funkcija g : B ! A, g(b) = a, i�ssiskirianti savyb_emis: fg = idB,
gf = idA. Taigi g = f�1.
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Pateiksime funkcijù ir jù kompozicijù savybes.

3.11 teiginys. Tegu f : A! B, g : B ! C. Tada:
1) jeigu f , g yra injektyvios funkcijos, tai g � f irgi injektyvi;
2) jeigu f , g yra siurjektyvios funkcijos, tai g � f irgi siurjektyvi;
3) jeigu f , g yra bijektyvios funkcijos, tai g � f irgi bijektyvi ir

(gf)�1 = f�1g�1:

Ìrodymas. Mes ìrodysime 3) teiginio dalì, kitas palikdami ìrodyti
savaranki�skai.

Kadangi f ir g yra bijekcijos, tai egzistuoja jù atvirk�stin_es funkcijos
f�1 : B ! A, g�1 : C ! B ir �siù funkcijù kompozicija f�1g�1 : C ! A.
�Si funkcijù kompozicija yra atvirk�stin_e funkcijai gf , nes

(gf)
�
f�1g�1

�
=
�
(gf)f�1

�
g�1 =

�
g(f f�1)

�
g�1

=
�
g idB

�
g�1 = g g�1 = idC :

�
f�1g�1

�
(gf) = f�1

�
g�1(gf)

�
= f�1

�
(g�1g)f

�
= f�1

�
idBf

�
= f�1f = idA:

4
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Baigtines aibes apib�udina toks teiginys:

3.12 teiginys. Aib_e A yra baigtin_e tada ir tik tada, kai patenkinta
viena i�s sàlygù:

1) jeigu f : A! A yra injekcija, tai f { bijekcija;
2) jeigu f : A! A yra siurjekcija, tai f { bijekcija;
3) egzistuoja toks nat�uralusis n ir bijekcija i�s aib_es A ì aibè

f1; 2; : : : ; ng.

Ìrodymas. Ìrodysime tik tai, kad, jeigu A yra baigtin_e aib_e, o f : A!
A yra injekcija, tai f { siurjekcija, kartu ir bijekcija.

Kadangi A { baigtin_e aib_e, tai kiekvienam a 2 A begalin_eje sekoje

a = f0(a); f1(a); f2(a) = f f(a); : : : ; fk(a) = f fk�1(a)

= (f f : : : f)| {z }
k

(a); : : :

b�utinai surasime du sutampan�cius elementus: fn(a) = fm(a), n > m.
Jeigu m > 0, tai i�s f injektyvumo ir lygyb_es f

�
fn�1(a)

�
= f

�
fm�1(a)

�
gausime fn�1(a) = fm�1(a), n�1 > m�1. Jeigu m�1 > 0, tai pakartojè
min_età prastinimà baigtinì skai�ciù kartù, tur_esime fn�m(a) = f0(a) = a,
n�m > 0. Tada f

�
fn�m�1(a)

�
= a. Tai ìrodo f siurjektyvumà.
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Glaud�ziausias ry�sys tarp funkcijù ir ekvivalentumo sàry�siù yra funk-
cijù faktorizacijos operacijoje.

Tegu f : A ! B. Binarusis sàry�sis Ef = f(a; a0) j f(a) = f(a0)g �
A �A yra ekvivalentumo sàry�sis, nes:

1) (a; a) 2 Ef , t.y., f(a) = f(a);
2) jeigu (a; a0) 2 Ef , tai (a0; a) 2 Ef , t.y., jeigu f(a) = f(a0), tai

f(a0) = f(a);
3) jeigu (a; a0); (a0; a00) 2 Ef , tai (a; a

00) 2 Ef , t.y., jeigu f(a) = f(a0)
ir f(a0) = f(a00), tai f(a) = f(a00).

Ekvivalentumo klas_es KEf
(a) =

�
a0 j f

�
a0) = f(a)

	
sudaro faktorai-

bè A
�
Ef

, kurioje apibr_e�ziama funkcija f : A
�
Ef

! B:

f (K(a)) = f(a):

Funkcijos f apibr_e�zimas yra korekti�skas ta prasme, kad, jeigu a1; a2 2
K(a), tai f

�
K(a1)

�
= f

�
K(a)

�
= f(a) = f

�
K(a)

�
= f

�
K(a2)

�
, nes

f(a1) = f(a2).

5



Sakoma, kad funkcija f indukuoja funkcijà f .

3.13 teiginys. Tegu f : A ! B, o siurjektyvioji funkcija p : A !
A
�
Ef

, p(a) = KEf
(a) yra aib_es A kanonin_e projekcija faktoraib_eje A

�
Ef

,

tai egzistuoja vienintel_e funkcija f : A
�
Ef

! B, kurios d_eka diagrama

A �!
f

B
&p %

f
A
�
Ef

yra komutatyvi, t.y. f = f p; �cia: f { injekcija, o p { siurjekcija. �Si
funkcijù f ir p kompozicija ir vadinama funkcijos f faktorizacija.

Ìrodymas. Ìrodysime funkcijos f vienatinumà. Kiti teiginiai { tai
tiesiogin_es apibr_e�zimù i�svados.

Tegu f1 : A
�
Ef

! B ir f1p = f , tada

f1

�
K(a)

�
= f1

�
p(a)

�
=
�
f1p

�
(a) = f(a) = f

�
K(a)

�
:

Taigi f1 = f .
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3.14 pavyzd�ziai. 1. Tegu f2 : Z! N, f2(n) = n2, n 2 Z. Tada
funkcija f2 yra siurjekcijos p :Z!Z

�
Ef2

=
�
Kf2(n) = fn;�ng; n 2Z

	
ir

injekcijos f2 :Z
�
Ef2

! N kompozicija f2 = f2p.

2. Tegu f1 : Z! N, f1(n) = jnj; n 2 Z. Tada funkcija f1 yra
siurjekcijos p : Z! Z

�
Ef1

= Z
�
Ef2

=
�
Kf1(n) = fn;�ng; n 2 Z

	
ir

injekcijos f1 :Z
�
Ef1

! N kompozicija: f1 = f1p.

Tegu E yra ekvivalentumo sàry�sis aib_eje A, o f : A ! B { tokia
funkcija, kurios ekvivalentumo sàry�sì Ef atitinkantis aib_es A skaidinys
�f yra sàry�sì E atitinkan�cio aib_es A skaidinio � vir�sskaidinys, t.y. jeigu
� =

�
Ai j i 2 I

	
, o �f =

�
A0
j j j 2 I

	
, tai bet kuriam i 2 I egzistuoja toks

j 2 I, kad Ai � A0
j. Tokiu atveju sakoma, kad funkcija f yra suderinama

su ekvivalentumo sàry�siu E: kai a1Ea2, tai f(a1) = f(a2). Tada v_el
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galime apibr_e�zti indukuotàjà funkcijà f : A=E ! B, f
�
KE(a)

�
= f(a),

kurios d_eka diagrama

A �!
f

B
&p %

f
A
�
E

yra komutatyvi. Tiesa, funkcijos f faktorizacijoje f = f p funkcija f jau
neb�utinai injektyvi funkcija.

3.16 pavyzdys.

Z �!
'2

Z2 '2 = f p;
&p %

f
f
�
K(2n)

�
= 0;

Z
�
Ejnj

f
�
K(2n+ 1)

�
= 1; n 2Z:
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