
18. POLINOMÙ FAKTORIZACIJA VIR�S
BAIGTINIÙ K�UNÙ

Polinomo f(x) 2 GF (q)[x] faktorizacija atliekama keliais �zingsniais:

I (bekvadrat_e faktorizacija). Ie�skoma tokiù polinomù f1; f2; : : : ; fk 2
GF (q)[x], kad:

a) f = f11 f
2
2 : : : f

k
k ,

b) polinomai fi b�utù tarpusavyje pirminiai ir bekvadra�ciai, t.y. savo
kanoniniuose skaidiniuose vir�s k�uno GF (q) netur_etù neredukuojamù poli-
nomù laipsniù.

II. Faktorizuojami polinomai fi, 1 6 i 6 k .

III. Gautame polinomo f skaidinyje sutraukiami pana�s�us nariai ir
gaunamas polinomo f kanoninis skaidinys.

Tegu k�uno GF (q) charakteristika yra p.

Aptarsime �siuos polinomo f faktorizacijos �zingsnius.

I. Tegu f =
kQ

i=1
f ii (�cia fi yra bekvadra�ciai) - tarpusavyje pirminiai

polinomai. Tada polinomo f i�svestin_e yra

f 0 =
kX

i=1

�
i f 0i f

i�1
i

Y
j 6=i

16j6k

f
j
j

�
=

kX
i=1

ci(x):

Tegu d(x) = DBD (f; f 0). Pasteb_esime, jeigu neredukuojamas polinomas
r(x) yra polinomo f(x) daliklis, tai r(x) yra ir fi0 (x) daliklis kuriam nors
i0 = i0(r), 1 6 i0 6 k. Tod_el neredukuojamo polinomo r(x) laipsnio
rodiklis e = er(d) kanoniniame polinomo d(x) skaidinyje apibr_e�ziamas taip:

a) jeigu i 6= i0, tai er(d) i-ajame polinomo f 0 d_emenyje ci(x) yra
didesnis arba lygus i0;

b) jeigu i = i0, tai er(d) = i0 � 1, kai p n_era i0 daliklis, ir er(d) = i0,
kai p yra i0 daliklis.

1



Taigi

er(d) =

�
i0 � 1; kai p n_era i0 daliklis ,

i0; kai p yra i0 daliklis.

d(x) = DBD (f; f 0) =
kY

i=1
p n_era i daliklis

f i�1
i

kY
i=1

p yra i daliklis

f ii :

Apibr_e�zkime rekuren�ciuosius sàry�sius.

Tegu d1(x) = d(x), o

g1(x) =
f(x)

d(x)
=

kY
i=1

p n_era i daliklis

fi(x):

Kai l > 2, tai

gl(x) =

�
DBD (dl�1; gl�1); kai p n_era l daliklis,

gl�1(x); kai p yra l daliklis,

dl(x) =
dl�1(x)

gl(x)
; kai p n_era l daliklis:

Taigi

gl(x) =
Y

i>l�1
p n_era i daliklis

fi(x)

ir

dl(x) =
Y
i>l

p n_era i daliklis

f i�l
i

kY
i=1

p yra i daliklis

f ii :

I�s �cia

fl(x) =
gl(x)

gl+1(x)
; kai p n_era l daliklis ir

gl(x) n_era lygus konstantai. Jeigu gl(x) yra k�uno GF (q) elementas, tai

dl(x) =
kY

i=1
p yra i daliklis

f ii =
�
h(x)

�p
= h
�
xp
�
:
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Norint tèsti bekvadratè faktorizacijà, polinomui h(x) reikia taikyti
anks�ciau nurodytà proced�urà.

�Siais samprotavimais remiasi algoritmas.

13.1 algoritmas. �Zinoma: polinomas f(x) 2 GF (q)[x], q = ps, p {
pirminis.

Rezultatas: randami nelyg�us konstantai bekvadra�ciai tarpusavyje pir-
miniai polinomai ir jù laipsniù rodikliai kanoniniame polinomo f(x) skai-
dinyje (1; f1) = f1; (2; f2) = f2; : : : ; (k; fk) = fk; f = f11f

2
2 : : : f

k
k .

1. Priskiriame e := 1, f := f(x).

2. Jeigu f yra konstanta, tai i�svedame (e; f) ir skai�ciavimai baigiami.
Jeigu f n_era konstanta, tai priskiriame k := 0, d := DBD (f; f 0), g := f

d .

3. Jeigu g n_era konstanta, tai pereiname prie 4. Jeigu g yra konstanta,
tai tur_etù b�uti

d =
X
p j j

tjx
j =

X
p j j

tjx
j=p =

�X
q j j

tjx
j=p

�p

;

tod_el priskiriame

e := pe; f :=
X
p j j

tjx
j=p

ir pereiname prie 2.

4. Priskiriame k := k + 1. Jeigu p n_era k daliklis, tai pereiname prie
5.

Jeigu p yra k daliklis, tai priskiriame d := d
g ; k := k+1 ir pereiname

prie 5.

5. Skai�ciuojame ir priskiriame dek := DBD (d; g); fek(x) := g
dek

;

g := dek; d := d
g : Jeigu fek yra konstanta, tai pereiname prie 3. Jeigu

fek n_era konstanta, tai i�svedame (ek; fek) ir pereiname prie 3.

4
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13.2 pavyzdys. f(x) = x10 + x8 + x6 + x4 + x2 + 1 2 GF (3)[x].

e = 1; k = 0: f 0(x) = x9 + 2x7 + x3 + 2x;

d(x) = DBD
�
f(x); f 0(x)

�
= x8 + 2x6 + x2 + 2;

g11(x) =
f(x)

d(x)
= x2 + 2:

k = 1: d1(x) = DBD
�
d(x); g11(x)

�
= x2 + 2;

f1(x) =
g11(x)

d1(x)
= 1;

g12(x) = d1(x) = x2 + 2;

d(x) :=
d(x)

g12(x)
= x6 + 1:

k = 2: d2(x) = DBD
�
d(x); g12(x)

�
= 1;

f2(x) =
g12(x)

d2(x)
= x2 + 2;

g13(x) = d2(x) = 1;

d(x) :=
d(x)

g13(x)
= x6 + 1 = (x2 + 1)3;

g13(x)� konstanta, tod_el belieka suskaidyti

polinomà x2 + 1: �Siam polinomui v_el

taikome algoritmà.

e = 3 � 1 = 3; k = 0: f(x) = x2 + 1;

f 0(x) = 2x;

d(x) = DBD(x2 + 1; 2x) = 1;

g31(x) =
f(x)

d(x)
= x2 + 1:

k = 1: d3(x) = DBD
�
d(x); g31(x)

�
= 1;

f3(x) =
g31(x)

d3(x)
= x2 + 1:

Skai�ciavimai baigiami. Gavome

f(x) = x10 + x8 + x6 + x4 + x2 + 1 =
�
x2 + 2

�2�
x2 + 1

�3
:
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Polinomas x2 + 2 yra redukuojamas (1-as yra jo �saknis), tod_el nesunkiai
randame, kad x2 + 2 = (x+ 1)(x+ 2). Polinomas x2 + 1 neredukuojamas
vir�s GF (3), tod_el

f(x) = (x + 1)2(x+ 2)2
�
x2 + 1

�3
:

II. Bekvadra�cio polinomo faktorizacija remiasi �siais teiginiais:

13.3 teiginys (kinù teorema liekanoms, polinominis varian-
tas).

Tegu f1(x); f2(x); : : : ; fn(x) yra poromis tarpusavyje pirminiai polino-
mai vir�s k�uno GF (q), o c1(x); c2(x); : : : ; cn(x) { bet kurie polinomai vir�s
k�uno GF (q). Tada lyginiù sistema

f(x) � c1(x)
�
mod f1(x)

�
;

f(x) � c2(x)
�
mod f2(x)

�
;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

f(x) � cn(x)
�
mod fn(x)

�

turi vienintelì sprendinì f(x) moduliu f1(x)f2(x) : : : fn(x).

Ìrodymas. Vienatinumas. Tegu f(x) ir g(x) yra teiginyje nurodytos
lyginiù sistemos sprendiniai. Tada

f(x) � g(x)
�
mod fi(x)

�
; 1 6 i 6 n;

t.y.
f(x) � g(x) dalijasi i�s fi(x); 1 6 i 6 n:

Bet fi(x), 1 6 i 6 n, yra poromis tarpusavyje pirminiai, tod_el f(x)� g(x)
dalijasi i�s f1(x)f2(x) : : : fn(x) ir

f(x) � g(x)
�
mod f1(x)f2(x) : : : fn(x)

�
:

Egzistavimas. Pa�zym_ekime f i(x) =
f1(x)f2(x):::fn(x)

fi(x)
.

Polinomaifi(x) ir f i(x) yra tarpusavyje pirminiai, tod_el pagal Euklido
algoritmà galime rasti tokius polinomus ui(x) ir vi(x), kad

ui(x)fi(x) + vi(x)f i(x) = 1:
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Tada

f(x) = u1(x) f1(x) � c1(x) + : : :+ un(x) fn(x) cn(x)

ir
f(x) � ui(x)f i(x) ci(x) � ci(x)

�
modfi(x)

�
;

nes f j(x) dalijasi i�s fi(x), kai j 6= i. Taigi f(x) yra lyginiù sistemos
sprendinys.

4

13.4 teiginys. Tegu bekvadra�cio polinomo f(x) 2 GF (q)[x] kanoni-
nis skaidinys yra

f(x) = f1(x)f2(x) : : : fn(x):

Tada bet kuriam k�uno GF (q) elementù rinkiniui (c1; c2; : : : ; cn) egzistuoja
toks vienintelis polinomas h(x) 2 GF (q)[x], kad

h(x) � ci
�
modfi(x)

�
; 1 6 i 6 n; deg h(x) < deg f(x);

hq(x) � h(x)
�
modf(x)

�
; deg h(x) < deg f(x)

ir tokiù polinomù h(x), tenkinan�ciù paskutinì lyginì, yra lygiai qn.

Ìrodymas. I�s 13.3 teiginio �zinome, kad bet kuriam k�uno GF (q) ele-
mentù rinkiniui (c1; c2; : : : ; cn) egzistuoja vienintelis polinomas h(x), kad

h(x) � ci
�
mod fi(x)

�
; 1 6 i 6 n; deg h(x) < deg f(x):

Taigi
hq(x) � c

q
i � ci � h(x)

�
modfi(x)

�
; 1 6 i 6 n

ir
hq(x) � h(x)

�
modf(x)

�
; deg h(x) < deg f(x):

Kita vertus, mes �zinome, kad vir�s k�uno GF (q) galioja lygyb_e (�zr. 9.3
teiginì)

xq � x =
Y

c2GF (q)

(x� c);

tod_el
hq(x)� h(x) =

Y
c2GF (q)

�
h(x) � c

�
:
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Bet jeigu hq(x) � h(x)
�
mod f(x)

�
, tai

fi(x) yra
Y

c2GF (q)

�
h(x)� c

�
daliklis su visais i; 1 6 i 6 n:

Polinomai fi(x), 1 6 i 6 n yra neredukuojami, tod_el kiekvienam i atsiras
toks ci 2 GF (q), kad

fi(x) yra
�
h(x) � ci

�
daliklis, t.y.

h(x) � ci
�
mod fi(x)

�
:

4

13.5 teiginys. Tegu f(x) yra unitarusis polinomas vir�s k�uno GF (q),
o h(x) 2 GF (q)[x] { toks polinomas, kad hq(x) � h(x)

�
mod f(x)

�
. Tada

f(x) =
Y

c2GF (q)

DBD
�
f(x); h(x)� c

�
:

Ìrodymas. Visi polinomai DBD
�
f(x); h(x)� c

�
, c 2 GF (q), yra poli-

nomo f(x) dalikliai. Polinomai h(x) � c1 ir h(x) � c2 yra tarpusavyje
pirminiai, kai c1 6= c2, tod_el tarpusavyje pirminiai bus ir polinomai
DBD

�
f(x); h(x)� c1

�
ir DBD

�
f(x); h(x)� c2

�
, kai c1 6= c2. Taigi poromis

tarpusavyje pirminiù polinomù sandauga

Y
c2GF (q)

DBD
�
f(x); h(x)� c

�

yra polinomo f(x) daliklis.
Kita vertus, �zinome, kad

xq � x =
Y

c2GF (q)

(x� c);

tod_el
hq(x) � h(x) =

Y
c2GF (q)

�
h(x)� c

�

ir f(x) yra
Q

c2GF (q)

�
h(x) � c

�
daliklis, tod_el f(x) yra

Q
c2GF (q)

DBD
�
f(x);

h(x)� c
�
daliklis.
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Bet du vienas kità dalijantys unitarieji polinomai sutampa, tod_el
teiginys ìrodytas.

4

I�s 13.5 teiginio matome, kad norint rasti polinomo f(x) 2 GF (q)[x]
skaidinì, reiktù rasti polinomà h(x) 2 GF (q)[x], tenkinantì sàlygà hq(x) �
h(x)

�
modf(x)

�
. Bekvadra�ciui polinomui f(x) tokio polinomo egzistavimà

garantuoja 13.4 teiginys. Parodysime, kaip galima sukonstruoti 13.4 teigi-
nyje esan�cius polinomus h(x).

Rasime lyginio

hq(x) � h(x)
�
modf(x)

�
; deg h < deg f (�)

sprendinius. Tegu h(x) =
n�1P
i=0

aix
i; �cia n = deg f(x) ir ai 2 GF (q).

�Zinome, kad hq(x) =
n�1P
i=0

aix
iq, tod_el,

jeigu

xiq �

n�1X
j=0

bijx
j
�
mod f(x)

�
; i = 0; 1; : : : ; n� 1;

tai

h(x) � hq(x) �
n�1X
i=0

ai

n�1X
j=0

bijx
j =

n�1X
j=0

�n�1X
i=0

aibij

�
xj
�
modf(x)

�
:

Lyginys hq(x) � h(x)
�
modf(x)

�
ekvivalentus lygyb_ems

aj =
n�1X
i=0

aibij; j = 0; 1; : : :; n� 1:

Jeigu matrica B = (bij)06i; j6n�1, tai paskutin_es lygyb_es ekvivalen�cios
matricù lygyb_ems

(a0; a1; : : : ; an�1)B = (a0; a1; : : : ; an�1);

(a0; a1; : : : ; an�1) (B � I) = (0; 0; : : : ; 0);
(��)
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�cia I { vienetin_e n � n matrica vir�s GF (q). Jau �zinome, kad pastaroji
homogenin_e tiesiniù lyg�ciù sistema turi qk sprendiniù, t.y. sprendiniù po-
erdvio dimensija yra lygi k, ir matricos B � I rangas lygus n� k; �cia k {
polinomo f(x) kanoniniame skaidinyje esan�ciù neredukuojamù polinomù
skai�cius. Taigi matricos B � I rangas nustato polinomo f(x) kanoninia-
me skaidinyje esan�ciù neredukuojamù polinomù skai�ciù. Jeigu k = 1, tai
polinomo f(x) kanoniniame skaidinyje yra vienas neredukuojamas polino-
mas, t.y. pats polinomas f(x) neredukuojamas. �Siuo atveju sistemos (��)
sprendiniai yra eilut_es (d; 0; : : : ; 0), d 2 GF (q).

Jeigu k > 1, tai sistemos (��) fundamentaliàjà sprendiniù sistemà

d1 = (d10; d11; : : : ; d1n�1); : : : ; dk = (dk0; dk1; : : : ; dkn�1)

atitinka baziniai lyginio (�) polinomai

hj(x) =
n�1X
i=0

djix
i:

Ai�sku, kad h1(x) = 1, nes eilut_e (1; 0; : : : ; 0) yra sistemos (��) spren-
dinys.

Pasirinkè polinomà h2(x), gausime polinomo f(x) skaidinì

f(x) =
Y

c2GF (q)

DBD
�
f(x); h2(x)� c

�
= g1(x) : : : gl(x); (� � �)

�cia g1(x); : : : ; gl(x) { polinomai, kuriù laipsniai didesni u�z 1. Jeigu l = k,
tai visi gi(x) yra neredukuojami polinomai ir (� � �) yra polinomo f(x)
kanoninis skaidinys. Jeigu l < k, tai pasirinkè polinomà h3(x), randame
visù polinomù gi(x), 1 6 i 6 l, skaidinius

gi(x) =
Y

c2GF (q)

�
gi(x); h3(x)

�
; 1 6 i 6 l:

�Sì procesà tèsime tol, kol negausime visù k neredukuojamù polinomo f(x)
daugikliù. Proceso baigtinumà garantuoja kitas teiginys.

13.6 teiginys. Tegu fu(x) ir fv(x) yra bet kurie skirtingi neredukuo-
jami polinomo f(x) dalikliai. Tada egzistuoja j 2 N ir c 2 GF (q), kad

fu(x) yra hj(x) � c daliklis, bet

fv(x) n_era hj(x)� c daliklis.
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Ìrodymas. I�s 13.3 teiginio ìrodymo matome, kad kiekvienà bazinì
polinomà hi(x), 1 6 i 6 k, atitinka tokia eilut_e ci = (ci1; ci2; : : : ; cik), kad

hi(x) � cis
�
modfs(x)

�
; 1 6 s 6 k; 1 6 i 6 k:

Tegu visiems i, 1 6 i 6 k, ciu = civ. Jeigu h(x) yra bet kuris
lyginio hq(x) � h(x)

�
modf(x)

�
, deg (h) < deg (f) sprendinys, tai jis

yra baziniù sprendiniù h1(x); h2(x); : : : ; hk(x) tiesin_e kombinacija h(x) =
�1h1(x) + : : :+ �kh(x), �i 2 GF (q). Tada

h(x) � �1c1u + : : :+ �kcku
�
modfu(x)

�
;

h(x) � �1c1v + : : :+ �kckv
�
modfv(x)

�

ir
h(x)

�
modfu(x)

�
= h(x)

�
modfv(x)

�
:

Ta�ciau eilutè (c1; : : : ; ck), kai cu = 0, cv = 1, atitinkantis polinomas h(x)
tenkina lyginius h(x) � ci

�
modfi(x)

�
, 1 6 i 6 k. Bet tai prie�starauja

paskutinei lygybei, nes

h(x)
�
modfu(x)

�
= 0 6= 1 = h(x)

�
modfv(x)

�
:

Taigi egzistuoja toks j, 1 6 j 6 k, kad cju 6= cjv ir

hj(x) � cju
�
modfu(x)

�
;

hj(x) � cjv
�
modfv(x)

�
;

hj(x) 6� cjv
�
modfu(x)

�
; t.y.

fv(x) yra polinomo hj(x) � cjv daliklis, bet

fu(x) n_era polinomo hj(x)� cjv daliklis.

4

Bekvadra�cio polinomo f(x) 2 GF (q)[x] faktorizacijos proceso aptari-
mà apibendrina Berlekampo1 algoritmas.

1E. R. Berlekamp, g. 1940, { amerikie�ciù matematikas

10



13.7 algoritmas. �Zinoma: bekvadratis polinomas f(x) 2 GF (q)[x],
deg f(x) = n.

Rezultatas: algoritmas faktorizuoja polinomà f(x) vir�s k�uno GF (q).
1. Konstruojame matricà B = (bij)06i;j6n�1, skai�ciuodami

xiq �

n�1X
j=0

bij x
j
�
modf(x)

�
; 0 6 i 6 n� 1:

2. Tiesin_eje algebroje �zinomais metodais randame matricos B � I

branduolio bazè (fundamentaliàjà homogenin_es sistemos (a0; a1; : : : ; an�1)
� (B � I) = (0; 0; : : : ; 0) sprendiniù sistemà) d1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ; dk =
(dk0; dk1; : : : ; dkn�1). Skai�cius k yra polinomo f(x) kanoniniame skaidinyje
esan�ciù neredukuojamù polinomù skai�cius. Tegu S yra polinomo f(x)
skaidinyje esan�ciù polinomù aib_e.

Priskiriame S := ff(x)g, r := 1, t := 1.
3. Jeigu k = r, tai aib_eje S esantys polinomai yra polinomo f(x)

kanoninio skaidinio polinomai; skai�ciavimai baigiami.

Jeigu k < r, tai t := t+ 1 ir h(x) :=
n�1P
i=0

dtix
i.

4. Visiems g(x) 2 E, deg g(x) > 1 ir visiems c 2 GF (q) skai�ciuojame
polinomus: DBD

�
g(x); h(x)� c

�
. Tegu T yra �siù polinomù, kuriù laipsnis

didesnis u�z 1, aib_e.
Priskiriame S := (S � fgg) [ T ; r := r � 1 + jT j:
Pereiname prie 3.

4

13.8 pavyzdys. Faktorizuosime polinomà f(x) = x8+x6+x4+x+1
vir�s k�uno GF (2). �Sis polinomas yra bekvadratis, nes DBD

�
f; f 0(x)

�
= 1.

Taikome Berlekampo algoritmà

x0 � 1
x2 � x2

x4 � x4

x6 � x6

x8 � 1 + x + x4 + x6

x10 � 1 + x + x2 + x3 + x4

x12 � x2 + x3 + x4 + x5 + x6

x14 � 1 + x + x3 + x5 + x7;
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tod_el matrica B yra 0
BBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1 0 1

1
CCCCCCCCCA
;

o matrica B � I yra
0
BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0

1
CCCCCCCCCA
:

Matricos B � I rangas lygus 6 ir tod_el polinomo f(x) kanoniniame
skaidinyje vir�s GF (2) yra k = 8 � 6 = 2 neredukuojami polinomai. Siste-
mos (��) sprendiniù aib_e yra�

(�; 0; �; �; �; 0; �; �) j �; � 2 GF (2)
	
:

Fundamentaliuosius sprendinius d1 = (1; 0; 0; 0; 0;0;0;0) ir
d2 = (0; 0; 1; 1; 1;0;1;1; ) atitinka polinomai

h1(x) = 1;

h2(x) = x2 + x3 + x4 + x6 + x7:

Pasinaudojè Euklido algoritmu, gausime

DBD
�
f(x); h2(x)

�
= x5 + x4 + x2 + x+ 1

ir
DBD

�
f(x); h2(x)� 1

�
= x3 + x2 + 1:

Taigi polinomo f(x) kanoninis skaidinys yra

f(x) = x8 + x6 + x4 + x+ 1 = (x5 + x4 + x2 + x+ 1) (x3 + x2 + 1):
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