18. POLINOMU FAKTORIZACIJA VIRS
BAIGTINIU KUNU

Polinomo f(z) € GF(q)[x] faktorizacija atlieckama keliais zingsniais:

I (bekvadraté faktorizacija). Ieskoma tokiu polinomu fi, fa, ..., fx €
GF(q)[»], kad:

a) f=fl13. g

b) polinomai f; buty tarpusavyje pirminial ir bekvadraciai, t.y. savo
kanoniniuose skaidiniuose virs kuno GF(q) neturéty neredukuojamuy poli-
nomu laipsniu.

I1. Faktorizuojami polinomai f;, 1 <i < k.

ITI. Gautame polinomo f skaidinyje sutraukiami panasus nariai ir
gaunamas polinomo f kanoninis skaidinys.
Tegu kuno GF(q) charakteristika yra p.

Aptarsime Siuos polinomo f faktorizacijos zingsnius.

k: .
I. Tegu f = [ f? (¢ia f; yra bekvadraciai) - tarpusavyje pirminiai
i=1
polinomai. Tada polinomo f i§vestinée yra

f'zg(if;ff‘l II fj):ZCi(x)~

J#t i=1
1€5<k

Tegu d(x) = DBD (f, f'). Pastebésime, jeigu neredukuojamas polinomas
r(z) yra polinomo f(x) daliklis, tai r(z) yra ir f;,(#) daliklis kuriam nors
ip = do(r), 1 < 49 < k. Todél neredukuojamo polinomo r(z) laipsnio
rodiklis e = e, (d) kanoniniame polinomo d(z) skaidinyje apibréziamas taip:

a) jeigu i # dg, tai e,(d) i-ajame polinomo f' démenyje ¢;(z) yra
didesnis arba lygus ¢;

b) jeigu ¢ = ip, tai e, (d) = 4y — 1, kai p néra iy daliklis, ir e,(d) = do,
kai p yra iy daliklis.



Taigi
10 — 1, kai p néra iy daliklis |
er(d) =

10, kai p yra iy daliklis.
k ) k
d(z) =DBD (f, /') = II fimt I
P néraZ ?&aliklis P yrali:dlaliklis

Apibrézkime rekurenciuosius sarysius.

Tegu dy(x) = d(z), o

gl(x) = d(l‘) = H fz($)

Coi=1
p néra ¢ daliklis

Kail > 2, tai

DBD (di—1,¢1-1), kai p néra [ daliklis,
gi(r) =

gi—1(z), kai p yra [ daliklis,
dy_
di(e) = 818 i ) néra @ dalikis
g1(x)
Taigi
gi(r) = H fi(z)
i>l—1
p néra ¢ daliklis
ir
== I " I #
i>1 i=1
p néra s daliklis p yra 1 daliklis
15 cia
filz) = 90®) i néral daliklis ir
Ji+1(2)

g1(x) néra lygus konstantai. Jeigu g;(x) yra kuno GF(q) elementas, tai

= T f=0E@) =h6)



Norint testi bekvadrate faktorizacija, polinomui h(z) reikia taikyti
anks¢iau nurodyta procedura.

Sials samprotavimais remiasi algoritmas.

13.1 algoritmas. Zinoma: polinomas f(x) € GF(q)[x], ¢ = p*, p —
pirminis.

Rezultatas: randami nelygus konstantai bekvadraciai tarpusavyje pir-
miniai polinomal ir jy laipsniy rodikliai kanoniniame polinomo f(x) skai-
din.Y.je (1af1) = fla (2af2) = fZa ey (kafk) = fk; f = f11f22 .. f]iC

1. Priskiriame e := 1, f := f(z).

2. Jeigu f yra konstanta, tai iSvedame (e, f) ir skai¢iavimai baigiami.
Jeigu f néra konstanta, tai priskiriame k := 0, d :== DBD (f, f'), ¢ := 5.

3. Jeigu g néra konstanta, tai pereiname prie 4. Jeigu ¢ yra konstanta,
tal turétu buti

14
A=Yty = Y bl = (wa'/p) |
plJ plJ qlJ

todél priskiriame

e:=pe, f[:= thxj/p

plJ

ir pereiname prie 2.

4. Priskiriame k := k 4+ 1. Jeigu p néra k daliklis, tai pereiname prie

Jeigu p yra k daliklis, tai priskiriame d := %, k := k41 ir pereiname
prie 5.

5. Skaic¢iuojame ir priskiriame der := DBD(d,g), fer(x) = dgk,

g =dex, d:= %. Jeigu fer yra konstanta, tai pereiname prie 3. Jeigu
fer, néra konstanta, tai isvedame (ek, fei) ir pereiname prie 3.

A



13.2 pavyzdys. f(z) =20+ 2%+ 25 + 2 + 22 + 1 € GF(3)[z].

e=1, k=0.
k=1
k=2

f(x) =2 4 207 + 2% + 2,
d(x) = DBD(f (), ' (x)) = «® + 22° + 2° + 2,

gi(z) = d(z) =z*+2.

afe) -
g12(x) = dy(x) = 2* + 2,
z) = d(z) — 6
d(x) := () +1
dy(2) = DBD(d(x), g12(x)) = 1,
g12(x) _ 22
faz) = i)~ +2,
g13(x) = da(z) =1,
2} dz) 45 e 5
d(x) () +1= (2 +1)3,

g13(x) — konstanta, todél belieka suskaidyti
polinoma #? + 1. Siam polinomui vél

taikome algoritma.

flx) =2 +1,

f(z) = 2z,

d(x) = DBD(2* + 1,2z) = 1,
G

g31(z) = d(z) + 1.

ds(x) = DBD(d(a:),ggl(x)) =1,

fol) = {j;((j)) Y

Skaiciavimai baigiami. Gavome

fa)=e +a¥ S ot p e 1= (224 2)° (22 4 1)

3
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Polinomas z* + 2 yra redukuojamas (1-as yra jo saknis), todél nesunkiai
randame, kad ? 4+ 2 = (x + 1)(z + 2). Polinomas 2% + 1 neredukuojamas
virg GF(3), todél

fle) = (e + 1)z +2)° (2 +1)°.

I1. Bekvadracio polinomo faktorizacija remiasi Siais teiginiais:

13.3 teiginys (kinu teorema liekanoms, polinominis varian-
tas).

Tegu f1(x), f2(x), ..., fn(2) yra poromis tarpusavyje pirminiai polino-
mai vir§ kuno GF(q), o c1(x),ca(),...,cn(x) — bet kurie polinomai virs
kiino GF(q). Tada lyginiy sistema

turi vienintelj sprendinj f(x) moduliu fi(z)f2(z) ... fo(z).

Irodymas. Vienatinumas. Tegu f(z) ir g(x) yra teiginyje nurodytos
lyginiy sistemos sprendiniai. Tada

flx) = g(x) (mod fl(x)), 1<ign,

t.y.
f(z) —g(=) dalijasiis f;(z), 1<i<n.

Bet fi(z), 1 << n, yra poromis tarpusavyje pirminiai, todeél f(z) — g()
dalijasi i§ fi(z)fa(x) ... fa(z) ir

flz) = g(x) (mod filz) fa(z) .. fn(x))

Egzistavimas. Pazymékime f,(z) = W

Polinomai f;(x) ir f;(x) yra tarpusavyje pirminiai, todél pagal Euklido
algoritma galime rasti tokius polinomus u;(z) ir v;(x), kad

wi () i) + () Fi (o) = 1.
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Tada

Fla) = ua(x) fr(x) @) + .4 un (@) [ (%) en()
ir _
fx) = u(2) fi(x) ci(2) = ei(2) (mod fl(x)),
nes T](x) dalijasi 18 f;(x), kai j # ¢. Taigi f(x) yra lyginiy sistemos
sprendinys.
A

13.4 teiginys. Tegu bekvadracio polinomo f(z) € GF(q)[x] kanoni-

nis skaidinys yra

fle) = hi(@) fo() .. fal2).

Tada bet kuriam kuno GF(q) elementy rinkiniui (c1,¢a, ..., ¢,) egzistuoja
toks vienintelis polinomas h(z) € GF(q)[x], kad

h(z) =
hi ()

ci (modfi(a:)), 1<i<n, deg h(z) < deg f(z),
h(x) (modf(x)), deg h(z) < deg f(x)

ir tokiy polinomy h(x), tenkinanciy paskutinj lyginj, yra lygiai ¢".
Irodymas. 1§ 13.3 teiginio zinome, kad bet kuriam kuno GF(q) ele-
menty rinkiniui (¢q, ca, ..., cy) egzistuoja vienintelis polinomas h(x), kad

hiz) = ¢ (modfi(a:)), 1<ig<n, deg h(z) < deg f(z).

Taigi
hi ()

cd=c¢; = h(2) (modfi(a:)), 1<ign

~

hi(x) = h(x) (modf(x)), deg h(z) < deg f(z).

Kita vertus, mes zinome, kad virs kano GF(q) galioja lygybé (zr. 9.3
teigini)

todél



Bet jeigu h9(z) = h(x) (mod f(a:)), tai

fi(z) yra H (h(x) - c) daliklis su visais i, 1 < i< n.
c€GF(q)

Polinomai fi(z), 1 < i < n yra neredukuojami, todél kiekvienam ¢ atsiras

toks ¢; € GF(q), kad
fi(z) yra (h(x) - ci) daliklis, t.y.

hiz) = ¢ (mod fl(x))
A

13.5 teiginys. Tegu f(x) yra unitarusis polinomas virs kuno GF(q),
o h(z) € GF(q)[x] — toks polinomas, kad hi(x) = h(x) (mod f(x)) Tada

flx) = H DBD (f(x), h(z) — ¢).
)

c€GF (g

Irodymas. Visi polinomai DBD(f(l‘), h(z) — c), c € GF(q), yra poli-
nomo f(z) dalikliai. Polinomai h(x) — ¢1 ir h(z) — ¢o yra tarpusavyje
pirminiai, kai ¢; # c¢3, todél tarpusavyje pirminiai bus ir polinomai
DBD(f(l‘), h(z) — cl) ir DBD(f(l‘), h(z) — cz), kai ¢1 # ¢o. Taigi poromis

tarpusavyje pirminiu polinomu sandauga

II DBD(f(x),h(x) - ¢)
)

c€GF (g

yra polinomo f(x) daliklis.
Kita vertus, zinome, kad

c€GF(q)
todél
hi(w) —hx)= J[ (h(x)=-c)
c€GF(q)
ir f(z) yra ][ (h(x) — c) daliklis, todél f(z) yra ] DBD(f(l‘),
ceEGF(q) ceGF(q)

h(z) — c) daliklis.



Bet du vienas kita dalijantys unitarieji polinomai sutampa, todél
teiginys irodytas.

A

Is 13.5 teiginio matome, kad norint rasti polinomo f(z) € GF(q)[x]
skaidini, reikty rasti polinoma h(x) € GF(q)[z], tenkinanti salyga h?(x) =
h(x) (mod f(x)) Bekvadraciui polinomui f(z) tokio polinomo egzistavima,
garantuoja 13.4 teiginys. Parodysime, kaip galima sukonstruoti 13.4 teigi-
nyje esancius polinomus h(z).

Rasime lyginio

hi(x) = h(x) (modf(x)), deg h < deg f (%)
n—1 .
sprendinius. Tegu A(z) = > a;2*; ¢ia n =deg f(z) ir a; € GF(q).
i=0
~ n_l .
Zinome, kad hi(x) = > a;2'9, todél,
i=0
Jjeigu
. n_l .
2 = sz’jl‘] (modf(x)), i=0,1,...,n—1,
7=0
tai

n—1 ,n-1

> ( > aibij) 1 (mod f(z)).

j=0 Ni=0

n—1 n—1
h(z) = hi(z) = Zai Zbijxj =
7=0

i=0

Lyginys h4(z) = h(x) (mod f(x)) ekvivalentus lygybéms

n—1
aj:Zain’j, j:O,l,...,n—l.
i=0
Jeigu matrica B = (bij)ogi, jgn—1, tal paskutinés lygybés ekvivalencios
matricuy lygybéms
(Clo, Al .-y an—l) B = (Clo, Al .-y an—l)a

(ap,a1,...,an—1) (B —=1)=1(0,0,...,0); (x%)



¢ia I — vienetiné n x n matrica virs GF(q). Jau Zinome, kad pastaroji
homogeniné tiesiniu lygéiu sistema turi ¢* sprendiniu, t.y. sprendiniu po-
erdvio dimensija yra lygi k, ir matricos B — [ rangas lygus n — k; ¢ia k —
polinomo f(z) kanoniniame skaidinyje esanc¢iy neredukuojamu polinomu
skaicius. Taigi matricos B — I rangas nustato polinomo f(z) kanoninia-
me skaidinyje esanc¢iu neredukuojamu polinomu skaic¢iu. Jeigu k£ = 1, tai
polinomo f(z) kanoniniame skaidinyje yra vienas neredukuojamas polino-
mas, t.y. pats polinomas f(z) neredukuojamas. Siuo atveju sistemos (#%)
sprendiniai yra eilutés (d,0,...,0), d € GF(q).
Jeigu k > 1, tai sistemos (#x*) fundamentaliaja sprendiniy sistema

dl = (dIOa dlla R dln—l)a R dk = (dk‘Oa dk‘la R dkn—l)
atitinka baziniai lyginio (%) polinomai

n—1

hj (l‘) = Z dﬂl‘l

i=0
Aisku, kad hy(z) = 1, nes eilute (1,0,...,0) yra sistemos (%) spren-
dinys.

Pasirinke polinoma ha(z), gausime polinomo f(z) skaidini

flx) = H DBD(f(x),hz(x)—c):gl(x)...gl(x); (% * *)

c€GF(q)

¢ia g1(x), ..., qi(x) — polinomai, kuriu laipsniai didesni uz 1. Jeigu [ = k,
tai visi g;(#) yra neredukuojami polinomai ir (* * %) yra polinomo f(x)
kanoninis skaidinys. Jeigu | < k, tai pasirinke polinoma hz(z), randame
visy polinomu g;(z), 1 < <!, skaidinius

gitr)= Tl (9(x), ha(x)), 1<i<l.

c€GF(q)

Si procesa tesime tol, kol negausime visu & neredukuojamu polinomo f(x)
daugikliu. Proceso baigtinuma garantuoja kitas teiginys.
13.6 teiginys. Tegu f,(z) ir f,(x) yra bet kurie skirtingi neredukuo-
Jami polinomo f(x) dalikliai. Tada egzistuoja j € N ir ¢ € GF(q), kad
fulz) yra hj(z) — ¢ daliklis, bet
fo(z) néra h;(z) —c daliklis.
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Irodymas. 18 13.3 teiginio irodymo matome, kad kiekviena bazini
polinoma h;(z), 1 < 7 < k, atitinka tokia eiluté ¢; = (ei1, ¢4, .. ., i), kad

hi(z) = cis (mod f(2)), 1<s<k, 1<ig<k.

Tegu visiems ¢, 1 < ¢ < &k, = cw Jeigu h(z) yra bet kuris
lyginio hi(z) = h(x) (mod (x )) < deg(f) sprendinys, tai jis
yra baziniu sprendiniu h; ( ) ho (x), .. hk( ) tiesiné kombinacija h(z) =
arthi(z) + ...+ aph(x), a; € GF(q). Tada

1Clu + ...+ agciy (modfu(x)),
1Cly + ...+ agcry (modfv(x))

ir

=
—_
~—

x (modfu(x)) = h(x) (modfv(x)).

Taciau eilute (¢q,...,cx), kai ¢, = 0, ¢, = 1, atitinkantis polinomas k()
tenkina lyginius h(z) = ¢ (mod fl(x)), 1 € ¢ < k. Bet tai priestarauja
paskutinel lygybei, nes

h(x) (mod fu(x)) =0#1=h(x) (modfv(x)).

Taigi egzistuoja toks j, 1 < j <k, kad ¢cju # ¢jy It

hj(x) = cju (mod fu (),
hj(z) = ¢ (mod fv(x)),
hji(z) Z ¢ (mod fu(x)), t.y.

fo(z) yra polinomo h;(z) —c¢j, daliklis, bet
fu(z) néra polinomo h;(z) — ¢;, daliklis.
A

Bekvadracio polinomo f(z) € GF(gq)[»] faktorizacijos proceso aptari-
ma apibendrina Berlekampo! algoritmas.

LE. R. Berlekamp, g. 1940, — amerikie¢iu matematikas
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13.7 algoritmas. Zinoma: bekvadratis polinomas f(x) € GF(q)[x],
deg f(z) = n.

Rezultatas: algoritmas faktorizuoja polinoma f(x) virs kino GF(q).
1. Konstruojame matrica B = (bij)ogi i<n—1> skaiciuodami

n—1
xinZbijxj (modf(x)), 0<ig<n—1.
§=0

2. Tiesinéje algebroje Zinomais metodais randame matricos B — [

branduolio baze (fundamentaliaja homogeninés sistemos (ag, a1, ..., dn_-1)
-(B—=1) =(0,0,...,0) sprendiniy sistema) dy = (1,0,...,0),..., dx =
(dko,di1, - .., din—1). Skaic¢ius k yra polinomo f(z) kanoniniame skaidinyje

esan¢iy neredukuojamu polinomu skaic¢ius. Tegu S yra polinomo f(x)
skaidinyje esanc¢iu polinomu aibeé.
Priskiriame S := {f(x)}, r =1, ¢t := 1.
3. Jeigu k = r, tai aibéje S esantys polinomai yra polinomo f(x)
kanoninio skaidinio polinomai; skai¢iavimai baigiama.
n—1
Jeigu k < r tait :=t+ Lir h(z) := ) dy2'.
=0
4. Visiems g(z) € E, deg g(x) > 1 ir visiems ¢ € G'F(q) skai¢iuojame
polinomus: DBD (g(x), hx)— c). Tegu T yra siu polinomu, kuriu laipsnis
didesnis uz 1, aibeé.
Priskiriame S := (S —{¢H)UT;r:=r—1+|T|.
Pereiname prie 3.

A

13.8 pavyzdys. Faktorizuosime polinoma f(z) = N N N |
virg kuno GF'(2). Sis polinomas yra bekvadratis, nes DBD (f, f’(x)) =1.
Taikome Berlekampo algoritma

29 =1

2 = z?

= z?

= 6

2 =1 4+ = + + =z
=1 4+ z + 22 + 22 4+ ¢

2 = 22 4+ = + 2t 4+ 5 4 S
M=1 + =z + =z + 2° + =7,



todél matrica B yra

—O RO OO
—oO R~ OO0 OO
o, ocOoORO
[ e = I =N e R e
oL, RO, OO
N = =N i e R e e
oo, R, OoOO
—oocococo0oO

o matrica B — I yra

oo oo o oo

—oO R~ OO0 OO
— o R~ OO O
O, P OO~ O
— P, O, OOO
o, oo, OO
[ e = I =N e R e
cooR~RHROoOOO

0

Matricos B — I rangas lygus 6 ir todél polinomo f(z) kanoniniame
skaidinyje virg§ GF(2) yra k = 8 — 6 = 2 neredukuojami polinomai. Siste-
mos (**) sprendiniy aibé yra

{(a,0,8,8,8,0,8,8) | o, B € GF(2)}.

Fundamentaliuosius  sprendinius  dy = (1,0,0,0,0,0,0,0) ir
d» =(0,0,1,1,1,0,1,1,) atitinka polinomai

hi(z) =1,
ha(z) = P+ttt e+
Pasinaudoje Euklido algoritmu, gausime
DBD(f(l‘), hz(x)) =S+t 4l +e+1
ir
DBD(f(x), ha(z) = 1) = 2® + 2 + 1.
Taigi polinomo f(x) kanoninis skaidinys yra

fle)=®+ 2+t e+ 1=+ +2’ +a4+1) (@ +27 +1).
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