
17. CIKLOTOMINIAI POLINOMAI

Ie�skodami polinomo un(x) = xn � 1 2 GF (q)[x] kanoninio skaidinio,
naudojom_es �sio polinomo skaidinio k�unu GF (qs). Norint faktorizuoti �sì
polinomà be k�uno GF (qs), svarb�us yra polinomai, kuriù �saknys { visos
primityviosios n-ojo laipsnio vieneto �saknys.

12.8 apibr_e�zimas. Tegu GF (q) yra baigtinis k�unas, o k { toks

nat�uralusis skai�cius, kad DBD(k; q) = 1. Jeigu ! { primityvioji k-ojo
laipsnio vieneto �saknis, tai polinomas

Qk(x) =
kY

s=1
DBD(s;k)=1

(x� !s)

vadinamas k-ciklotominiu polinomu vir�s k�uno GF (q).

Ai�sku, kad k-ciklotominio polinomo Qk(x) �saknys yra visos primi-
tyviosios k-ojo laipsnio vieneto �saknys. �Sio polinomo laipsnis yra lygus
' (k); �cia ' { Oilerio funkcija.

12.9 teiginys. Tegu GF (q) yra baigtinis k�unas, kurio charakteristika

yra p, t.y. q = pr, o n{ toks nat�uralusis skai�cius, kad DBD(n; q) = 1. Tada:
1.

xn � 1 =
Y

kjn

Qk(x):

2. k-ciklotominio polinomo Qk(x) koe�cientai yra k�uno GF (p) ele-

mentai, t.y. Qk(x) 2 GF (p)[x].
3. Jeigu skai�ciaus q eil_e modk yra s, s = ordk(q), tai k-ciklotominio

polinomo kanoniniame skaidinyje yra
' (k)
s

skirtingù vieno ir to paties s
laipsnio neredukuojamù polinomù vir�s GF (q).

4. Jeigu � { Miobiuso funkcija, tai

Qk(x) =
Y

djk

(xd � 1)�(
k
d
) =

Y

djk

(x
k
d � 1)�(d):
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Ìrodymas. 1. Jeigu ! yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto �saknis,
tai visos n-ojo laipsnio vieneto �saknys yra ! laipsniai !i, 1 6 i 6 n. Ele-
mentas !i taip pat yra primityvioji n

DBD (n;i) = k-laipsnio vieneto �saknis.

Pasteb_esime, kad k yra elemento !i eil_e ciklin_eje grup_eje En. Tod_el tokiù
skirtingù n-ojo laipsnio vieneto �saknù, kurios taip pat b�utù ir k-ojo laips-
nio primityviosios vieneto �saknys, yra ' (k) (�zr. 5.43 teiginio 4a) dalì).
Polinomo un(k) skaidinyje

xn � 1 =
nY

i=1

(x� !i)

sugrupavè tuos daugiklius (x � !i), kuriuose !i yra primityvioji k-ojo
laipsnio vieneto �saknis (k { bet kuris teigiamas skai�ciaus n daliklis), ir
gausime teiginyje esan�cià i�srai�skà.

2. Prisiminkime, kad polinomo un(x) kanoninis skaidinys vir�s k�uno
GF (p) yra

xn � 1 =
Y

i

mi(x);

�cia mi(x) yra skirtingi minimalieji n-ojo laipsnio vieneto �saknù polinomai.
Tada Qk(x) yra tokiù minimaliùjù polinomù mi(x) sandauga, kad k =
ordmi(x) ir tod_el Qk(x) 2 GF (p)[x].

3. Jeigu ! yra bet kuri primityvioji k-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s
k�uno GF (q), tai

! 2 GF (qi) () !q
i

= ! () qi � 1 (modk)

ir s = ordk(q) yra toks ma�ziausias nat�uralusis skai�cius, kad

! 2 GF (qs); bet ! =2 GF (qj); j < s:

Tada minimaliojo elemento ! polinomo laipsnis yra lygus s ir tod_el
visù skirtingù minimaliùjù polinomù, kuriù �saknys yra primityviosios k-ojo
laipsnio vieneto �saknys, laipsniai yra lyg�us s. Bet i�s viso yra ' (k) skirtingù
primityviùjù k-ojo laipsnio vieneto �saknù, tod_el skirtingù neredukuojamù

polinomù vir�s GF (q), kuriù laipsnis yra s, yra ' (k)
s

. �Siù polinomù san-
dauga ir yra k-ciklotominio polinomo kanoninis skaidinys.
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4. Tegu h(k) = Qk(x) ir H(k) = xk � 1 su visais k 2 N yra funkci-
jos, kuriù reik�sm_es yra multiplikacin_eje nenuliniù racionaliùjù funkcijù vir�s
k�uno GF (q) grup_eje. I�s �sio teiginio 1-osios dalies xk � 1 =

Q
djk

Qd(x), t.y.

H(k) =
Q
djk

h(d). Paskutinei lygybei pritaikè Miobiuso apgrè�zimo formul_es

multiplikatyvùjì variantà (�zr. 11.16 teiginio 3.2 dalì), gausime norimà cik-
lotominio polinomo Qk(x) i�srai�skà.

12.10 pavyzd�ziai. 1. Q1(x) = x� 1 vir�s bet kokio k�uno K.

2. TeguGF (q) yra baigtinis k�unas, o r { pirminis skai�cius, tarpusavyje
pirminis skai�ciui q. Tada:

a) xr � 1 = Q1(x)Qr(x) ir tod_el

Qr(x) =
xr � 1

Q1(x)
=

xr � 1

x� 1
= xr�1 + xr�2 + : : :+ x2 + x+ 1;

b) xr
k

� 1 = Q1(x)Qr(x)Qr2(x) : : :Qrk(x) ir tod_el

Qrk (x) =
xr

k

� 1

Q1(x)Qr(x)Qr2(x) : : :Qrk�1 (x)

=
xr

k

� 1

xrk�1 � 1
= x(r�1)r

k�1

+ x(r�2)r
k�1

+ : : :+ xr
k�1

+ 1:

3. Vir�s k�uno GF (2) teisinga

x15 � 1 = Q1(x)Q3(x)Q5(x)Q15(x):

�Zinome, kad:

Q1(x) = x� 1 = x+ 1;

Q3(x) = x2 + x+ 1;

Q5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1;

Q15(x) =
Y

dj15

�
x
15

d � 1
��(d)

=
�
x15 � 1

��(1)�
x5 � 1

��(3)�
x3 � 1

��(5)
(x � 1)�(15)

=
�
x15 � 1

��
x5 � 1

��1�
x3 � 1

��1
(x� 1) =

(x15 � 1)(x� 1)

(x5 � 1)(x3 � 1)

= x8 + x7 + x5 + x4 + x3 + x+ 1:
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Taigi turime polinomo un(x) skaidinì ciklotominiù polinomù sandauga:

x15 � 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

� (x8 + x7 + x5 + x4 + x3 + x+ 1):

Palyginè �sì polinomo un(x) skaidinì su kanoniniu un(x) skaidiniu

x15 � 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

� (x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1);

matome, kad polinomo Q15(x) kanoninis skaidinys yra

Q15(x) = (x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1);

�cia polinomai x4 + x3 + 1 ir x4 + x + 1 yra 15-ojo laipsnio primityviùjù
vieneto �saknù minimalieji polinomai ir tod_el �siù polinomù eil_e yra lygi
15. Apibr_e�ztas 12.9 teiginio 3 dalyje nat�uralusis skai�cius s = ordk(q)

�siuo atveju yra lygus s = ord15(2) = 4 ir tod_el Q15(x) yra ' (15)
4 = 2

neredukuojamù polinomù vir�s GF (2) sandauga.

12.11 pastaba. Visos ciklotominio polinomo Qqn�1(x) 2 GF (q)[x]
�saknys yra (qn�1) laipsnio primityviosios vieneto �saknys vir�s k�uno GF (q),
ir tod_el �sio polinomo kanoniniame skaidinyje yra visi primityvieji n-ojo
laipsnio polinomai vir�s GF (q). Taigi dar kartà ìsitikiname, kad polinomai
x4+ x3 + 1 ir x4+ x+ 1 yra visi primityvieji 4-ojo laipsnio polinomai vir�s
k�uno GF (2).

Nagrin_ejant neredukuojamus polinomus vir�s k�uno GF (q) , naudinga
�zinoti, kada jie i�slieka neredukuojamais polinomais vir�s min_eto k�uno pl_etinio

GF (qk). Dabar mes galime atsakyti ì �sì klausimà.

12.12 teiginys. Tegu f yra n-ojo laipsnio neredukuojamas polinomas

vir�s k�uno GF (q). Tada:

1. Jeigu k 2 N, tai polinomù �ziede GF (qk)[x] polinomo f kanonini-

ame skaidinyje yra d = DBD(k; n) neredukuojamù to paties n
d

laipsnio

polinomù.

2. Polinomas f yra neredukuojamas vir�s GF (qk) tada ir tik tada, kai

DBD(k; n) = 1.
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Ìrodymas. 1. Tegu polinomo f eil_e lygi e, ord(f) = e (�zr. 11.5
apibr_e�zimà). Jeigu polinomas g yra bet kuris neredukuojamas polinomo f
daliklis, tai ord(g) = ord(f) = e, nes visos polinomo g �saknys yra polinomo
f �saknys, o polinomo f eil_e yra lygi kurios nors (nesvarbu kurios) savo
�saknies eilei polinomo f skaidinio k�uno multiplikacin_eje grup_eje. �Zinome,
kad �sie teiginiai yra ekvivalent�us (�zr. 11.6 teiginì):

1) ord f = e;
2) visos polinomo f �saknys yra primityviosios e-ojo laipsnio vieneto

�saknys;
3) polinomas f yra ciklotominio polinomo Qe(x) daliklis;
4) neredukuojamo polinomo f laipsnis n yra toks ma�ziausias nat�ura-

lusis skai�cius, kuriam qn � 1 (mode), o neredukuojamo polinomo g laipsnis
m yra toks ma�ziausias nat�uralusis skai�cius, kuriam (qk)m � 1 (mode).

Bet elemento qk eil_e ciklin_eje grup_eje G

G =
�
q (mod e); q2(mod e); : : : ; qn�1 (mode); qn (mode) = 1

	
�Zn;

yra lygi

ordGq
k =

n

DBD(k; n)
=

n

d
;

tod_el polinomo g laipsnis yra lygus n
d
. Dabar ai�sku, kod_el polinomo f

kanoniniame skaidinyje yra d neredukuojamù polinomù.

2. Jeigu DBD(k; n) = 1, tai i�s kà tik ìrodyto teiginio �zinome, kad
polinomo f kanoniniame skaidinyje vir�s k�uno GF (qk) yra vienas nere-
dukuojamas polinomas, t.y. tas pats polinomas f .

4

12.13 pavyzdys. Polinomas f(x) = x4+x3+1 yra neredukuojamas
polinomas vir�s k�uno GF (2). Neredukuojamu �sis polinomas yra ir vir�s
k�unù GF

�
22n�1

�
, n 2 N,

�
pavyzd�ziui, GF (8), GF (32)

�
, o �stai vir�s k�unù

GF
�
22n

�
, n 2 N, polinomo f(x) kanoniniame skaidinyje yra arba du 2-ojo

laipsnio neredukuojami polinomai
�
kai n = 2k+1, k 2 N, nes DBD(4; 4k+

2) = 2
�
, arba keturi 1-ojo laispnio neredukuojami polinomai

�
kai n = 2k,

k 2 N, nes DBD(4; 4k) = 4
�
.

Polinomo f(x) = x4+x3+1 kanoniniame skaidinyje vir�s k�uno GF (4)
yra du 2-ojo laipsnio neredukuojami polinomai: f(x) = f1(x) f2(x). Tegu
a yra polinomo f1(x) viena i�s �saknù. Tada jungtinis vir�s k�uno GF (4)
�siam elementui elementas a4 { irgi polinomo f1(x) �saknis. Elementas a
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yra primityvusis polinomo f(x) skaidinio k�uno GF (16) elementas (plg. su
10.2 pavyzd�ziu). Tod_el

f1(x) = (x� a)(x� a4) = x2 � x(a+ a4) + a5

= x2 + x(a3 + a+ 1) + a5 = x2 + xa5 + a5:

Padalijè polinomà f(x) i�s f1(x), gausime polinomà f2(x):

f2(x) = x2 + x � a10 + a10:

Elementas b = a5 yra primityvioji 3-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s k�uno
GF (2), tod_el

f(x) = (x2 + bx+ b)(x2 + xb2 + b2);

�cia b { primityvioji 3-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s GF (2).
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