17. CIKLOTOMINIAI POLINOMAI

Teskodami polinomo u,(z) = " — 1 € GF(q)[«] kanoninio skaidinio,
naudojomés §io polinomo skaidinio kunu GF(¢*). Norint faktorizuoti &
polinoma be kino G'F(g¢®), svarbus yra polinomai, kuriy Saknys — visos
primityviosios n-ojo laipsnio vieneto Saknys.

12.8 apibrézimas. Tegu GF(q) yra baigtinis kunas, o k — toks
naturalusis skaicius, kad DBD(k,q) = 1. Jeigu w — primityvioji k-ojo
laipsnio vieneto saknis, tai polinomas
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vadinamas k-ciklotominiu polinomu virs kuno GF(q).

Aisku, kad k-ciklotominio polinomo Qg (z) Saknys yra visos primi-
tyviosios k-ojo laipsnio vieneto Saknys. Sio polinomo laipsnis yra lygus
¢ (k); éa ¢ — Oilerio funkcija.

12.9 teiginys. Tegu GF(q) yra baigtinis kunas, kurio charakteristika
yrap, t.y. ¢ = p", o n— toks naturalusis skaicius, kad DBD(n, ¢) = 1. Tada:

1.
" —1= HQk(x)

k|n

2. k-ciklotominio polinomo Q(z) koeficiental yra kuno GF(p) ele-
mental, t.y. Qi(x) € GF(p)[z].
3. Jeigu skaiciaus ¢ eilé mod k yra s, s = ordy(q), tai k-ciklotominio
: g s o i (k) (Jointi ; ; ;
polinomo kanoniniame skaidinyje yra -~ skirtingy vieno ir to paties s
laipsnio neredukuojamuy polinomy virs GF(g).
4. Jeigu p — Miobiuso funkcija, tai

Qr(r) = H(md - 1)“(%) = H(l‘% — M),

d|k d|k



Irodymas. 1. Jeigu w yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto Saknis,
tai visos n-ojo laipsnio vieneto saknys yra w laipsniai w', 1 < i < n. Ele-
mentas ' taip pat yra primityvioji ﬁw = k-laipsnio vieneto Saknis.
Pastebésime, kad k yra elemento w’ eilé ciklinéje grupéje £,. Todél tokiu
skirtingu n-ojo laipsnio vieneto Saknu, kurios taip pat butu ir k-ojo laips-
nio primityviosios vieneto Saknys, yra ¢ (k) (7r. 5.43 teiginio 4a) dalj).
Polinomo uy,, (k) skaidinyje

sugrupave tuos daugiklius (z — w'), kuriuose w® yra primityvioji k-ojo
laipsnio vieneto Saknis (k — bet kuris teigiamas skaic¢iaus n daliklis), ir
gausime teiginyje esancia israiska.

2. Prisiminkime, kad polinomo wu,(z) kanoninis skaidinys vir§ kuno

GF(p) yra
" —1= Hml(x),

¢ia my;(x) yra skirtingl minimalieji n-ojo laipsnio vieneto saknuy polinomai.
Tada Qx(x) yra tokiy minimaliyju polinomu m;(z) sandauga, kad k£ =
ord m; () ir todél Qx(z) € GF(p)[z].

3. Jeigu w yra bet kuri primityvioji k-ojo laipsnio vieneto Saknis virs
kino G'F(g), tai

weGF(¢) <= w! =w < ¢ =1(modk)
ir s = ordg(¢q) yra toks maziausias natturalusis skaicius, kad
w€E€GF(¢°), bet w¢GF(¢%), j<s.

Tada minimaliojo elemento w polinomo laipsnis yra lygus s ir todél
visu skirtingy minimaliyu polinomu, kuriu Saknys yra primityviosios k-ojo
laipsnio vieneto 8aknys, laipsniai yra lygts s. Bet i§ viso yra ¢ (k) skirtingy
primityviuju k-ojo laipsnio vieneto Saknu, todél skirtingu neredukuojamu
polinomy virs GF(q), kuriy laipsnis yra s, yra ﬂs@. Siu polinomu san-
dauga ir yra k-ciklotominio polinomo kanoninis skaidinys.
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4. Tegu h(k) = Q(x) ir H(k) = " — 1 su visais k € I yra funkci-
jos, kuriu reikdmes yra multiplikacinéje nenuliniu racionaliuju funkciju virs
kiino GF(q) grupéje. Is sio teiginio 1-osios dalies z¥ — 1 = [] Qu(z), t.y.

dlk

H(k) = Cll|_£ h(d). Paskutinei lygybei pritaike Miobiuso apgrezimo formulés

multiplikatyvuji varianta (zr. 11.16 teiginio 3.2 dalj), gausime norima cik-
lotominio polinomo Qy(z) israiska.

12.10 pavyzdziai. 1. Q;(x) = # — 1 vir§ bet kokio kuno K.

2. Tegu G'F(q) yra baigtinis kuinas, o r — pirminis skaicius, tarpusavyje
pirminis skaic¢iui ¢. Tada:

a) " — 1 = Q1(x) Qr(x) ir todél

x’“—l_aj’”—l

Qr(z) = AR =" 4" et a4
| —

b) 2™ — 1= Q1(2) Qr(x) Qp2(x) ... Q,x () ir todél

Qo (2) =1
prk L) =
Q1(2) Qr(2) Qr2(x) ... Qpr—1 ()
= Tl e et T
T —1

3. Vird kuno GF(2) teisinga
2" — 1= Q1(z) Qs(x) Qs(x) Q15(x).
Zinome, kad:
Qi(z)=e—-1=2+1,
Qs(z) = + e+ 1,
Qs(x) =2t + 2 + 2 + 2+ 1,

Qis(x) = H (2% — 1)u(d)

15
_ (xls _ 1)“(1)(1*5 _ 1)#(3) (x?’ _ 1)“(5)(1* _ 1)u(15)
15 _ _
— @) ) (@@ ) o= D]
=¥t 5+t e+ 1.
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Taigi turime polinomo uy, () skaidini ciklotominiu polinomu sandauga:

xls—lz(J:—i—1)(1‘2—1—1‘—1—1)(1‘4—1—1‘3—1—1‘2—1—1‘—1—1)
~(x8—|—x7—|—x5—|—x4—|—x3—|—x—|—1).

Palygine §i polinomo uy () skaidini su kanoniniu u, (x) skaidiniu

xls—lz(J:—i—1)(1‘2—1—1‘—1—1)(1‘4—1—1‘3—1—1‘2—1—1‘—1—1)
(@t ) (2t e+ 1),

matome, kad polinomo @15(#) kanoninis skaidinys yra
Qis(x) = (* + 22 + 1) (a* + = + 1);

¢ia polinomai z* + 23 4+ 1 ir #* 4+ = + 1 yra 15-0jo laipsnio primityviuju
vieneto Saknu minimalieji polinomai ir todel $iu polinomu eilé yra lygi
15. Apibréztas 12.9 teiginio 3 dalyje naturalusis skaic¢ius s = ordg(q)
§luo atveju yra lygus s = ordy5(2) = 4 ir todél Qq5(x) yra @ =2
neredukuojamuy polinomy virs G F(2) sandauga.

12.11 pastaba. Visos ciklotominio polinomo Q4~_1(z) € GF(q)[x]
saknys yra (¢” —1) laipsnio primityviosios vieneto Saknys virs kuno GF(q),
ir todél §io polinomo kanoniniame skaidinyje yra visi primityvieji n-ojo
laipsnio polinomai vir§ GF(g). Taigi dar karta jsitikiname, kad polinomai
e+ 23+ 1ir 224+ 2+ 1 yra visi primityvieji 4-ojo laipsnio polinomai virg

kino GF(2).

Nagrinéjant neredukuojamus polinomus vir§ kuino GF(q) , naudinga
zinoti, kada jie i§lieka neredukuojamais polinomais vir§ minéto kuno plétiniolj

GF(q"). Dabar mes galime atsakyti i §i klausima.

12.12 teiginys. Tegu f yra n-ojo laipsnio neredukuojamas polinomas
virs kuno GF(q). Tada:

1. Jeigu k € N, tai polinomy ziede GF(¢*)[z] polinomo f kanonini-
ame skaidinyje yra d = DBD (k,n) neredukuojamu to paties % laipsnio
polinomu.

2. Polinomas f yra neredukuojamas virs GF(q") tada ir tik tada, kai
DBD (k,n) = 1.



Irodymas. 1. Tegu polinomo f eilé lygi e, ord(f) = e (7r. 11.5
apibrézima). Jeigu polinomas ¢ yra bet kuris neredukuojamas polinomo f
daliklis, tai ord(g) = ord(f) = e, nes visos polinomo g 8aknys yra polinomo
f saknys, o polinomo f eilé yra lygi kurios nors (nesvarbu kurios) savo
saknies eilei polinomo f skaidinio kuno multiplikacinéje grupéje. Zinome,
kad sie teiginiai yra ekvivalentus (zr. 11.6 teigini):

1) ord f = ¢;

2) visos polinomo f §aknys yra primityviosios e-ojo laipsnio vieneto
Saknys;

3) polinomas f yra ciklotominio polinomo Q. (x) daliklis;

4) neredukuojamo polinomo f laipsnis n yra toks maziausias natura-
lusis skaicius, kuriam ¢” = 1 (mode), o neredukuojamo polinomo ¢ laipsnis
m yra toks maziausias natiralusis skai¢ius, kuriam (¢%)™ = 1 (mode).

Bet elemento ¢* eilé ciklinéje grupéje G

G = {q(mode),qz(mode), o, ¢" " (mode), ¢" (mod e) = 1} RS Ly

yra lygi
n n
dgg* = ——— — =
G = DBD(k,n) 4
todél polinomo g laipsnis yra lygus Z. Dabar aisku, kodeél polinomo f

kanoniniame skaidinyje yra d neredukuojamu polinomu.

2. Jeigu DBD(k,n) = 1, tai i§ ka tik irodyto teiginio zinome, kad
polinomo f kanoniniame skaidinyje virs kiino GF(¢*) yra vienas nere-
dukuojamas polinomas, t.y. tas pats polinomas f.

A

12.13 pavyzdys. Polinomas f(z) = 2* 4+ 23+ 1 yra neredukuojamas
polinomas virg kino GF(2). Neredukuojamu §is polinomas yra ir virs
kunu GF(QZ”_l), n € N, (pavyzdiiui, GF(8), GF(32)), o §tai vir§ kuny
GF (22”), n € N, polinomo f(z) kanoniniame skaidinyje yra arba du 2-ojo
laipsnio neredukuojami polinomai (kai n=2k+1, k€N nes DBD(4, 4k +
2) = 2), arba keturi 1-ojo laispnio neredukuojami polinomai (kai n = 2k,
k € N, nes DBD(4,4k) = 4).

Polinomo f(z) = z*+ 2% + 1 kanoniniame skaidinyje virs kiino G F'(4)
yra du 2-ojo laipsnio neredukuojami polinomai: f(z) = fi(z) f2(x). Tegu
a yra polinomo fi(z) viena i§ Sakny. Tada jungtinis vir§ kuno GF(4)
Siam elementui elementas a* — irgi polinomo fi(x) Saknis. Elementas a
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yra primityvusis polinomo f(#) skaidinio kuno G F(16) elementas (plg. su
10.2 pavyzdziu). Todél

filg)=(z—a)(x —a*) =2? —x(a+a*) +d°
=z tr(@®+a+1)+d® =22+ xd®+d°.
Padalije polinoma f(x) i8 fi(z), gausime polinoma fa(z):
fo(z) =2 +x-a'® + a'®.
Elementas b = a® yra primityvioji 3-ojo laipsnio vieneto $aknis virs kiino
GF(2), todél
f(x) = (22 + bx + b)(2? 4 xb? + b?);

¢ia b — primityvioji 3-ojo laipsnio vieneto saknis virs GF(2).



