16. VIENETO SAKNYS IR
PRIMITYVIEJI KUNO ELEMENTAI

Siame skyrelyje mus domins polinomo " — 1 faktorizacija vird baig-
tinio kuno G'F(q). Taip pat pateiksime vieneto saknu, nagrinéty komplek-
siniu skai¢iu teorijoje, apibendrinima baigtiniuose kunuose.

12.1 apibrézimas. Tegu polinomo z" — 1 € GF(q)[¢] skaidinio
kinas yra GF(q%). Sis kiinas vadinamas n-ciklotominiu kunu virs kino
(GF(q). Polinomo ™ — 1 Saknys siame n-ciklotominiame kune GF(q®) yra
vadinamos n-ojo laipsnio vieneto Saknimis virs kuno GF(g). Siy vieneto
Saknu aibe Zymeésime F,,.

Prisiminkime, kad panasiai buvo apibréztos ir kompleksinés n-ojo
laipsnio vieneto Saknys. Nagrinédami polinoma " — 1 vir§ racionaliyju
skai¢iu kuno @, vieneto §aknimis vadinome polinomo 2™ —1 §aknis, esancias
gio polinomo skaidinio kane virs Q. Sis skaidinio kiinas yra tam tikras
kompleksiniu skai¢iu kuno C pokunis. Vaizdi yra §iu vieneto saknu geo-
metriné interpretacija: tai taisyklingojo n-kampio, ibrézto 1 vienetini ap-
skritima, kurio centras yra kompleksinés plokstumos koordinaciu pradzio-
je, vir§unes.

Baigtinio kuno atveju vieneto saknu aibés F,, struktura nusako toks
teiginys:

12.2 teiginys. Tegu n € N ir kuno GF(q) charakteristika yra lygi p.
Tada:

1. Jeigu DBD (n,p) = 1, tal vieneto Sakny aibé FE,, yra n-osios eilés
ciklinis multiplikacinés kuno GF(¢°) grupés GF(q*)* pogrupis.

2. Jeigu DBD (n,p) > 1 (t.y. DBD (n,p) = p)irn = mp" (¢iam,r € N
ir DBD (m,p) = 1), tai vieneto Sakny aibé E,, = E,, . Kiekvienos is §iy
Sakny kartotinumas yra lygus p”.

Irodymas. 1. Jeigu DBD (n,p) = 1, tai polinomas z™ — 1 neturi
kartotiniy saknu jokiame kuno GF(q) plétinyje, nes 8is polinomas ir jo
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isvestine (2" — 1)) = nz"~! yra tarpusavyje pirminiai polinomai. Taigi

aibéje E, yra n polinomo 2" — 1 saknu: |E,| = n. Jeigu «, 3 € F,,, tai

(ag )" =an(31)" =an(p) " =1

iraglek,.

Taigi E, yra ciklinés grupés GF(¢°)* pogrupis ir todél F, pati yra
cikliné grupé.

2. Jeigu n = mp" (¢ia DBD (m, p) = 1), tai

" —1l=gm — 1= (a:m—l)pr.

Irodymui baigti belieka pasinaudoti 1.
A

Toliau baigtinio kuino G'F(¢q) charakteristika char G F(¢q) bus pirminis
skaiGius p, tarpusavyje pirminis skaiéiui n.

12.3 apibrézimas. n-ojo laipsnio vieneto Saknis virs kuno GF(q),
generuojanti cikline grupe E,,, vadinama primityviagja n-ojo laipsnio vie-
neto Saknimi virs kuno GF(q).

Vieneto saknu grupé FE, yra cikliné, todél, remiantis 5.43 teorema,
egzistuoja ¢ (n) skirtingy primityviyju n-ojo laipsnio vieneto Saknu virs
kino GF(g). Jeiguw yra viena i§ primityviuju n-ojo laipsnio vieneto sakny
virg GF(g), tai visos kitos primityviosios n-ojo laipsnio vieneto Saknys virs
GF(q) yraw®; ¢ial < s < n, DBD (s,n) = 1. Pastebésime, kad ¢ (n) > 0,
ir todél visiems teigiamiems sveikiems skai¢iams n, tarpusavyje pirminiams
skaiciui ¢, egzistuoja primityvioji n-ojo laipsnio vieneto Saknis virs kuno

GF(q).

12.4 teiginys. Tegu GF(q¢®) yra polinomo u,(x) = 2™ — 1 € GF(q)
skaidinio kunas. Tada s yra toks maZiausias teigiamas sveikas skaicius,
kad n yra ¢° — 1 daliklis, t.y. ¢° = 1 (modn). Siuo atveju sakoma, kad
skaicius s yra skaic¢iaus ¢ eilé modn ir raSoma s = ord, (q).

Irodymas. Tegu w yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto Saknis virs

GiF(g). Tada

k k
wEGF(F) <= w! =w < w! "' =1 < ¢" = 1(modn),
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o s yra toks maziausias k, kuriam w € GF(qk) ir todél s — toks maziausias
teigiamas sveikas skaicius, kad ¢* = 1 (modn).

A

Reikéty skirti primityviuosius polinomo w,(z) = #™ — 1 skaidinio
kino GF(q®) elementus, kaip cikline grupe GF(¢*)* generuojancius, ir
primityviasias n-ojo laipsnio vieneto saknis virs kuno G'F(q), kaip cikline
grupe F, generuojancius elementus.

12.5 teiginys. [. Tegu a yra primityvusis polinomo u,(z) = z"™ —
1 skaidinio kuino GF(q®) elementas. Tada primityviyy kuno GF(q°)
elementy aibé A yra

A={d"|DBD (k¢ = 1) =1}, |Al=¢(s ~ 1),
o n-ojo laipsnio primityviyjy vieneto Sakny virs GF(q) aibé B yra

B:{ak|k:q _1~m,m<n, DBD(m,n):l}, |B] = ¢ (n).

2. Aibés A ir B sutampa tada ir tik tada, kain = ¢° — 1.

Visais kitais atvejais ANB = ¢

Irodysime teiginio 1 dali, o 2 dali paliksime irodyti skaitytojui.

Irodymas. 1. Primityviojo kuno GF(¢®) elemento a eilé yra lygi ¢° —1,
todeél n yra ¢° — 1 daliklis: ¢°* — 1 = nr. Tada

q° —1 nr

~DBD(k,¢° —1) DBD (k,nr)’

ord (ak)

Elementas ¢* yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto saknis tada ir tik
tada, kai

nr

m:n <= DBD (k,nr) =r <= k=rm, DBD (m,n) = 1.

Tai irodo pirmaja teiginio dali.
A

Zinodami primityvuji kano GGF(¢®) elementa, remdamiesi ka tik jro-
dytu teiginiu galime faktorizuoti polinoma u, (¢) = #”—1 virs kano G F (q).
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Tegu a yra primityvusis kuno GF(¢*) elementas ir s = ord,(¢). I8

12.5 teiginio Zinome, kad
-1
w=a n

yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto 8aknis ir todél visos polinomo uy, ()
Saknys yra w laipsniai

2 n—1

1, w,w w

bl bl EARE

Surade §iu elementuy minimaliuosius polinomus ir sudaugine skirtingus
neredukuojamus vir§ GF(q) polinomus, gausime polinomo u, (z) = " — 1
kanoninj skaidini virs GF(g).

Visiems i, 0 < i < n — 1, elemento w’ jungtiniai elementai yra

. . .2 Cm—1
i, g  ig iq .
whiot Wt o w ;
we o . . .. PN wer) :
¢ia m yra toks maziausias sveikas teigiamas skaicius, kad w'? = w’,
t.y. i¢™ = i¢(modn). Paskutiné salyga apibrézia elemento w’® jungtiniy

elementu skaiéiu m.
Siu elemento w' jungtiniy elementu minimalus polinomas yra

mie) = (¢ =)z =)o =0T w =,

¢ia m yra maziausias sveikas teigiamas skaicius, kuriam é¢™ = ¢ (mod n).

12.6 apibrézimas. Elemento w' jungtiniy elementu skirtingy laips-
nio rodikliy aibe
Ci = {Za ZQa iqza ) qu_l}a

¢ia m yra maziausias sveikas teigiamas skaicius, kuriam i¢™ = i (modn),
vadinama i-aja skai¢iaus q ciklotomine aibe moduliu n.

Skaiciaus ¢ ciklotomineés aibés mod n nepriklauso nuo konkretaus pri-
mityvaus kuno GF(q°) elemento parinkimo. Be to, zinodami §ios aibés
elementus, galime 18 anksto pasakyti, kiek neredukuojamu polinomu bus
polinomo u, (#) kanoniniame skaidinyje ir kokie &iu polinomu laipsniai.

12.7 pavyzdys. Faktorizuosime polinoma uys(z) = 2®—1 virs kiino

GF(2).

Zinome, kad n = 15, ¢ = 2. Todél s = ord;5(2) = 4 ir kinas GF(2%) =
GGF(16) yra polinomo uy5(#) skaidinio kunas. I8 11.14 pavyzdzio matéme,
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kad polinomas z* 4+ > + 1 yra primityvusis polinomas, todél jo saknis a
yra primityvusis kuino GF(16) elementas. Bet

(g®-1) 16—1
w=a = =a 15 =aq

taip pat yra ir primityvioji n-ojo laipsnio vieneto Saknis. Rasime skirtingas
skaiciaus 2 ciklotomines aibes moduliu 15 (7r. 11.14 pavyzdi):

Co = {0},

Cy =1{1,2,4,8},

Cs=1{3,6,9,12}, 3.-2%=24=9(mod15),
Cs = {5,101,

Cr=1{7,11,13,14}, 7-2% = 28 = 13 (mod 15),
7-2° =56 =11 (mod 15).
Taigi polinomo u15(x) kanoniniame skaidinyje yra vienas pirmojo laipsnio

polinomas, vienas antrojo laipsnio polinomas ir trys ketvirtojo laipsnio
polinomai:

mo(z) =2+ 1,

my(z) = 2t + 2% 4 1,

ma(z) =t + 2+ i+ + 1,
ms(z) = 2% + 2 + 1,

mz(x) =zt r+1.

Polinomo u;5(x) kanoninis skaidinys yra
2Bl =(e+1) (422 1) @+ e o4 ) (@24 1) (@24 1).

Teskodami polinomo u,(z) = " — 1 € GF(q)[«] kanoninio skaidinio,
naudojomés §io polinomo skaidinio kunu GF(g¢*).



