
16. VIENETO �SAKNYS IR

PRIMITYVIEJI K�UNO ELEMENTAI

�Siame skyrelyje mus domins polinomo xn � 1 faktorizacija vir�s baig-
tinio k�uno GF (q). Taip pat pateiksime vieneto �saknù, nagrin_etù komplek-
siniù skai�ciù teorijoje, apibendrinimà baigtiniuose k�unuose.

12.1 apibr_e�zimas. Tegu polinomo xn � 1 2 GF (q) [x] skaidinio
k�unas yra GF (qs). �Sis k�unas vadinamas n-ciklotominiu k�unu vir�s k�uno
GF (q). Polinomo xn� 1 �saknys �siame n-ciklotominiame k�une GF (qs) yra
vadinamos n-ojo laipsnio vieneto �saknimis vir�s k�uno GF (q). �Siù vieneto
�saknù aibè �zym_esime En.

Prisiminkime, kad pana�siai buvo apibr_e�ztos ir kompleksin_es n-ojo
laipsnio vieneto �saknys. Nagrin_edami polinomà xn � 1 vir�s racionaliùjù
skai�ciù k�unoQ, vieneto �saknimis vadinome polinomoxn�1 �saknis, esan�cias
�sio polinomo skaidinio k�une vir�s Q. �Sis skaidinio k�unas yra tam tikras
kompleksiniù skai�ciù k�uno C pok�unis. Vaizdi yra �siù vieneto �saknù geo-
metrin_e interpretacija: tai taisyklingojo n-kampio, ìbr_e�zto ì vienetinì ap-
skritimà, kurio centras yra kompleksin_es plok�stumos koordina�ciù prad�zio-
je, vir�s�un_es.

Baigtinio k�uno atveju vieneto �saknù aib_es En strukt�urà nusako toks
teiginys:

12.2 teiginys. Tegu n 2 N ir k�uno GF (q) charakteristika yra lygi p.
Tada:

1. Jeigu DBD(n; p) = 1, tai vieneto �saknù aib_e En yra n-osios eil_es
ciklinis multiplikacin_es k�uno GF (qs) grup_es GF (qs)� pogrupis.

2. Jeigu DBD(n; p) > 1 (t.y. DBD(n; p) = p) ir n = mpr (�ciam; r 2 N
ir DBD(m; p) = 1), tai vieneto �saknù aib_e En = Em . Kiekvienos i�s �siù
�saknù kartotinumas yra lygus pr.

Ìrodymas. 1. Jeigu DBD (n; p) = 1, tai polinomas xn � 1 neturi
kartotiniù �saknù jokiame k�uno GF (q) pl_etinyje, nes �sis polinomas ir jo
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i�svestin_e (xn � 1)0 = nxn�1 yra tarpusavyje pirminiai polinomai. Taigi
aib_eje En yra n polinomo xn � 1 �saknù: jEnj = n. Jeigu �; � 2 En, tai

�
���1

�n
= �n

�
��1

�n
= �n

�
�n

�
�1

= 1

ir ���1 2 En.
Taigi En yra ciklin_es grup_es GF (qs)� pogrupis ir tod_el En pati yra

ciklin_e grup_e.

2. Jeigu n = mpr (�cia DBD (m; p) = 1), tai

xn � 1 = xmpr � 1 =
�
xm � 1

�pr
:

Ìrodymui baigti belieka pasinaudoti 1.
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Toliau baigtinio k�uno GF (q) charakteristika charGF (q) bus pirminis
skai�cius p, tarpusavyje pirminis skai�ciui n.

12.3 apibr_e�zimas. n-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s k�uno GF (q),
generuojanti ciklinè grupè En, vadinama primityviàja n-ojo laipsnio vie-
neto �saknimi vir�s k�uno GF (q).

Vieneto �saknù grup_e En yra ciklin_e, tod_el, remiantis 5.43 teorema,
egzistuoja ' (n) skirtingù primityviùjù n-ojo laipsnio vieneto �saknù vir�s
k�uno GF (q). Jeigu ! yra viena i�s primityviùjù n-ojo laipsnio vieneto �saknù
vir�s GF (q), tai visos kitos primityviosios n-ojo laipsnio vieneto �saknys vir�s
GF (q) yra !s; �cia 1 6 s 6 n, DBD (s; n) = 1. Pasteb_esime, kad ' (n) > 0,
ir tod_el visiems teigiamiems sveikiems skai�ciams n, tarpusavyje pirminiams
skai�ciui q, egzistuoja primityvioji n-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s k�uno
GF (q).

12.4 teiginys. Tegu GF (qs) yra polinomo un(x) = xn � 1 2 GF (q)
skaidinio k�unas. Tada s yra toks ma�ziausias teigiamas sveikas skai�cius,
kad n yra qs � 1 daliklis, t.y. qs � 1 (modn). �Siuo atveju sakoma, kad
skai�cius s yra skai�ciaus q eil_e modn ir ra�soma s = ordn(q).

Ìrodymas. Tegu ! yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s
GF (q). Tada

! 2 GF (qk) () !q
k
= ! () !q

k
�1 = 1 () qk � 1 (modn);
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o s yra toks ma�ziausias k, kuriam ! 2 GF (qk) ir tod_el s { toks ma�ziausias
teigiamas sveikas skai�cius, kad qs � 1 (modn).
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Reik_etù skirti primityviuosius polinomo un(x) = xn � 1 skaidinio
k�uno GF (qs) elementus, kaip ciklinè grupè GF (qs)� generuojan�cius, ir
primityviàsias n-ojo laipsnio vieneto �saknis vir�s k�uno GF (q), kaip ciklinè
grupè En generuojan�cius elementus.

12.5 teiginys. 1. Tegu a yra primityvusis polinomo un(x) = xn �
1 skaidinio k�uno GF (qs) elementas. Tada primityviùjù k�uno GF (qs)
elementù aib_e A yra

A =
�
ak j DBD

�
k; qs � 1

�
= 1

	
; jAj = ' (qs � 1);

o n-ojo laipsnio primityviùjù vieneto �saknù vir�s GF (q) aib_e B yra

B =
�
ak j k =

qs � 1

n
�m; m < n; DBD(m;n) = 1

	
; jBj = ' (n):

2. Aib_es A ir B sutampa tada ir tik tada, kai n = qs � 1.
Visais kitais atvejais A \B = O

�
.

Ìrodysime teiginio 1 dalì, o 2 dalì paliksime ìrodyti skaitytojui.

Ìrodymas. 1. Primityviojo k�uno GF (qs) elemento a eil_e yra lygi qs�1,
tod_el n yra qs � 1 daliklis: qs � 1 = nr. Tada

ord (ak) =
qs � 1

DBD (k; qs � 1)
=

nr

DBD(k; nr)
:

Elementas ak yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto �saknis tada ir tik
tada, kai

nr

DBD(k; nr)
= n () DBD(k; nr) = r () k = rm; DBD(m;n) = 1:

Tai ìrodo pirmàjà teiginio dalì.
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�Zinodami primityvùjì k�uno GF (qs) elementà, remdamiesi kà tik ìro-
dytu teiginiu galime faktorizuoti polinomàun(x) = xn�1 vir�s k�unoGF (q).
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Tegu a yra primityvusis k�uno GF (qs) elementas ir s = ordn(q). I�s
12.5 teiginio �zinome, kad

! = a
qs�1
n

yra primityvioji n-ojo laipsnio vieneto �saknis ir tod_el visos polinomo un(x)
�saknys yra ! laipsniai

1; !; !2; : : : ; !n�1:

Suradè �siù elementù minimaliuosius polinomus ir sudauginè skirtingus
neredukuojamus vir�s GF (q) polinomus, gausime polinomo un(x) = xn� 1
kanoninì skaidinì vir�s GF (q).

Visiems i, 0 6 i 6 n � 1, elemento !i jungtiniai elementai yra

!i; !iq; !iq
2

; : : : ; !iq
m�1

;

�cia m yra toks ma�ziausias sveikas teigiamas skai�cius, kad !iq
m

= !i,
t.y. iqm � i (modn). Paskutin_e sàlyga apibr_e�zia elemento !i jungtiniù
elementù skai�ciù m.

�Siù elemento !i jungtiniù elementù minimalus polinomas yra

mi(x) = (x� !i)(x� !iq)(x� !iq
2

) : : : (x� !iq
m�1

);

�cia m yra ma�ziausias sveikas teigiamas skai�cius, kuriam iqm � i (modn).

12.6 apibr_e�zimas. Elemento !i jungtiniù elementù skirtingù laips-
nio rodikliù aib_e

Ci = fi; iq; iq2; : : : ; iqm�1g;

�cia m yra ma�ziausias sveikas teigiamas skai�cius, kuriam iqm � i (modn),
vadinama i-àja skai�ciaus q ciklotomine aibe moduliu n.

Skai�ciaus q ciklotomin_es aib_es modn nepriklauso nuo konkretaus pri-
mityvaus k�uno GF (qs) elemento parinkimo. Be to, �zinodami �sios aib_es
elementus, galime i�s anksto pasakyti, kiek neredukuojamù polinomù bus
polinomo un(x) kanoniniame skaidinyje ir kokie �siù polinomù laipsniai.

12.7 pavyzdys. Faktorizuosime polinomà u15(x) = x15�1 vir�s k�uno
GF (2).

�Zinome, kad n = 15, q = 2. Tod_el s = ord15(2) = 4 ir k�unas GF (24) =
GF (16) yra polinomo u15(x) skaidinio k�unas. I�s 11.14 pavyzd�zio mat_eme,
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kad polinomas x4 + x3 + 1 yra primityvusis polinomas, tod_el jo �saknis a
yra primityvusis k�uno GF (16) elementas. Bet

! = a
(qs�1)

n = a
16�1
15 = a

taip pat yra ir primityviojin-ojo laipsnio vieneto �saknis. Rasime skirtingas
skai�ciaus 2 ciklotomines aibes moduliu 15 (�zr. 11.14 pavyzdì):

C0 = f0g;

C1 = f1; 2; 4; 8g;

C3 = f3; 6; 9; 12g; 3 � 23 = 24 � 9 (mod15);

C5 = f5; 10g;

C7 = f7; 11; 13; 14g; 7 � 22 = 28 � 13 (mod15);

7 � 23 = 56 � 11 (mod15):

Taigi polinomo u15(x) kanoniniame skaidinyje yra vienas pirmojo laipsnio
polinomas, vienas antrojo laipsnio polinomas ir trys ketvirtojo laipsnio
polinomai:

m0(x) = x+ 1;

m1(x) = x4 + x3 + 1;

m3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1;

m5(x) = x2 + x+ 1;

m7(x) = x4 + x+ 1:

Polinomo u15(x) kanoninis skaidinys yra

x15�1 = (x+1) (x4+x3+1) (x4+x3+x2+x+1) (x2+x+1) (x4+x+1):

Ie�skodami polinomo un(x) = xn � 1 2 GF (q)[x] kanoninio skaidinio,
naudojom_es �sio polinomo skaidinio k�unu GF (qs).
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