15.JUNGTINIAI ELEMENTAI.MIOBIUSO FUNKCIJA

Zinodami, kad kiekvienas kino GF(q") elementas yra neredukuo-
jamo polinomo vir§ GF(g) $aknis (8is neredukuojamas polinomas yra poli-
nomo #¢" — z daliklis ir nebutinai §io polinomo laipsnis yra n), pateiksime
apibrézima.

11.10 apibrézimas. Du elementai a,b € GF(¢") vadinami jungti-
nials virs kuno GF(q), jeigu jie abu yra to paties neredukuojamo polinomo
f(z) virs GF(q) Saknys.

11.11 pastabos. 1. Polinomas f(x) yra elementy a ir b minimalusis
polinomas.
2. Elemento a € GF(q") jungtiniai elementai virs GF(q) yra

2 m—1
q 49 g™t
a,a?,a? ;... a ;
. L .. , " m
¢ia m — toks maziausias teigiamas sveikas skaicius, kad a? = a.
3. Kuno GF(q") primityviojo elemento a visi jungtinial elementai virs

kiino GF(q) taip pat yra primityvieji kuno GF(q") elemental.

11.12 pavyzdys. Tegu a € GF(16) yra polinomo f(r) = z*+z+1 €
GGF(2) [#] 8aknis. Elemento @ jungtiniai elementai vir§ GF(2) yra

a,a’at=a+1,a®=da*+ 1.

Visi 8ie elementai yra primityvieji kuno GF(16) elementai (polinomas
f(z) = 2* 4+ = + 1 — neredukuojamas polinomas virs GF(2)).

Pasiréme 11.11 pastaba, pateiksime buda elemento a € GF(¢") mini-
maliajam polinomui virg G F(q) rasti.

11.13 teiginys. Elemento a € GF(¢") minimalusis polinomas vir§

GF(q) yra

gly=(r—a)(x—a?).. (z— a?™” );
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o s .. , s m ,
¢iam — toks maziausias teigiamas sveikas skaicius, kad a? = a. Elementai

m—1 . PRI . . .
a,a?, ... a? yra elemento a jungtinial elementai, o polinomas g — mini-
malusis visy Siy elementy polinomas virs kiino GF (q).

11.14 pavyzdys. Rasime visy kuno GF(16) elementu minimaliuo-
sius polinomus vir§ GF(2). I8 11.7 pavyzdzio zinome, kad neredukuojamo
polinomo g(z) = z* 4+ #® 4+ 1 Saknis a generuoja multiplikacine grupe
GF(16)*, t.y. bet kuris nenulinis kuno GF(16) elementas yra a laipsnis.
Taip yra todél, kad ordgp(16)» = ordgr(a) (g(x)) = 15.

Pradésime nuo jungtiniy elementy klasiy kune G F(16) igskyrimo.

Elemento a jungtiniai yra: a, a?, a*, a® (a'® = a).

Elemento a® jungtiniai yra: ¢, a®, a'?, a®* = @ (a*® = a?).
Elemento a® jungtiniai yra: a5, a'® (a?° = a®).
Elemento a” jungtiniai yra: a”, a'*, a®® = a'3, a®® = a!! (a''? = d7).

Tegu my(z) yra elemento ¢ minimalusis polinomas. Tada mg(x
z+1lir

my(z) = ma(x) = ma(x) = mg(z) = (z — a)(x — az)(x — a4)(x — aS)
= (l‘z —(a+ az)x + a3) (l‘z — (a4 + as)x + alz)
= (2% — ax + a®)(2* - a’r+ a'?)
— 2t~ (a7 + a®)2 £ (@ +at? 1 a®)e? — (P + ')z + o'

=zt 42541,
nes, atsizvelgiant 1 10.2 pavyzdzio lentele,

a+a*=(0,0,1,0)+(0,1,0,0) = (0,1,1,0) = a*?,
a* +a®+(1,0,0,1,)+ (1,1,1,0) = (0,1,1,1) = a",
a" +a®=(0,1,1,1)+ (0,1,1,0)= (0,0,0,1) = 1,
a® 4+ a4+ a*® = ata'? +¢° = (1,0,0,0)+ (0,0,1,1) + (1,0, 1,1)

=(0,0,0,0) =0,
a25 4 alO — alO 4 alO — 2a10 — 0’
al® = 1.



Be to,

mg(x) = me(x) = mo(x) = mia(z) = (x —a )(l‘ — a6)(x — a9)(x — alz)
= (x — a®)(x — a*?)(z® — a®)(x — @)
= (22 — (d® + a'?) + a") (2 — (a® + a°) + a'?)
= (¢ =P+ 1)(z? — a2 4+ 1)
=2t —(@®+ a0+ 1+ 1+ aP)2? — (a® +a'?) +1
=zt 434222 +1,

ms(x) = myo(x) = (x—as)(x ) 22— (a5+a10)x+a15 =zl4r+1,
mr(x) = mui(z) = mis(x) = mia(z)

1)(90—@ )(x —a')

= (2% — (a" + a")z + a )( 2 _(a 13—|—a14)x—|—a27)

= (¢? +d x—i—a)(x +a'%% 4 a'?)

=2 4+ (@' 4+ a'"2® + (¢® + a'? + )2 + (a® + o)z + a'®

=zt +1.

=(z—a )(J:—al

Pastebéesime, kad elemento ¢ = 0 minimalusis polinomas yra z.

Galime pateikti tikslia fiksuoto laipsnio neredukuojamu virs GF(q)
polinomu kiekio formule. Siai formulei rasti pasitelksime viena 1§ aritme-
tiniy funkeciju — Miobiuso! funkcija.

11.15 apibrézimas. Funkcija p: N — Z, kurios reik§meés

1 kain =1,

u(n) = (=1)%, kai skai¢iaus n kanoninis skaidinys yra
n=pip2...pPk, pz;ép]a Z;éj;
0, kai skaicius n dalijasi i$ pirminio skaiciaus kvadrato,

vadiname Miobiuso funkcija.
Suformuluosime pagrindines Miobiuso funkcijos savybes.

11.16 teiginys. [ (Miobiuso funkcijos multiplikatyvumas).
Tegu n,m € N ir DBD (n,m) = 1. Tada p(m -n) = pu(m) - u(n).

VA -F. Mobius, 1790-1868, — vokieéin matematikas.
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2. Jeigun € N, tai
1, kain=1,

d%u(d):{o’

¢ia sumuojama pagal visus skaic¢iaus n daliklius d.

3 (Miobiuso apgrezimo formulé).

3.1 (adityvusis variantas). Tegu h ir H yra funkcijos, apibréitos
naturaliesiems skai¢iams su reiksmemis adicinéje komutatyvioje grupeéje
A: hyH N — A

Lygybe

kain > 0,

H(n) = Zh(d), visiemsn € N (%)
a|

teisinga tada ir tik tada, kai
h(n) = Z ﬂ(%)H(d) = Z“(d) H(%), visiemsn € N. (#%)
dln dln

3.2 (multiplikatyvusis variantas). Tegu h ir H yra funkcijos, apibréz-
tos naturaliesiems skaic¢iams su reiksmemis multiplikacinéje komutatyvioje
grupéje B: h, H : N — B.

Lygybe

H(n) = H h(d), visiemsn € N
d|

teisinga tada ir tik tada, kai

hn) = [ H@* 5 =] H(%)“(d), visiemsn € 1.
d|n dln

Simbolis [] yra multiplikacinis simbolio . variantas, reiskiantis,
dln dln
kad dauginama pagal visus skaic¢iaus n daliklius d.
Jrodymas. 1. Miobiuso funkcijos multiplikatyvumas isplaukia i§ funk-
cijos apibrézimo.
2. Aisku, kai n = 1, tai lygybe teisinga. Kai n > 1 ir skaiciaus n
kanoninis skaidinys yra n = p{*p5? .. .p.*, tai

Sopd)=p(W+> pp)+ D plpapi) + o+ ppipe k) =
dln i=1

1<ii<iog<k

=14+ CH =D+ C2 =12+ ..+ CE=1)" = (1+ (-1))" = 0.
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3.1. Tegu dy,ds, ..., d; yra visi skai¢iaus n dalikliai.
Kai teisinga (), tai

Sou(5) H) = uld) H(5) =D uld) Y h(e)
d|n d|n

d|n ol &
= p(di) > h(di) + ...+ p(dy) h(d;)
di| dil s
=h(dr) Y pl(di)+ ..+ h(ds) > p(di)
di| 2= di| 7

= Zh(c) pu(d) = h(n).
cln d

| r
c

Paskutiné lygybe teisinga, nes

D u(d) #0 = %:1 == n=c
dl &

Kai teisinga (##), tai

=3 Sue (%) =3 Y u(G) )

dln cl|d dln c|d

- Zﬂ(d_cl) H(c)+ ...+ Zu(d—;) H(c)
clds clds

=S () Y pld) = Hn),
cln di| &

3.2. Irodymas analogiskas 3.1 irodymui.
A

Grizkime prie fiksuoto laipsnio neredukuojamu polinomu kiekio for-
mules.

11.17 teiginys. Bet kuriam naturaliajam skaic¢iui n € N visu neredu-
kuojamy virs kuno G F(q) polinomy, kuriy laipsnis yra n daliklis, sandauga
Iygi fon(2) = D —



Irodymas. 1§ 11.2 teiginio Zinome, kad polinomo fy»(x) € GF(q) [«]
kanoniniame skaidinyje yra visi neredukuojami vir§ GF(q) polinomai, ku-
riu laipsniai yra skaiciaus n dalikliai. Kita vertus,

fin(@) =q¢" 29" =1 =140,

t.y. polinomas fy= () neturi kartotiniu Saknu, ir todél kiekvieno nere-
dukuojamo polinomo fyn (2) kartotinumas polinomo kanoniniame skaidi-
nyje yra lygus 1.

A

Neredukuojamy virs kuino G'F(q) d laipsnio polinomuy skai¢iy zymési-

me Ny (d).

11.18 isvada. Su visais naturaliaisiais skaiciais n teisinga lygybeé

¢" = dNy(d).

d|n

11.19 igvada. Teisinga formulé

Ny(n) = % Zu(%)qdz % > u(d)g
dln

dln

als

Irodymas. Siai formulei gauti reikia funkcijoms h, H : N — Z, api-
bréztoms lygybémis h(n) = n Ny(n) ir H(n) = ¢7, pritaikyti adityvuji
Miobiuso apgrezimo varianta.

A

11.20 pavyzdys. 18-0jo laipsnio neredukuojamu polinomu virs kuno
GF(q) skaicius yra

N,(18) = < (400" + p(2)” + p(3)a° + p(6)° + u(9)a” + p(18)q)

1
— E<q18_q9_q6+q3>.

4-ojo laipsnio neredukuojamu polinomuy vir§ kuno GF'(2) skaicius yra

No(4) = (2*-2%)=3

o —

(n(1)2" + p(2)2* + p(4)2') =

o —
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(palyginkite su 11.7 pavyzdzio lentele).

Taikydami Miobiuso apgrezimo formule, galime rasti ne tik n-ojo
laipsnio neredukuojamu polinomy vir§ GF(q) skai¢iu, bet ir §iu polinomu
sandauga, Zymima I(q, n, z).

11.21 igvada. Teisinga formulé

Ig,m,2) = H (qu B x)u(%) _ H (xq% 3 x)u(d).

d|n d|n
Irodymas. Remiantis 11.17 teiginiu,

2l — = HI(q,d,x).

d|n

Tegu funkcijos, apibréztos lygybémis h(n) = I(g,n, z) it H(n) = 29" — &,
h, H : N — B; ¢ia B — multiplikaciné racionaliujy funkciju virs kino GF'(q)
grupé (t.y. funkciju f(x) = Z;Ez;
p1(x) pa(x) # 0). Pritaike funkcijoms h ir H multiplikatyviaja Miobiuso
apgrezimo formule, gausime norima formule.

; ¢a pi(x) ir p2(x) polinomai virs GF(q),

A
11.22 pavyzdys.

12,4, 2) = (22° - x)“(l)(aLA _ l,)u(2)<l,2 _ l,)u(‘l)

16 215 _ 1

= =— 1:1‘12—1—1‘9—1—1‘6—1—1‘3—1—1.
—z 23—




