
15.JUNGTINIAI ELEMENTAI.MIOBIUSO FUNKCIJA

�Zinodami, kad kiekvienas k�uno GF (qn) elementas yra neredukuo-
jamo polinomo vir�s GF (q) �saknis (�sis neredukuojamas polinomas yra poli-
nomo xq

n

�x daliklis ir neb�utinai �sio polinomo laipsnis yra n), pateiksime
apibr_e�zimà.

11.10 apibr_e�zimas. Du elementai a; b 2 GF (qn) vadinami jungti-
niais vir�s k�uno GF (q), jeigu jie abu yra to paties neredukuojamo polinomo
f(x) vir�s GF (q) �saknys.

11.11 pastabos. 1. Polinomas f(x) yra elementù a ir b minimalusis
polinomas.

2. Elemento a 2 GF (qn) jungtiniai elementai vir�s GF (q) yra

a; aq; ag
2

; : : : ; aq
m�1

;

�cia m { toks ma�ziausias teigiamas sveikas skai�cius, kad aq
m

= a.
3. K�uno GF (qn) primityviojo elemento a visi jungtiniai elementai vir�s

k�uno GF (q) taip pat yra primityvieji k�uno GF (qn) elementai.

11.12 pavyzdys. Tegu a 2 GF (16) yra polinomo f(x) = x4+x+1 2
GF (2) [x] �saknis. Elemento a jungtiniai elementai vir�s GF (2) yra

a; a2; a4 = a+ 1; a8 = a2 + 1:

Visi �sie elementai yra primityvieji k�uno GF (16) elementai (polinomas
f(x) = x4 + x+ 1 { neredukuojamas polinomas vir�s GF (2)).

Pasir_emè 11.11 pastaba, pateiksime b�udà elemento a 2 GF (qn) mini-
maliajam polinomui vir�s GF (q) rasti.

11.13 teiginys. Elemento a 2 GF (qn) minimalusis polinomas vir�s
GF (q) yra

g(x) = (x� a)(x� aq) : : : (x � aq
m�1

);
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�ciam { toks ma�ziausias teigiamas sveikas skai�cius, kad aq
m

= a. Elementai
a; aq; : : : ; aq

m�1

yra elemento a jungtiniai elementai, o polinomas g { mini-
malusis visù �siù elementù polinomas vir�s k�uno GF (q).

11.14 pavyzdys. Rasime visù k�uno GF (16) elementù minimaliuo-
sius polinomus vir�s GF (2). I�s 11.7 pavyzd�zio �zinome, kad neredukuojamo
polinomo g(x) = x4 + x3 + 1 �saknis a generuoja multiplikacinè grupè
GF (16)�, t.y. bet kuris nenulinis k�uno GF (16) elementas yra a laipsnis.
Taip yra tod_el, kad ordGF (16)� = ordGF (2)

�
g(x)

�
= 15.

Prad_esime nuo jungtiniù elementù klasiù k�une GF (16) i�sskyrimo.

Elemento a jungtiniai yra: a, a2, a4, a8 (a16 = a).

Elemento a3 jungtiniai yra: a3, a6, a12, a24 = a9 (a48 = a3).

Elemento a5 jungtiniai yra: a5, a10 (a20 = a5).

Elemento a7 jungtiniai yra: a7, a14, a28 = a13, a56 = a11 (a112 = a7).

Tegu mk(x) yra elemento ak minimalusis polinomas. Tada m0(x) =
x+ 1 ir

m1(x) = m2(x) = m4(x) = m8(x) = (x� a)(x� a2)(x� a4)(x� a8)

=
�
x2 � (a + a2)x+ a3

��
x2 � (a4 + a8)x+ a12

�
= (x2 � a13x+ a3)(x2 � a7x+ a12)

= x4 � (a7 + a13)x3 + (a3 + a12 + a20)x2 � (a25 + a10)x+ a15

= x4 + x3 + 1;

nes, atsi�zvelgiant ì 10.2 pavyzd�zio lentelè,

a + a2 = (0; 0; 1; 0)+ (0; 1; 0; 0) = (0; 1; 1; 0) = a13;

a4 + a8 + (1; 0; 0; 1; )+ (1; 1; 1; 0) = (0; 1; 1; 1) = a7;

a7 + a13 = (0; 1; 1; 1)+ (0; 1; 1; 0) = (0; 0; 0; 1) = 1;

a3 + a12 + a20 = a+a12 + a5 = (1; 0; 0; 0)+ (0; 0; 1; 1)+ (1; 0; 1; 1)

= (0; 0; 0; 0) = 0;

a25 + a10 = a10 + a10 = 2a10 = 0;

a15 = 1:
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Be to,

m3(x) = m6(x) = m9(x) = m12(x) = (x� a3)(x� a6)(x� a9)(x� a12)

= (x� a3)(x� a12)(x6 � a6)(x� a9)

=
�
x2 � (a3 + a12) + a15

��
x2 � (a6 + a9) + a15

�
= (x2 � a5x+ 1)(x2 � a10x+ 1)

= x4 � (a6 + a10)x3 + (1 + 1 + a15)x2 � (a5 + a10) + 1

= x4 + x3 + x2 + x+ 1;

m5(x) = m10(x) = (x�a5)(x�a10) = x2� (a5+a10)x+a15 = x2+x+1;

m7(x) = m11(x) = m13(x) = m14(x)

= (x� a7)(x� a11)(x� a13)(x� a14)

=
�
x2 � (a11 + a11)x+ a18

��
x2 � (a13 + a14)x+ a27

�
= (x2 + a10x+ a3)(x2 + a10x+ a12)

= x4 + (a10 + a10)x3 + (a3 + a12 + a20)x2 + (a22 + a13)x+ a15

= x4 + x+ 1:

Pasteb_esime, kad elemento a = 0 minimalusis polinomas yra x.

Galime pateikti tikslià �ksuoto laipsnio neredukuojamù vir�s GF (q)
polinomù kiekio formulè. �Siai formulei rasti pasitelksime vienà i�s aritme-
tiniù funkcijù { Miobiuso1 funkcijà.

11.15 apibr_e�zimas. Funkcijà � : N!Z, kurios reik�sm_es

�(n) =

8>>><
>>>:

1; kai n = 1,

(�1)k; kai skai�ciaus n kanoninis skaidinys yra
n = p1p2 : : : pk; pi 6= pj; i 6= j,

0; kai skai�cius n dalijasi i�s pirminio skai�ciaus kvadrato,

vadiname Miobiuso funkcija.
Suformuluosime pagrindines Miobiuso funkcijos savybes.

11.16 teiginys. 1 (Miobiuso funkcijos multiplikatyvumas).
Tegu n;m 2 N ir DBD(n;m) = 1. Tada �(m � n) = �(m) � �(n).

1A.{F. M�obius, 1790{1868, { vokie�ciù matematikas.
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2. Jeigu n 2 N, tai

X
d jn

� (d) =

(
1; kai n = 1,

0; kai n > 0,

�cia sumuojama pagal visus skai�ciaus n daliklius d.
3 (Miobiuso apgrè�zimo formul_e).
3.1 (adityvusis variantas). Tegu h ir H yra funkcijos, apibr_e�ztos

nat�uraliesiems skai�ciams su reik�sm_emis adicin_eje komutatyvioje grup_eje
A: h;H : N! A.

Lygyb_e

H(n) =
X
d jn

h(d); visiems n 2 N (�)

teisinga tada ir tik tada, kai

h(n) =
X
d jn

�
�n
d

�
H(d) =

X
d jn

�(d)H
�n
d

�
; visiems n 2 N: (��)

3.2 (multiplikatyvusis variantas). Tegu h ir H yra funkcijos, apibr_e�z-
tos nat�uraliesiems skai�ciams su reik�sm_emis multiplikacin_eje komutatyvioje
grup_eje B: h;H : N! B.

Lygyb_e

H(n) =
Y
d jn

h(d); visiems n 2 N

teisinga tada ir tik tada, kai

h(n) =
Y
d jn

H(d)�(
n

d
) =

Y
d jn

H
�n
d

��(d)
; visiems n 2 N:

Simbolis
Q
d jn

yra multiplikacinis simbolio
P
d jn

variantas, rei�skiantis,

kad dauginama pagal visus skai�ciaus n daliklius d.

Ìrodymas. 1. Miobiuso funkcijos multiplikatyvumas i�splaukia i�s funk-
cijos apibr_e�zimo.

2. Ai�sku, kai n = 1, tai lygyb_e teisinga. Kai n > 1 ir skai�ciaus n
kanoninis skaidinys yra n = p�11 p�22 : : : p�kk , tai

X
d jn

�(d) = �(1) +
kX
i=1

�(pi) +
X

16i1<i26k

�
�
pi1pi2

�
+ : : :+ �(p1p2 : : : pk) =

= 1 + C1
k(�1) + C2

k(�1)
2 + : : :+ Ck

k (�1)
n =

�
1 + (�1)

�k
= 0:
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3.1. Tegu d1; d2; : : : ; ds yra visi skai�ciaus n dalikliai.
Kai teisinga (�), tai

X
d jn

�
�n
d

�
H(d) =

X
d jn

�(d)H
�n
d

�
=
X
d jn

�(d)
X
c j n

d

h(c)

= �(d1)
X
di j

n

d1

h(di) + : : :+ �(ds)
X
di j

n

ds

h(di)

= h(d1)
X
di j

n

d1

�(di) + : : :+ h(ds)
X
di j

n

ds

�(di)

=
X
c jn

h(c)
X
d j n

c

�(d) = h(n):

Paskutin_e lygyb_e teisinga, nes

X
d j n

c

�(d) 6= 0 ()
n

c
= 1 () n = c:

Kai teisinga (��), tai

X
d jn

h(d) =
X
d jn

X
c jd

�(c)H
�d
c

�
=
X
d jn

X
c j d

�
�d
c

�
H(c)

=
X
c j d1

�
�d1
c

�
H(c) + : : :+

X
c jds

�
�ds
c

�
H(c)

=
X
c jn

H(c) �
X
di j

n

c

�(di) = H(n):

3.2. Ìrodymas analogi�skas 3.1 ìrodymui.

4

Grì�zkime prie �ksuoto laipsnio neredukuojamù polinomù kiekio for-
mul_es.

11.17 teiginys. Bet kuriam nat�uraliajam skai�ciui n 2 N visù neredu-
kuojamù vir�s k�uno GF (q) polinomù, kuriù laipsnis yra n daliklis, sandauga
lygi fqn (x) = xq

n

� x.
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Ìrodymas. I�s 11.2 teiginio �zinome, kad polinomo fqn (x) 2 GF (q) [x]
kanoniniame skaidinyje yra visi neredukuojami vir�s GF (q) polinomai, ku-
riù laipsniai yra skai�ciaus n dalikliai. Kita vertus,

f 0qn (x) = qn xq
n�1 � 1 = �1 6= 0;

t.y. polinomas fqn (x) neturi kartotiniù �saknù, ir tod_el kiekvieno nere-
dukuojamo polinomo fqn (x) kartotinumas polinomo kanoniniame skaidi-
nyje yra lygus 1.

4

Neredukuojamù vir�s k�uno GF (q) d laipsnio polinomù skai�ciù �zym_esi-
me Nq(d).

11.18 i�svada. Su visais nat�uraliaisiais skai�ciais n teisinga lygyb_e

qn =
X
d jn

dNq(d):

11.19 i�svada. Teisinga formul_e

Nq(n) =
1

n

X
d jn

�
�n
d

�
qd =

1

n

X
d jn

�(d) q
n

d :

Ìrodymas. �Siai formulei gauti reikia funkcijoms h;H : N ! Z, api-
br_e�ztoms lygyb_emis h(n) = nNq(n) ir H(n) = qn, pritaikyti adityvùjì
Miobiuso apgrè�zimo variantà.

4

11.20 pavyzdys. 18-ojo laipsnio neredukuojamù polinomù vir�s k�uno
GF (q) skai�cius yra

Nq(18) =
1

18

�
�(1)q18 + �(2)q9 + �(3)q6 + �(6)q3 + �(9)q2 + �(18)q

�
=

1

18

�
q18 � q9 � q6 + q3

�
:

4-ojo laipsnio neredukuojamù polinomù vir�s k�uno GF (2) skai�cius yra

N2(4) =
1

4

�
�(1)24 + �(2)22 + �(4)21

�
=

1

4

�
24 � 22

�
= 3
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(palyginkite su 11.7 pavyzd�zio lentele).

Taikydami Miobiuso apgrè�zimo formulè, galime rasti ne tik n-ojo
laipsnio neredukuojamù polinomù vir�s GF (q) skai�ciù, bet ir �siù polinomù
sandaugà, �zymimà I(q; n; x).

11.21 i�svada. Teisinga formul_e

I(q; n; x) =
Y
d jn

�
xq

d

� x
��(n

d
)

=
Y
d jn

�
xq

n

d � x
��(d)

:

Ìrodymas. Remiantis 11.17 teiginiu,

xq
n

� x =
Y
d jn

I(q; d; x):

Tegu funkcijos, apibr_e�ztos lygyb_emis h(n) = I(q; n; x) ir H(n) = xq
n

� x,
h;H : N! B; �cia B { multiplikacin_e racionaliùjù funkcijù vir�s k�unoGF (q)

grup_e (t.y. funkcijù f(x) = p1(x)
p2(x)

; �cia p1(x) ir p2(x) polinomai vir�s GF (q),

p1(x) p2(x) 6= 0). Pritaikè funkcijoms h ir H multiplikatyviàjà Miobiuso
apgrè�zimo formulè, gausime norimà formulè.

4

11.22 pavyzdys.

I(2; 4; x) =
�
x16 � x

��(1)�
x4 � x

��(2)�
x2 � x

��(4)
=

x16 � x

x4 � x
=

x15 � 1

x3 � 1
= x12 + x9 + x6 + x3 + 1:
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