
14. NEREDUKUOJAMÙ POLINOMÙ

LAIPSNIS IR EIL _E

Neredukuojami polinomai baigtiniù k�unù teorijoje vaidina pana�sù
vaidmenì kaip ir pirminiai skai�ciai skai�ciù teorijoje. Dauguma konstrukty-
viù u�zdaviniù sprendimù remiasi neredukuojamù polinomù savyb_emis. Su
keliomis i�s �siù savybiù jau esame susipa�zinè:

1. Neredukuojamas vir�s GF (q) polinomas f(x) yra savo �saknies �

minimalusis polinomas, I = fg(x) 2 GF (q) [x] j g(�) = 0g =
�
f(x)

�
, t.y.

� yra polinomo g(x) 2 GF (q) [x] �saknis tada ir tik tada, kai g(x) dalijasi
i�s f(x) (�zr. 8.11 teiginì).

2. Bet kuriam nat�uraliajam skai�ciui n vir�s bet kokio baigtinio k�uno
GF (q) egzistuoja neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas.

Dabar nustatysime kitas neredukuojamù polinomù savybes.

11.1 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra neredukuojamas n-ojo

laipsnio polinomas, o � { viena i�s polinomo f(x) �saknù, esanti k�uno

GF (q) pl_etinyje. Tada polinomof(x) skaidinio k�unasK yra
�
GF (q)

�
(�) =

GF (qn).

Ìrodymas. I�s 8.17 apibr_e�zimo �zinome, kad polinomo f(x) skaidinio
k�unas yra ma�ziausias k�uno GF (q) pl_etinys, kuriame yra visos polinomo
f(x) �saknys. Tod_el

GF (q) �
�
GF(q)

�
(�) � K :

Kita vertus,
��
GF (q)

�
(�) : GF (q)

�
= n ir

���GF (q)
�
(�)
�� = qn. Remian-

tis 9.3 teiginio 1) dalimi, visi k�uno
�
GF (q)

�
(�) elementai yra polinomo

fqn (x) = xq
n

� x �saknys. Taigi fqn (�) = �q
n

� � = 0 ir, remiantis 8.11
teiginiu, fqn(x) dalijasi i�s f(x): visos polinomo f(x) �saknys yra ir polinomo
fqn (x) �saknys. Tod_el

K �
�
GF(q)

�
(�)

ir
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K =
�
GF (q)

�
(�) = GF (qn):

4

11.2 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] neredukuojamas n-ojo laipsnio

polinomas. Tada polinomas fqm (x) = xq
m

� x dalijasi i�s f(x) tada ir tik

tada, kai m dalijasi i�s n.

Ìrodymas. Jau �zinome, kad polinomo f(x) skaidinio k�unas yra
GF (qn), o polinomo fqm (x) skaidinio k�unas yra GF (qm). Be to, jei k�unas
GF (qn) yra k�uno GF (qm) pok�unis, GF (qn) � GF (qm); tai m dalijasi i�s
n.

Tegu fqm (x) dalijasi i�s f(x). Tada visos polinomo f(x) �saknys yra ir
polinomo fqm (x) �saknys. Tod_el GF (qn) � GF (qm) ir m dalijasi i�s n.

Prie�singai, tegu m dalijasi i�s n. Tada GF (qn) � GF (qm) ir visos poli-
nomo f(x) �saknys priklauso k�unui GF (qm). Bet k�uno GF (qm) elementai {
tai polinomo fqm (x) �saknys ir tod_el polinomo f(x) �saknis � yra polinomo
fqm (x) �saknis. Taigi fqm (x) dalijasi i�s f(x).

4

Neredukuojamù polinomù vir�s baigtiniù k�unù �saknys rei�skiamos pap-
rastai.

11.3 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra n-ojo laipsnio neredukuo-

jamas polinomas ir � { kuri nors polinomo f(x) �saknis polinomo skaidinio

k�une GF (qn). Tada k�uno GF (qn) elementai

�; �q ; �q
2

; : : : ; �q
n�1

yra visos skirtingos polinomo f(x) �saknys ir n yra ma�ziausias nat�uralusis

skai�cius, kuriam teisinga lygyb_e �q
n

= �.

Ìrodymas. Tegu f(x) = a0+ a1x+ : : :+ anx
n, ai 2 GF (q), 0 6 i 6 n,

o � { polinomo f(x) �saknis polinomo skaidinio k�une GF (qn):

f(�) = a0 + a1 �+ : : :+ an�
n = 0:

K�uno GF (qn) charakteristika yra pirminis skai�cius p, o q yra p laipsnis.
Tod_el aqi = ai ir

f(�q) = a0 + a1�
q + : : :+ an�

qn = a
q
0 + a

q
1�

q + : : :+ aqn�
qn

= a
q
0 + (a1 �)

q + : : :+ (an�
n)q = (a0 + a1�+ : : :+ an�

n)q

=
�
f(�)

�q
= 0:
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Taigi, jeigu � yra polinomo f(x) �saknis, tai ir �q yra �sio polinomo �saknis,
taip pat �saknys yra ir elementai

�; �q; �q
2

; : : : ; �q
n�1

:

Visi �sioje sekoje esantys elementai yra skirtingi, nes, jeigu �q
i

= �q
j

,
0 6 i < j 6 n� 1, tai

�
�q

i�qn�j
=
�
�q

j �qn�j
;

�q
n+i�j

= �q
n

= �;

�q
n+i�j

� � = 0;

t.y. � b�utù polinomo fqn+i�j (x) = xq
n+i�j

� x �saknis ir tada polinomas
fqn+i�j (x) dalytùsi i�s f(x), ir n+ i� j dalytùsi i�s n. Bet tai prie�starauja
nelygyb_ems 0 < n+ i� j < n.
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11.4 i�svada. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra n-jo laipsnio neredukuoja-

mas polinomas ir �; �q ; �q
2

; : : : ; �q
n�1

{ �sio polinomo�saknys k�une GF (qn).
Tada �siù �saknù eil_es k�uno GF (qn) multiplikacin_eje grup_eje GF (qn)� yra

lygios:

ordGF (qn)� (�) = ordGF (qn)�(�
q) = : : : = ordGF (qn)�

�
�q

n�1�
:

Ìrodymas. Grup_e GF (qn)� yra (qn�1)-osios eil_es ciklin_e grup_e, tod_el
elemento � eil_e �sioje grup_eje yra qn � 1 daliklis:

qn � 1 = m � ordGF (qn)�(�):

Tada

ordGF (qn)�
�
�q

i�
=

ordGF (qn)� (�)

DBD
�
qi; ordGF (qn)� (�)

� =
ordGF (qn)�(�)

DBD
�
qi; q

n
�1
m

� =

= ordGF (qn)� (�); 0 6 i 6 n� 1;
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nes q = ps, p = charGF (q) ir 1 6 DBD
�
qi;

qn�1
m

�
6 DBD

�
qi; qn � 1

�
= 1.

4

11.5 apibr_e�zimas. Neredukuojamo polinomo f(x) eile vadinamas

skai�cius, lygus �sio polinomo kurios nors �saknies eilei jo skaidinio k�uno

multiplikacin_eje grup_eje ir �zymimas ord
�
f(x)

�
, arba ord

�
f
�
.

Pateiksime pagrindines neredukuojamo polinomo eil_es savybes, kuriù
ìrodymai remiasi mums jau �zinomais teiginiais.

11.6 teiginys. Tegu f(x) yra neredukuojamas polinomas vir�s GF (q)
ir deg

�
f(x)

�
= n. Teisingi �sie teiginiai:

1. ord f(x) yra qn � 1 daliklis.

2. Polinomas f(x) yra polinomo u
ord
�
f(x)

�(x) = xord(f) � 1 daliklis.

3. ord (f) yra m daliklis tada ir tik tada, kai f(x) yra um(x) = xm�1
daliklis.

4. ord (f) yra toks ma�ziausias teigiamas sveikas skai�cius e, kad poli-

nomas f(x) yra ue(x) = xe � 1 daliklis.

5. Tegu f(x) = xn+an�1x
n�1+an�2x

n�2+: : :+a0, a0 6= 0. Polinomo

f(x) eil_e ord
�
f(x)

�
yra lygi polinomo f(x) lydin�ciosios matricos

A =

0
BBB@

0 0 0 : : : 0 �a0
1 0 0 : : : 0 �a1
0 1 0 : : : 0 �a2
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 �an�1

1
CCCA

eilei multiplikacin_eje nei�ssigimusiù matricù grup_eje GL
�
n;GF (q)

�
.

Ìrodymas. 1. Polinomo f(x) skaidinio k�unas yra GF (qn) ir kiekviena
polinomo f(x) �saknis yra polinomo uqn�1(x) = xq

n
�1 � 1 �saknis. Taigi

visù polinomo f(x) �saknù eil_es yra qn � 1 dalikliai.
2. Visù polinomo f(x) �saknù eil_es lygios ord(f), t.y. visos jos yra

polinomo uord(f) = xord(f) � 1 �saknys. Tod_el f(x) yra uord(f)(x) daliklis.
3. Tegu f(x) yra um(x) daliklis. Tada visos polinomo f(x) �saknys

yra ir um(x) �saknys ir �siù �saknù eil_es yra m dalikliai. Tod_el ord f yra m

daliklis. Atvirk�s�ciai, tegu m = m1 � ord(f). Tada uord(f)(x) = xord(f) � 1

yra xm1�ord(f) � 1 = xm � 1 = um(x) daliklis ir i�s �sio teiginio 2 dalies
gauname, kad f(x) yra um(x) daliklis.

4. �Sis teiginys yra 3 dalies tiesiogin_e i�svada.
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5. Polinomas f(x) yra matricos A minimalusis polinomas, tod_el Ae =
I tada ir tik tada, kai f(x) yra polinomo ue(x) = xe�1 daliklis. Tada nori-
mas rezultatas i�splaukia i�s polinomo f(x) eil_es ir matricos
A 2 GL

�
n;GF (q)

�
eil_es apibr_e�zimù.

4

Neredukuojamojo polinomoeil_es skai�ciavimob�udà panagrin_esime kiek
v_eliau, o dabar apsiribosime pavyzd�ziu.

11.7 pavyzdys. Pateiksime mums jau �zinomù neredukuojamù poli-
nomù vir�s k�uno GF (2) eiliù lentelè

f(x) deg f(x) = n 2n � 1 ord (f)

x 1 1 1

x+ 1 1 1 1

x2 + x+ 1 2 3 3

x3 + x+ 1 3 7 7

x3 + x2 + 1 3 7 7

x4 + x+ 1 4 15 15

x4 + x3 + 1 4 15 15

x4 + x3 + x2 + x+ 1 4 15 5

I�s �sio pavyzd�zio matome, kad neredukuojamo polinomo laipsnis nele-
mia �sio polinomo eil_es: polinomù q(x) = x4 + x+ 1 ir p(x) = x4 + x3 + 1
eil_e yra lygi 15, o polinomo r(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 eil_e lygi 5.

11.8 teiginys. Tegu polinomas f(x) 2 GF (q) [x] ir deg f(x) = n > 1.
�Sios sàlygos yra ekvivalen�cios:

1. Polinomas f(x) yra primityviojo pl_etinio GF (qn) vir�s GF (q) ele-
mento minimalusis polinomas.

2. f(x) yra toks unitarusis polinomas, kad ord
�
f(x)

�
= qn � 1.

Polinomas f(x), tenkinantis teiginio sàlygas, vadinamas primityviuoju

polinomu.
Taigi primityvusis n-ojo laipsnio polinomas vir�s GF (q) yra toks nere-

dukuojamas polinomas vir�s GF (q), kad jo �saknis � 2 GF (qn) yra generuo-
jantis k�uno GF (qn) multiplikacin_es grup_es GF (qn)� elementas.
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Dabar pateiksime neredukuojamo polinomo f(x) 2 GF (q) eil_es skai-
�ciavimo metodà.

Tegu polinomo f(x) laipsnis deg f(x) = n.
A. I�s 11.5 apibr_e�zimo �zinome, kad polinomo f(x) eil_e e = ord (f) yra

toks ma�ziausias nat�uralusis skai�cius, kad

xe � 1
�
mod f(x)

�
:

B. I�s 11.6 teiginio 1 dalies �zinome, kad e yra qn � 1 daliklis. Tod_el:
1. Randame skai�ciaus qn � 1 kanoninì skaidinì

qn � 1 =
sY
i=1

p�ii :

2. I�s B gauname:

p
�i
i yra e daliklis () e n_era

qn � 1

pi
daliklis ()

f(x) n_era x
qn�1
pi � 1 daliklis ()

x
qn�1

pi 6� 1
�
mod f(x)

�
:

3. Ai�sku, jeigu x
qn�1
pi � 1

�
modf(x)

�
, tai p�ii n_era skai�ciaus e daliklis

ir tod_el tur_etume ie�skoti tokio ma�ziausio skai�ciaus ri, 0 6 ri 6 �i, kad

x

qn�1

p
ri
i 6� 1

�
mod f(x)

�
:

Tada p
�i�(ri�1)
i = p

�i�ri+1
i { did�ziausias pirminio skai�ciaus pi laipsnis

{ skai�ciaus e daliklis. Tokiu b�udu kiekvienam i, 1 6 i 6 s, suradè ri,
gausime

e =
sY

i=1

p
�i�ri+1
i :

11.9 pavyzd�ziai. 1. Polinomas f(x) = x6 + x5 + 1 yra neredukuo-
jamas polinomas vir�s GF (2).

Kadangi q = 2, tai q6 � 1 = 63 = 32 � 7.
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Patikrinsime, ar 32 yra ord (f) daliklis. Kadangi 63
3 = 21, tai

32 yra ord (f) daliklis () x21 6� 1 (mod x6 + x5 + 1):

Pritaikè polinomù porai x21 ir x6 + x5 + 1 dalybos algoritmà, gausime

x21 � x5 + x2 + x (mod x6 + x5 + 1) 6� 1:

Taigi 32 yra ord (f) daliklis.

Patikrinsime, ar 7 yra ord (f) daliklis. Kadangi 63
7 = 9, tai

7 yra ord(f) daliklis () x9 6� 1 (mod x6 + x5 + 1):

Bet x9 � x5+ x3+x2+ x+ 1 (mod x6+x5+ 1) 6� 1 ir tod_el 7 yra ord (f)
daliklis.

Taigi ord (f) = 63 ir, be to, matome, kad polinomas f(x) yra primi-
tyvusis polinomas vir�s GF (2).

2. Polinomas g(x) = x6 + x5 + x4 + x2 + 1 yra neredukuojamas
polinomas vir�s GF (2).

q = 2; q6 � 1 = 63 = 32 � 7:

32 yra ord (g) daliklis () x21 6� 1 (mod x6 + x5 + x4 + x2 + 1):

Bet x21 � 1(mod x6 + x5 + x4 + x2 + 1) ir tod_el 9 = 32 n_era ord (g)
daliklis.

Patikrinsime, ar 3 yra ord (g) daliklis. Kadangi 63
32 = 7, tai

3 yra ord (g) daliklis () x7 6� 1 (mod x6 + x5 + x4 + x2 + 1):

Padalijè gausime x7 � x4+x3+x2+x+1 (mod x6+x5+x4+x2+1) 6� 1,
ir tod_el 3 yra ord (g) daliklis.

Pagaliau,

7 yra ord (g) daliklis () x9 6� 1 (mod x6 + x5 + x4 + x2 + 1):

Padalijè gausime x9 � x3 + 1 (mod x6 + x5 + x4 + x2 + 1) 6� 1 ir tod_el 7
yra ord (g) daliklis.

Taigi ord (g) = 3 � 7 = 21.
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