
13. BAIGTINIÙ K�UNÙ ELEMENTÙ REI�SKIMAS

Yra keletas baigtiniù k�unù elementù rei�skimo b�udù. Pirmasis i�s jù
remiasi tuo, kad faktor�ziedis GF (q)[x]

�
(f(x)), kai f(x) yra neredukuoja-

mas polinomas vir�s GF (q), { k�unas. Antrasis { kad baigtinio k�uno GF (q)
multiplikacin_e grup_e GF (q)� yra ciklin_e ir kiekvienas nenulinis �sio k�uno
elementas yra primityviojo elemento laipsnis. Pirmuoju atveju k�uno ele-
mentai { tai polinomai vir�s GF (q) ir tod_el sud_eties veiksmas �siems elemen-
tams atliekamas labai paprastai, o �stai sandaugai suskai�ciuoti reikia daug
darbo. Antruoju atveju { viskas atvirk�s�ciai: sandaugos veiksmas ciklin_es
grup_es elementams { tai papras�ciausi veiksmai su laipsnio rodikliais, o �stai
�siù elementù sud_etis reikalauja nema�zai skai�ciavimù. Laimei, yra glaudus
abiejù rei�skimo b�udù ry�sys, pateikiamas indeksù lentele. Pateiksime ir
tre�ciàjì baigtinio k�uno elementù rei�skimo b�udà, jungiantì pirmùjù dviejù
tiek teigiamas, tiek neigiamas savybes.

1. Tegu GF (q), q = pn yra baigtinis k�unas, p { pirminis. Tada egzis-
tuoja (�zr. 9.7 teiginì) neredukuojamas vir�s GF (p) n-ojo laipsnio polinomas
f(x) ir

GF (q) = GF (p)[x]
�
(f(x)) = fr(x) + (f(x)) j deg r(x) < ng:

�Siuo atveju k�uno GF (q) elementus tapatiname su ne auk�stesnio negu
n � 1 laipsnio polinomais vir�s GF (p), o abi operacijos su �siais polinomais
atliekamos mod f(x).

Tegu a yra polinomo f(x) �saknis kuriame nors k�uno GF (p) pl_etinyje.
I�s 8.11 teiginio �zinome, kad GF (q) yra izomor��skas

�
GF (p)

�
(a) ir tod_el

GF (q) = fr(a) j r(x) 2 GF (p)[x]; f(a) = 0g:

10.1 pavyzdys. Norint u�zra�syti k�uno GF (16) = GF (24) elementus,
prireiks neredukuojamo vir�s GF (2) ketvirtojo laipsnio polinomo. Visus
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tokius polinomus galima rasti i�sbraukus i�s visù 4-ojo laipsnio polinomù vir�s
GF (2) sàra�so redukuojamus polinomus. I�s viso 4-ojo laipsnio polinomù
vir�s GF (2) yra 24 = 16.

Redukuojamieji polinomai f(x) = �x4 + �x3 + x2 + �x + e; �; �;

; �; e 2 GF (2), yra vieno i�s pavidalù

f(x) =
�
�0 + �1x+ �2x

2 + 1 � x3
�
(�0 + x);

f(x) =
�
0 + 1x+ x2

��
�0 + �1x+ x2

�
;

�0; �1; �2; �0; 0; 1; �0; �1 2 GF (2) = f0; 1g:

Kai e = 0, t.y. bent vienas elementas i�s porù �0; �1 arba 0; 1 lygus
nuliui, tai polinomas f(x) yra redukuojamas. Tegu dabar �0; �1; 0; 1 {
nenuliniai elementai.

Sudauginè polinomus�
x3 + 1

�
(x+ 1) = x4 + x3 + x+ 1;�

x3 + x+ 1
�
(x+ 1) = x4 + x3 + x2 + 1;�

x3 + x2 + 1
�
(x+ 1) = x4 + x2 + x+ 1;�

x3 + x2 + x+ 1
�
(x+ 1) = x4 + 1;�

x2 + 1
��
x2 + 1

�
= x4 + 1;�

x2 + 1
��
x2 + x+ 1

�
= x4 + x3 + x+ 1;�

x2 + x+ 1
��
x2 + x+ 1

�
= x4 + x2 + 1;

matome, kad tik trys polinomai f1(x) = x4 + x+ 1, f2(x) = x4+ x3+ 1 ir
f3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 yra neredukuojami vir�s GF (2).

Pasirinkime vienà i�s jù, pavyzd�ziui, f(x) = x4 + x3 + 1. Tada

GF (2)[x]
�
(x4 + x3 + 1) = GF (16) =

�
GF (2)

�
(a);

�cia a { polinomo f(x) �saknis. I�svardysime �sio k�uno elementus.
Konstantos: 0, 1.
Tiesiniai elementai: a, a+ 1.
Kvadratiniai elementai: a2, a2 + 1, a2 + a, a2 + a + 1.
Kubiniai elementai: a3, a3+1, a3+ a, a3+ a+1, a3+ a2, a3+ a2+1,

a3 + a2 + a, a3 + a2 + a+ 1.
Taip i�sreik�stù k�uno GF (16) elementù sud_etis { tai ne didesnio kaip

3-ojo laipsnio polinomù sud_etis vir�s GF (2). Pavyzd�ziui,�
a3 + a+ 1

�
+
�
a2 + a

�
= a3 + a2 + 1 (2 = 0):
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Dauginti k�uno GF (16)elementus sunkiau, nes visà laikà reikia atsi-
�zvelgti ì tai, kad f(a) = a4 + a3 + 1 = 0, t.y. a4 = a3 + 1 (�1 = 1 k�une
GF (2)). Pavyzd�ziui,

a7 = a4 � a3 =
�
a3 + 1

�
a3 = a6 + a3 = a4 � a2 + a3

=
�
a3 + 1

�
a2 + a3 = a5 + a2 + a3 = a4a+ a2 + a3

=
�
a3 + 1

�
a + a2 + a3 = a4 + a+ a2 + a3 = a3 + 1 + a+ a2 + a3

= 1 + a+ a2:

2. Tegu a yra primityvusis k�uno GF (q) elementas. Tada

GF (q) = f0; 1 = a0; a; : : : ; aq�2g:

Dviejù taip i�sreik�stù k�uno GF (q) elementù sandauga apibr_e�zta lygybe

ar � as = ar+s (mod q�1):

�Siù elementù sud_etis apibr_e�ziama primityviajam elementui a paren-
kant minimalùjì polinomà m(x) ir kiekvienam a laipsniui priskiriant vie-
nintelì elementà

�0 + �1a+ : : :+ �n�1a
n�1; n = deg m(x):

Tada elementù sud_etis apibr_e�ziama kaip 10.1 pavyzdyje.

10.2 pavyzdys. Tegu f(x) = x4 + x3 + 1, kaip ir 10.1 pavyzdyje,
neredukuojamas polinomas vir�s GF (2). Tegu a { polinomo f(x) �saknis.
Elemento a eil_e ordGF (16)�(a) k�uno GF (16) multiplikacin_eje grup_eje yra

lygi grup_es GF (16)� eil_es
��GF (16)�

�� = 16� 1 = 15 dalikliui. Taigi

a1 6= 1;

a3 6= 1;

a5 = a4 � a =
�
a3 + 1

�
a = a4 + a = a3 + a+ 1 6= 1;

tod_el a15 = 1 ir ordGF (16)�(a) = 15, t.y. a { primityvusis k�uno GF (16)
elementas. Tad

GF (16) = f0; 1; a; a2; : : : ; a13; a14g:
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Dviejù k�uno GF (16) elementù rei�skimo b�udù ry�sys pateikiamas va-
dinamàja indeksù lentele, kurioje kiekvienam k�uno GF (16) primityviojo
elemento a laipsniui ak priskiriamas �sio k�uno elementas, i�sreik�stas poli-
nomu. Pavyzd�ziui,

a4 = a3 + 1;

a5 = a4 � a =
�
a3 + 1

�
a = a4 + a = a3 + a + 1;

a6 = a5 � a =
�
a3 + a + 1

�
a = a4 + a2 + a = a3 + a2 + a+ 1 ir t. t.

Indeksas Laipsninis Polinominis Vektorinis
rei�skimas rei�skimas rei�skimas

� 0 0 (0; 0; 0; 0)
0 1 1 (0; 0; 0; 1)
1 a a (0; 0; 1; 0)
2 a2 a2 (0; 1; 0; 0)
3 a3 a3 (1; 0; 0; 0)
4 a4 a3 + 1 (1; 0; 0; 1)
5 a5 a3 + a+ 1 (1; 0; 1; 1)
6 a6 a3 + a2 + a+ 1 (1; 1; 1; 1)
7 a7 a2 + a+ 1 (0; 1; 1; 1)
8 a8 a3 + a2 + a (1; 1; 1; 0)
9 a9 a2 + 1 (0; 1; 0; 1)
10 a10 a3 + a (1; 0; 1; 0)
11 a11 a3 + a2 + 1 (1; 1; 0; 1)
12 a12 a + 1 (0; 0; 1; 1)
13 a13 a2 + a (0; 1; 1; 0)
14 a14 a3 + a2 (1; 1; 0; 0)

Pastabos. 1. Nei�sskiriant 0, paprastai �zymima a� = 0, a 2 GF (q).

2. I�s paskutinio stulpelio matome, kad k�unas GF (16) yra 4-mat_e vek-
torin_e erdv_e vir�s GF (2), kurios baz_e f1; a; a2; a3g, ir tod_el �siame stulpelyje
yra m�usù vektorin_es erdv_es elementù koordinat_es nurodytoje baz_eje.
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Operacijas k�une GF (16) iliustruosime pavyzd�ziu:

�
a10 + a7 + a5 + a2 + 1

��
a4 + a3 + a

�
= a14 + a11 + a9 + a6 + a4 + a13 + a10

+ a8 + a5 + a3 + a11 + a8 + a6 + a3 + a

= a14 + a13 + a10 + a9 + a5 + a4 + a

= (1; 1; 0; 0)+ (0; 1; 1; 0)+ (1; 0; 1; 0)+ (0; 1; 0; 1)

+ (1; 0; 1; 1)+ (1; 0; 0; 1)+ (0; 0; 1; 0) =

= (0; 1; 0; 1) = a9 = a2 + 1:

10.3 apibr_e�zimas. Primityviojo k�uno GF (q) elemento minimalusis

polinomas vadinamas primityviuoju polinomu.

Primityvieji polinomai yra svarb�us, nes jù �saknù laipsniais rei�skiami
baigtinio k�uno elementai. Ta�ciau �siù polinomù paie�ska n_era paprasta ir jà
aptarsime v_eliau.

3. Tre�cias baigtinio k�uno GF (q) elementù rei�skimo b�udas { matricos.
Naudojamasi tiesin_es algebros teiginiu apie tai, kad bet kurio poli-

nomo f(x) = �0+�1x+ : : :+�n�1x
n�1+xn (�cia �i { k�uno K elementai)

lydin�cioji matrica

A =

0
BBBBB@

0 0 : : : 0 ��0

1 0 : : : 0 ��1

0 1 : : : 0 ��2

: : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : 1 ��n�1

1
CCCCCA

yra polinomo f(x) �saknis: f(A) = �0I +�1A+ : : :+�n�1A
n�1+An = 0.

Taigi tur_edami n-ojo laipsnio neredukuojamà polinomà f(x) vir�s k�uno
GF (q), kurio lydin�cioji matrica yra A, k�uno GF (qn) elementus galime
vaizduoti matricomis

�0I + �1A + : : :+ �n�1A
n�1; �0; �1; : : : ; �n 2 GF (q):

Svarbiausia, kad k�uno elementù aritmetikà galima suvesti ì matricù
aritmetikà, nepriklausomai nuo to, ar neredukuojamas f(x) yra primityvu-
sis, ar ne.
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10.4 pavyzdys. Polinomas f(x) = x2 + 1 yra neredukuojamas vir�s
GF (3) (nes neturi vir�s GF (3) �saknù). �Sio polinomo lydin�cioji matrica yra

A =

�
0 2
1 0

�
:

GF (9) =
�
GF (3)

�
(A)

=

(
0 =

�
0 0
0 0

�
; I =

�
1 0
0 1

�
; 2I =

�
2 0
0 2

�
;

A =

�
0 2
1 0

�
; A+ I =

�
1 2
1 1

�
; A + 2I =

�
2 2
1 2

�
;

2A =

�
0 1
2 0

�
; 2A + I =

�
1 1
2 1

�
; 2A+ 2I =

�
2 1
2 2

�)
:

Operacijas iliustruosime pavyzd�ziu:

(2A+ 2I)(A + 2I) =

�
2 1
2 2

�
�

�
2 2
1 2

�
=

�
2 0
0 2

�
= 2I:

10.5 pavyzdys. Neredukuojamas vir�s GF (3) polinomas f(x) = x2+
2x+2 yra primityvusis polinomas, nes, kai a2+2a+2 = 0 (�cia a yra f(x)
�saknis),

a2 = �2a� 2 = a+ 1 6= 1;

a4 = a2 + 2a+ 1 = 3a+ 2 = 2 6= 1;

a8 = 4 = 1;

ordGF (9)� (a) = jGF (9)�j:

Primityviojo polinomo f(x) lydin�cioji matrica yra

C =

�
0 1
1 1

�
:

Tada

GF (9) =

(
0 =

�
0 0
0 0

�
; C =

�
0 1
1 1

�
; C2 =

�
1 1
1 2

�
;

C3 =

�
1 2
2 0

�
; C4 =

�
2 0
0 2

�
; C5 =

�
0 2
2 2

�
;

C6 =

�
2 2
2 1

�
; C7 =

�
2 1
1 0

�
; C8 =

�
1 0
0 1

�)
:
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Operacijas iliustruosime pavyzd�ziu:

�
C7 + 2C4

��
C3 + C

�
=

 �
2 1
1 0

�
+ 2

�
2 0
0 2

�!

�

 �
1 2
2 0

�
+

�
0 1
1 1

�!

=

�
0 1
1 1

�
�

�
1 0
0 1

�
=

�
0 1
1 1

�
= C:

Pastaba. Nors k�uno elementus i�srei�skus matricomis operacijas at-
likti paprasta, kai deg f(x) yra didelis, tenka naudoti didelio matavimo
matricas.
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