13. BAIGTINIU KUNU ELEMENTU REISKIMAS

Yra keletas baigtiniu kunu elementu reiskimo budu. Pirmasis 18 ju
remiasi tuo, kad faktorziedis GF(q)[x]/(f(x)), kai f(z) yra neredukuoja-

mas polinomas vir§ GF(q), — kunas. Antrasis — kad baigtinio kuno G F(q)
multiplikaciné grupé GF(q)* yra cikliné ir kiekvienas nenulinis §io kuno
elementas yra primityviojo elemento laipsnis. Pirmuoju atveju kuno ele-
mentai — tai polinomai vir§ GF(q) ir todél sudéties veiksmas Siems elemen-
tams atliekamas labai paprastai, o stai sandaugai suskai¢iuoti reikia daug
darbo. Antruoju atveju — viskas atvirksciai: sandaugos veiksmas ciklinés
grupeés elementams — tai paprasciausi veiksmai su laipsnio rodikliais, o stai
Siu elementy sudétis reikalauja nemazai skai¢iavimu. Laimei, yra glaudus
abieju reiskimo budu rysys, pateikiamas indeksu lentele. Pateiksime ir
treciaji baigtinio kuno elementu reiskimo buda, jungianti pirmuju dvieju
tiek teigiamas, tiek neigiamas savybes.

1. Tegu GF(q), ¢ = p™ yra baigtinis kuinas, p — pirminis. Tada egzis-
tuoja (7r. 9.7 teigini) neredukuojamas virs G F(p) n-ojo laipsnio polinomas

flx) ir
GF(g) = GFWE) p(p)) = (@) + (F(2) | deg 1(2) < n).

Siuo atveju kino (GF(gq) elementus tapatiname su ne aukstesnio negu
n — 1 laipsnio polinomais virs GF(p), o abi operacijos su §iais polinomais
atliekamos mod f(z).

Tegu a yra polinomo f(#) 8aknis kuriame nors kuno GF(p) plétinyje.
Is 8.11 teiginio zinome, kad G'F(q) yra izomorfiskas (GF(p))(a) ir todél

GF(q) = {r(a) | r(x) € GF(p)[z], f(a) = 0}.

10.1 pavyzdys. Norint uzrasyti kino GF(16) = GF(2%) elementus,
prireiks neredukuojamo virs GF(2) ketvirtojo laipsnio polinomo. Visus
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tokius polinomus galima rasti iSbraukus 18 visu 4-0jo laipsnio polinomu virs
(GF(2) sarado redukuojamus polinomus. IS viso 4-ojo laipsnio polinomu
virs GF(2) yra 2% = 16.

Redukuojamieji polinomai f(z) = az? + f2® + y22 +dr + e, o,8,

¥,d,e € GF(2), yra vieno i§ pavidaly
f(@) = (ap+ a1z + sz +1-2°) (B, + ),
f(x) = (v +nz+2°) (6o + 1z + 27),
g, a1, s, o, Y0, 71, 00,01 € GF(2) = {0,1}.

Kai e = 0, t.y. bent vienas elementas 1§ poru «ag, a1 arba ~y,v1 lygus
nuliui, tai polinomas f(z) yra redukuojamas. Tegu dabar «g, aq,vo,v1 —
nenuliniai elementai.

Sudaugine polinomus

(x?’—i—l)(x—l—l) =zt 4441,

(a: —1—1‘—1—1) (x+1) =2 +2°+27 +1,
(a: +z —|—1) v+ 1) =2t 42l f e+ 1,
(a: +z —1—1‘—1—1)(1‘—1—1) =zt41,

(a: —|—1)<l‘ —|—1) =2t 41,

(a: —|—1)<l‘ —1—1‘—1—1) =zt 4441,
(a: —1—1‘—1—1)(1‘ —1—93—1—1) =2t 42741,

matome, kad tik trys polinomai fi(z) = 2* +z+1, fo(z) = 2* + 23 + 1 ir

f3(z) = 2t 4+ 22 + 2% + = + 1 yra neredukuojami virs G F(2).
Pasirinkime viena i$ ju, pavyzdziui, f(z) = 2* + 23 + 1. Tada

GF(?)[x]/(sz tad 1) T GF(16) = (GF(?))(a);

¢ia a — polinomo f(z) saknis. Isvardysime §io kuno elementus.

Konstantos: 0, 1.

Tiesiniai elementai: a, a + 1.

Kvadratiniai elementai: «?, > + 1, a> + @, * + a + 1.

Kubiniai elementai: ¢, a®+1, ¢®*+a, a®+a+1, a®>+a?, a3 +a?+1,
aAd+a’+a a®+a’+a+ 1.

Taip isreikstu kuno GF(16) elementu sudétis — tai ne didesnio kaip
3-0jo laipsnio polinomy sudétis virg GF(2). Pavyzdziui,

(a3+a+1)+(a2+a):a3+a2+1 (2=0).
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Dauginti kuno G'F(16)elementus sunkiau, nes visa laika reikia atsi-
zvelgti | tai, kad f(a) = a4+ a®+1 =0, ty. a* =a®+1 (=1 = 1 kine
GGF(2)). Pavyzdziui,

a’ =at a® = (a3+1)a3:a6—|—a3:a4~a2—|—a3
= (a3+1)a2—|—a3:a5+a2+a3:a4a—|—a2—|—a3
= (a3+1)a—|—a2—|—a3:a4—|—a—|—a2—|—a3:a3—|—1—|—a—|—a2—|—a3
=14a+d’.

2. Tegu a yra primityvusis kino GF(q) elementas. Tada
GF(q)={0,1=d"a,...,a??}.
Dviejy taip isreiksty kuno G'F(q) elementy sandauga apibrézta lygybe

a af =a te (HlOdq—l)

Siu elementy sudétis apibréziama primityviajam elementui a paren-
kant minimalyjj polinoma m(x) ir kiekvienam «a laipsniui priskiriant vie-
nintelj elementa,

agF+ara+ .. .4 ap_1a""t n=deg m(x).

Tada elementu sudétis apibréziama kaip 10.1 pavyzdyje.

10.2 pavyzdys. Tegu f(z) = 2%+ 23 + 1, kaip ir 10.1 pavyzdyje,
neredukuojamas polinomas vir§ GF(2). Tegu a — polinomo f(x) saknis.
Elemento a eilé ordgp(16)+(a) kuno GF(16) multiplikacinéje grupéje yra
lygi grupés GF(16)* eilés GF(16)*| =16 — 1 = 15 dalikliui. Taigi

at #1,
a® #1,

a®=a*a=(+1)a=d"+a=d’+a+1#1,

todél a'® = 1 ir ordgr(iey+(a) = 15, t.y. a — primityvusis kino GF(16)
elementas. Tad

GF(16) = {0,1,a,d% ...,a'3 a'*}.
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Dvieju kino GF(16) elementy reiskimo budu rysys pateikiamas va-
dinamaja indeksy lentele, kurioje kiekvienam kuno GF(16) primityviojo
elemento @ laipsniui a* priskiriamas §io kiino elementas, isreikstas poli-
nomu. Pavyzdziui,

at=d>+1,

05204'0

(a3+1)a:a4—|—a:a3—|—a—|—1,
a6:a5~a:(a3+a—|—1)a:a4—|—a2—|—a:a3—|—a2—|—a—|—1irt.t.

Indeksas Laipsninis Polinominis Vektorinis
reiskimas reiskimas reiskimas

* 0 0 (0,0,0,0)
0 1 1 (0,0,0,1)
1 a a (0,0,1,0)
2 a’ a’ (0,1,0,0)
3 a3 a3 (1,0,0,0)
4 at a’+1 (1,0,0,1)
5 a® a+a+1 (1,0,1,1)
6 a’ a+a?+a+1 (1,1,1,1)
7 a’ a+a+1 (0,1,1,1)
8 a® a®+a®+a (1,1,1,0)
9 a® a?+1 (0,1,0,1)
10 at® a®+a (1,0,1,0)
11 all ad+a’+1 (1,1,0,1)
12 a'? a+1 (0,0,1,1)
13 a'3 a’+a (0,1,1,0)
14 att a® + a? (1,1,0,0)

Pastabos. 1. Neisskiriant 0, paprastai Zymima a* = 0, a € GF(q).

2. 18 paskutinio stulpelio matome, kad kunas G F(16) yra 4-maté vek-
toriné erdveé virs GF(2), kurios bazé {1, a, a?, a®}, ir todél siame stulpelyje
yra musy vektorinés erdvés elementu koordinatés nurodytoje bazéje.
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Operacijas kune GF(16) iliustruosime pavyzdziu:

(alo—|—a7—|—a5—|—a2—|—1)(a4—|—a3—|—a)

—a rd" L 4 a4t 4?4l
+a¥+dP+ad+att+dP+ad+dd+a

—d a4 P+t +a
(1,1,0,0)+(0,1,1,0)+ (1,0,1,0)+ (0,1,0,1)
+(1,0,1,1)+ (1,0,0,1)+ (0,0,1,0) =
0,1,0,1) = a’ = a® + 1.

10.3 apibrézimas. Primityviojo kiino GF(q) elemento minimalusis
polinomas vadinamas primityviuoju polinomu.

Primityvieji polinomai yra svarbus, nes ju Saknu laipsniais reiskiami
baigtinio kuno elementai. Taciau siu polinomu paieska néra paprasta ir ja
aptarsime véliau.

3. Trecias baigtinio kuno G F(q) elementy reiskimo budas — matricos.

Naudojamasi tiesinés algebros teiginiu apie tai, kad bet kurio poli-
nomo f(z) = ag+arz+...+an_12" "1+ 2" (a a; — kino K elementai)
lydinéioji matrica

0 —Q

1 — Q1
A= 0 %]

0 0 e 1 —Qp_1

yra polinomo f(z) saknis: f(A) = agl + 1A+ ... +a,_1 A"~ 4 A" = 0.

Taigi turédami n-ojo laipsnio neredukuojama polinoma f(#) virs kuno
GG F(q), kurio lydin¢ioji matrica yra A, kuno GF(¢q") elementus galime
vaizduoti matricomis

ﬁOI—i—ﬁlA—i—"'—i—ﬁn—lAn_la 60aﬁ1aa6nEGF(q)

Svarbiausia, kad kuno elementu aritmetika galima suvesti 1 matricu

aritmetika, nepriklausomainuo to, ar neredukuojamas f(z) yra primityvu-
sis, ar ne.



10.4 pavyzdys. Polinomas f(x) = 22 4+ 1 yra neredukuojamas vird
G F(3) (nes neturi virs§ GF(3) Saknu). Sio polinomo lydinéioji matrica yra

A:(? g)

0 0 10 2 0
== )= 1) =0 5)
0 2 12 2 2
a= (] 5) arr=(1 ) ava=(73),
0 1 11 2 1
2a= (4 o) easr=(y 1) 2asar= 2)}

Operacijas iliustruosime pavyzdziu:

(2A+21)(A+21):(§ ;)(f ;):@ 2)22[.

10.5 pavyzdys. Neredukuojamas vir§ GF(3) polinomas f(z) = 2%+
22 + 2 yra primityvusis polinomas, nes, kai a® +2a+2 = 0 (¢ia a yra f(z)
gaknis),
a>=—-2a—2=a+1+#1,
a*=a’+2a+1=3a+2=2#1,
a®=4=1,
ordgr(ey (a) = |GF(9)7|.

Primityviojo polinomo f(z) lydinéioji matrica yra

Tada



Operacijas iliustruosime pavyzdziu:
7 4 3 _ 2 1 2 0
(€7 + 204 (C +c)_((1 AEEICE:
1 2 0 1
((2 0)+<1 1))
0 1 10 0 1
_<1 1)'(0 1)‘(1 1)_0'
Pastaba. Nors kuno elementus i8reiskus matricomis operacijas at-

likti paprasta, kai deg f(z) yra didelis, tenka naudoti didelio matavimo
matricas.



