12. BAIGTINIAI KUNAI

Ankstesniuose skyreliuose jau nagrinéjome baigtiniu kunu pavyzdzius:
likiniu klasiy pirminio skaic¢iaus p moduliu kuna, Z/(p) = GF(p) — svar-
biausias 1§ ju. Dabar apibendrinsime musu Zinias apie baigtiniu kunu
struktira, aptarsime polinomu su koeficientais 1§ §iu kunu savybes. Ypac
mus domins baigtinio kuno elementu minimaliuju polinomu paieska, taip
pat polinomu virs baigtiniu kunu faktorizacijos klausimai.

Pradzioje pastebésime, kad bet kurio baigtinio kuno K charakteristika
yra pirminis skai¢ius p, ir todél 1 baigtini kuna K galima ziureti kaip 1
pirminio kuno G'F(p) baigtini plétini.

9.1 teiginys. Tegu baigtinis kiinas K yra baigtinio kiino F' plétinys
ir[K:F]=d. Tada |K| = |F|*

Irodymas. Tegu {ai,...,aq} yra vektorinés erdvés K vir§ F bazeé.
Tada

K={aja1 +...+agaq | aq,...,a4 € F'} ir

K|=|F.

A

9.2 i§vada. Tegu K baigtinis kunas, kurio char K = p. Tada kiine
K yra p" elementy; ¢ia n = [K : GF(p)].

I baigtinio kuno elementus galima ziuréti ir kaip 1 polinomo Saknis.

9.3 teiginys. Tegu |(K,—|—, )| = q. Tada:

1) visi kuno K elementai yra polinomo f,(x) = 29 — x Saknys;

2) kunas K yra polinomo f,(x) skaidinio kunas.

Irodymas. 1) Aigku, kad f(0) = 02 —0 = 0. Be to, (K*,) =
(K —{0},-) — yra multiplikaciné grupé, kurios eilé lygi ¢ — 1, ir pagal
5.19 Lagranio teorema, kai a € K*, tai a?~' = 1 ir a9 = a.
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2) Polinomas f,(x) gali turéti daugiausiai ¢ saknu kune K. Bet mes
jas visas jau zinome — tal kuino K elementai:

fol@) =(z—a)(z—as)... (2 —aq);

éla ay,ds, . .., aq — visi kiino K elementai.
Taigi K yra polinomo f,(«) skaidinio kunas.

A

9.4 teiginys. 1. Visiems pirminiams skai¢iams p ir visiems natura-
liesiems skaic¢iams n egzistuoja kunas, turintis p” elementuy.

2. Visi baigtiniai kunai, turintys ¢ = p" elementu, yra izomorfiski
polinomo fy(x) = 29 — » skaidinio kunui.

Irodymas. Tegu K yra polinomo f,(z) = 27 — 2z € G'F(p)[«] skaidinio
kuanas, o aibé A C K —polinomo f,(z) sakny aibé. Aibéje A yra ¢ elementu,
nes polinomas fy(x) neturi kartotiniu saknu: f;(z) = qr?t —1=-1#0
ir (fq(x), fé(x)) = 1. Aibé A yra kunas, nes:

a) 0,1€A:0¢=0, 1= 1

b) kai b € A, b # 0, tai ir —b € A, nes (=b)? = —b, ir b= € A, nes
(571)7 = (b9)~ = b,

c) kaia,be A, b#0, tai

atbeA:(axb)?!=a?+b?=a=+b;
a-bteAi(a-b ) =a? ) P =a- b7t

Polinomas f,(x) taip pat skaidosi tiesiniu daugikliy sandauga virs
kano A, t.y. A —polinomo f, () skaidinio kinas ir A = K. Taigi |K| = g.

A

Visi baigtiniai kunai, turintys ¢ = p” ( p — pirminis) elementu, izomor-

fiski vieni kitiems (visi jie izomorfiski polinomo fq(z) = 29 — # skaidinio
kunui) ir todél galima kalbéti apie kuno i§ ¢ elementy vienatinuma. Vi-
sus §luos kunus zZymésime vienodai — GF(g). Tiesa, lieka atviras kuno
elementu reiskimo klausimas. Bet apie tai veliau. Nagrinéjant kuno struk-
tura svarbu issiaiskinti, kokiu kunu plétinys yra nagrinéjamas kunas. Baig-
tiniams kunams 1 §1 klausima galima atsakyti tiksliai.
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9.5 teiginys. Tegu K yra baigtinis kunas, turintis ¢ = p" (p —
pirminis) elementy.

1. Kai F yra kiino K pokunis, tai |F| = p?; ¢ia d yra n daliklis.

2. Kiekvienam skaic¢iaus n dalikliui d egzistuoja vienintelis kuno K
poktnis F, turintis p® elementuy.

Irodymas. 1. Aisku, kad K D F D GF(p) ir |F| = p% ¢iad = [F :
GF(p)]. Bet n=[K : GF(p)| = [K : F][F : GF(p)] = [K : F]-d, todél d
yra n daliklis.

2. Tegu d yra n daliklis. Tada p? — 1 yra p” — 1 daliklis ir R |
yra 2" =1 — 1 daliklis, t. y. Jpr () dalijasi is fya(x) ir kiekviena polinomo
fpa () Saknis yra ir polinomo f,~ () Saknis. Kunas K yra polinomo f,~ (z)
skaidinio kunas ir todél jame bus polinomo f,i(x) skaidymo kunas F,
kuriame p? elementy. Bet kino F elementai — tai polinomo Jpa(x) Saknys,
o ju yra p?, t.y. kiek elementu kune F'. Taigi dvieju skirtingu polinomo
Jpa(x) skaidinio kunu kune K negali buti.

A

9.6 pavyzdys. Kuno GF (224) pokuniy diagrama atitinka skaiciaus
n = 24 dalikliu diagrama:

/GF(Q\M) 24

Gra > ore) /12< g

GF(2%) GF(2Y) Y4
e N are v

™ e AW

Svarbi baigtiniuy kunu savybé yra ir ta, kad baigtinio kuno (K, +, )
multiplikaciné grupée K* = (K — {0}, ) yra cikliné. Sia grupe generuo-
jantys elementai vadinami primityviaisiais kuno K elementais (palyginkite
su jau nagrinétos grupes U, generuojanciais elementais, kurie taip pat
vadinami primityviaisiais).

Pastebésime, kad multiplikaciné kuno GF(p) grupé GF(p)* yra lygi
U, (2r. 6.7 pastaba ). Taciau net ir §iuo atveju néra formulés primityviajam
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elementui rasti. Tiesa, yra zinoma, jeigu pirminis skaicius p = 4¢ + 1, ¢ia
g — taip pat pirminis skaicius, tai 2 yra primityvusis elementas grupéje
U, = GF(p)*, t. y. 2 — primityvusis kiino GF(4¢ + 1), ¢ — pirminis,
elementas. Tokiu kuny pavyzdziai yra GF(5), GF(13), GF(17), GF(29)
ir t.t.

6.19 algoritmas, pagal kuri randamos primityviosios Saknys mod p,
visikai tinka ir kino G F'(¢q) primityviesiems elementams ieskoti. Paciame
algoritme reikétu tik pirmini skaiciu p pakeisti skai¢iumi ¢. Pabandykime
isitikinti tuo, kad pagal algoritma galimarasti elementa a € G'F(q)*, kurio
eilé ordgp(g)-(a) = ¢ — 1.

1. Tegur =g—1=pi*ps? ... plr yra kanoninis skaiciaus r skaidinys.

2. Tegu a; € GF(q)* toks elementas, kad af* # 1, 1 < i < m. Toks
elementas su visais ¢ atsiras, nes polinomas 2 — 1 turi kine ne daugiau
kaip le < r saknu.

r
Ty

3. Elemento b; = a; eilé lygi p'*, nes

p:‘z_ o7 P .
b = lar: =a =1, bet

1

ni=1 -\t -
bf’ = (a”zl) ' =ari £1.

4. Elementas a = b1bs . ..b,, yra primityvusis kino G F(q) elementas.
Tai, kad a” = a?~! =1, zinoma. Bet

B pF pEr pripi TR -
are = byt bbb by = bk AT i m.

Primityviuju elementy kiekis baigtiniame kune GF(q) yra ¢(q — 1);
¢ia ¢ — Qilerio funkcija.

Idomi primityviojo elemento egzistavimo baigtiniame kune i8vada yra
tokia:

9.7 teiginys. Tegu GF'(q) yra baigtinis kunas. Su visals naturaliai-
siais n egzistuoja neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas virs GF (q).

Irodymas. Kuanas GF(¢") yra toks kuno GF(q) plétinys, kad
[GF(q”) : GF(q)] = n. Jeigu a yra primityvusis kuno GF(¢") elementas,
tai (GF(q))(a) = GF(¢") ir minimalusis elemento a polinomas m(z) bus
tas ieSkomasis neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas virs GF(q).

A



