
12. BAIGTINIAI K�UNAI

Ankstesniuose skyreliuose jau nagrin_ejome baigtiniù k�unù pavyzd�zius:
likiniù klasiù pirminio skai�ciaus p moduliu k�unà, Z

�
(p) = GF (p) { svar-

biausias i�s jù. Dabar apibendrinsime m�usù �zinias apie baigtiniù k�unù
strukt�urà, aptarsime polinomù su koe�cientais i�s �siù k�unù savybes. Ypa�c
mus domins baigtinio k�uno elementù minimaliùjù polinomù paie�ska, taip
pat polinomù vir�s baigtiniù k�unù faktorizacijos klausimai.

Prad�zioje pasteb_esime, kad bet kurio baigtinio k�unoK charakteristika
yra pirminis skai�cius p, ir tod_el ì baigtinì k�unà K galima �zi�ur_eti kaip ì
pirminio k�uno GF (p) baigtinì pl_etinì.

9.1 teiginys. Tegu baigtinis k�unas K yra baigtinio k�uno F pl_etinys
ir [K : F ] = d. Tada jKj = jF jd.

Ìrodymas. Tegu fa1; : : : ; adg yra vektorin_es erdv_es K vir�s F baz_e.
Tada

K = f�1a1 + : : :+ �dad j �1; : : : ; �d 2 Fg ir

jKj = jF jd:
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9.2 i�svada. Tegu K baigtinis k�unas, kurio char K = p. Tada k�une
K yra pn elementù; �cia n = [K : GF (p)].

Ì baigtinio k�uno elementus galima �zi�ur_eti ir kaip ì polinomo �saknis.

9.3 teiginys. Tegu
��(K;+; �)�� = q. Tada:

1) visi k�uno K elementai yra polinomo fq(x) = xq � x �saknys;

2) k�unas K yra polinomo fq(x) skaidinio k�unas.

Ìrodymas. 1) Ai�sku, kad f(0) = 0q � 0 = 0. Be to, (K�; �) =
(K � f0g; �) { yra multiplikacin_e grup_e, kurios eil_e lygi q � 1, ir pagal
5.19 Lagran�zo teoremà, kai a 2 K�, tai aq�1 = 1 ir aq = a.
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2) Polinomas fq(x) gali tur_eti daugiausiai q �saknù k�une K. Bet mes
jas visas jau �zinome { tai k�uno K elementai:

fq(x) = (x� a1)(x� a2) : : : (x� aq);

�cia a1; a2; : : : ; aq { visi k�uno K elementai.

Taigi K yra polinomo fq(x) skaidinio k�unas.
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9.4 teiginys. 1. Visiems pirminiams skai�ciams p ir visiems nat�ura-
liesiems skai�ciams n egzistuoja k�unas, turintis pn elementù.

2. Visi baigtiniai k�unai, turintys q = pn elementù, yra izomor��ski
polinomo fq(x) = xq � x skaidinio k�unui.

Ìrodymas. Tegu K yra polinomo fq(x) = xq �x 2 GF (p)[x] skaidinio
k�unas, o aib_eA � K { polinomo fq(x) �saknù aib_e. Aib_eje A yra q elementù,
nes polinomas fq(x) neturi kartotiniù �saknù: f 0q(x) = qxq�1 � 1 = �1 6= 0

ir
�
fq(x); f 0q(x)

�
= 1. Aib_e A yra k�unas, nes:

a) 0; 1 2 A : 0q = 0, 1q = 1;

b) kai b 2 A, b 6= 0, tai ir �b 2 A, nes (�b)q = �b, ir b�1 2 A, nes
(b�1)q = (bq)�1 = b�1;

c) kai a; b 2 A, b 6= 0, tai

a� b 2 A : (a� b)q = aq � bq = a� b;

a � b�1 2 A : (a � b�1)q = aq � (bq)�1 = a � b�1:

Polinomas fq(x) taip pat skaidosi tiesiniù daugikliù sandauga vir�s
k�uno A, t. y. A { polinomo fq(x) skaidinio k�unas ir A = K. Taigi jKj = q.
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Visi baigtiniai k�unai, turintys q = pn ( p { pirminis) elementù, izomor-
��ski vieni kitiems (visi jie izomor��ski polinomo fq(x) = xq � x skaidinio
k�unui) ir tod_el galima kalb_eti apie k�uno i�s q elementù vienatinumà. Vi-
sus �siuos k�unus �zym_esime vienodai { GF (q). Tiesa, lieka atviras k�uno
elementù rei�skimo klausimas. Bet apie tai v_eliau. Nagrin_ejant k�uno struk-
t�urà svarbu i�ssiai�skinti, kokiù k�unù pl_etinys yra nagrin_ejamas k�unas. Baig-
tiniams k�unams ì �sì klausimà galima atsakyti tiksliai.
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9.5 teiginys. Tegu K yra baigtinis k�unas, turintis q = pn (p {
pirminis) elementù.

1. Kai F yra k�uno K pok�unis, tai jF j = pd; �cia d yra n daliklis.
2. Kiekvienam skai�ciaus n dalikliui d egzistuoja vienintelis k�uno K

pok�unis F , turintis pd elementù.

Ìrodymas. 1. Ai�sku, kad K � F � GF (p) ir jF j = pd; �cia d =
�
F :

GF (p)
�
. Bet n =

�
K : GF (p)

�
= [K : F ]

�
F : GF (p)

�
= [K : F ] � d, tod_el d

yra n daliklis.

2. Tegu d yra n daliklis. Tada pd � 1 yra pn � 1 daliklis ir xp
d
�1 � 1

yra xp
n
�1 � 1 daliklis, t. y. fpn(x) dalijasi i�s fpd (x) ir kiekviena polinomo

fpd (x) �saknis yra ir polinomo fpn (x) �saknis. K�unas K yra polinomo fpn (x)
skaidinio k�unas ir tod_el jame bus polinomo fpd(x) skaidymo k�unas F ,
kuriame pd elementù. Bet k�uno F elementai { tai polinomo fpd (x) �saknys,
o jù yra pd, t.y. kiek elementù k�une F . Taigi dviejù skirtingù polinomo
fpd (x) skaidinio k�unù k�une K negali b�uti.
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9.6 pavyzdys. K�uno GF
�
224

�
pok�uniù diagrama atitinka skai�ciaus

n = 24 dalikliù diagramà:
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Svarbi baigtiniù k�unù savyb_e yra ir ta, kad baigtinio k�uno (K;+; �)
multiplikacin_e grup_e K� =

�
K � f0g; �

�
yra ciklin_e. �Sià grupè generuo-

jantys elementai vadinami primityviaisiais k�uno K elementais (palyginkite
su jau nagrin_etos grup_es Un generuojan�ciais elementais, kurie taip pat
vadinami primityviaisiais).

Pasteb_esime, kad multiplikacin_e k�uno GF (p) grup_e GF (p)� yra lygi
Up (�zr. 6.7 pastabà ). Ta�ciau net ir �siuo atveju n_era formul_es primityviajam
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elementui rasti. Tiesa, yra �zinoma, jeigu pirminis skai�cius p = 4q + 1, �cia
q { taip pat pirminis skai�cius, tai 2 yra primityvusis elementas grup_eje
Up = GF (p)�, t. y. 2 { primityvusis k�uno GF (4q + 1), q { pirminis,
elementas. Tokiù k�unù pavyzd�ziai yra GF (5), GF (13), GF (17), GF (29)
ir t.t.

6.19 algoritmas, pagal kurì randamos primityviosios �saknys mod p,
visi�skai tinka ir k�uno GF (q) primityviesiems elementams ie�skoti. Pa�ciame
algoritme reik_etù tik pirminì skai�ciù p pakeisti skai�ciumi q. Pabandykime
ìsitikinti tuo, kad pagal algoritmà galima rasti elementà a 2 GF (q)�, kurio
eil_e ordGF (q)� (a) = q � 1.

1. Tegu r = q�1 = pn1

1 pn2

2 : : : pnmm yra kanoninis skai�ciaus r skaidinys.

2. Tegu ai 2 GF (q)� toks elementas, kad a
r
pi

i 6= 1, 1 6 i 6 m. Toks

elementas su visais i atsiras, nes polinomas x
r
pi � 1 turi k�une ne daugiau

kaip r
pi
< r �saknù.

3. Elemento bi = a

r

p
ni
i

i eil_e lygi pnii , nes

b
p
ni
i

i =
�
a

r

p
ni
i

�pnii
= ar = 1; bet

b
p
ni�1

i

i =
�
a

r

p
ni
i

�pni�1

i

= a
r
pi 6= 1:

4. Elementas a = b1b2 : : : bm yra primityvusis k�uno GF (q) elementas.
Tai, kad ar = aq�1 = 1, �zinoma. Bet

a
r
pi = b

r
pi

1 : : : b
r
pi

i�1b
r
pi

i b
r
pi

i+1 : : : b
r
pi
m = b

r
pi 6= 1; 1 6 i 6 m:

Primityviùjù elementù kiekis baigtiniame k�une GF (q) yra '(q � 1);
�cia ' { Oilerio funkcija.

Ìdomi primityviojo elemento egzistavimo baigtiniame k�une i�svada yra
tokia:

9.7 teiginys. Tegu GF (q) yra baigtinis k�unas. Su visais nat�uraliai-
siais n egzistuoja neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas vir�s GF (q).

Ìrodymas. K�unas GF (qn) yra toks k�uno GF (q) pl_etinys, kad�
GF (qn) : GF (q)

�
= n. Jeigu a yra primityvusis k�uno GF (qn) elementas,

tai
�
GF (q)

�
(a) = GF (qn) ir minimalusis elemento a polinomas m(x) bus

tas ie�skomasis neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas vir�s GF (q).
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