11. MINIMALAUS POLINOMO RADIMAS. POLINOMO SKAIDINIO KUNAS

Norint rasti elemento b € F(a) i§ 8.12 teiginio minimaly polinoma virs
F, galima nagrinéti lygti:

B 4 B 1"+ Brb+ By = 0.

Elementas b yra tiesiné sistemos 1, a,a?,...,a”~! kombinacija. Irase sia
kombinacija 1 nagrinéjamaja lygti, sutrauke panaSius narius ir, pagaliau,
pasinaudoje tuo, kad sistema 1,a,a?, ..., a?" " tiesigkai nepriklausoma,
gautus koeficientus prie Sios sistemos nariu prilygine nuliui, gausime homo-
genine tiesine n lygéiu su n+ 1 nezinomuju Sy, 51, - - ., By sistema, turincia
nenulinj sprendini.

8.14 pavyzdys. Tegu K = GF(2), o m(z) = 23 + 22 + 1 — nere-
dukuojamas polinomas virs GF(2). Tada
GF(Q)[l‘]/(x?, PRI {ao + ara + asa® | ag, a1, a2 € GF(2),
A +a’+1= 0}.
Rasime algebrinio elemento b = @ 4+ 1 minimaluyji polinoma. Nagrinéjame

lygti
63b3+ﬁ2b2+ﬁ1b+60:0a aﬁSaﬁZaﬁlaﬁOEGF(Q)a

Bala+1)° + By(a+ 1)+ By (a+1) + B, = 0.
Atsizvelge i tai, kad a® = a? 4 1, gausime
Baa+ Ba(a® + 1)+ By (a+ 1)+ By -1 =0,
Ba0® + (B34 B1)a+ (B + 81 + o) - 1 =0,
By =0,
Bs+ 31 =0,
Bo+B1+08,=0.



Issprende lygéiu sistema virs GF'(2), gausime 3, = 0, 3, = 5; = f5.
Taigi minimalusis elemento b = a + 1 polinomas virs GF(2) yra 3+ + 1.

8.15 pavyzdys. Tegu K = GF(3), 0o m(z) = 2? 4+ x + 2 neredukuo-
jamas polinomas vir§ GF'(3). Tada
GF(3)[x]/(xz Yr42) {[0],[1],[2],a,a+ 1,a + 2,2a,2a+ 1,2a + 2}
=GF(3)(a).

Elemento a minimalusis polinomas virs GF(3) yra 2% + 2 +2. Rasime
elemento b = 2a + 2 minimalyji polinoma.

Bob” + 81+ By =0, B4,81,8, € GF(3),
Bo(2a+2)* 4+ B,(2a +2)+ 8, =0, a*=2a+1,
Bala+2)+ B1(2a+2) + By =0,
(62 + 261)0 + 262 + 261 +60 =0,

By +28, =0,
285+ 28+ By =0,

Bya=0,=28, ir,kai By=2 3, =0,=1

Gavome, kad elemento b = 2a + 2 minimalusis polinomas irgi m(x) =
2 + x4+ 2 ir todél

GF(3)[1‘]/(1,2 tr+2) = GF(3)(2a+ 2).

Be to, naujame kune GF(3)(2a + 2) neredukuojamo vir§ G F(3) poli-
nomo m(z) = r? + r + 2 kanoninis skaidinys ziede GF(3)(a)[z] yra

x2+x+2:(x—a)(x—(2a—|—2)):(x—l—?a)(x—l—a—l—l).

8.16 teiginys. Tegu f(z) € K[x] yra neredukuojamas virs kino K
polinomas, o a ir b — $io polinomo saknys kuriame nors kuno K plétinyje.
Tada paprastieji plétiniai K (a) ir K (b) yra izomorfiski:

iz: K(a) = K(b), iz(a)=0, iz(a)=0a,a€ K;

¢ia 1z — kunu izomorfizmas.



8.17 apibrézimas. Tegu f(x) € K|[z], K — kunas. Polinomo f(x)
skaidinio kunu vadinamas kuno K plétinys L, issiskiriantis savybemis:

D fle)=blr —a)(x—az)...(x —ay) virs L,

2) L yra maziausias kuno K plétinys, kuriame visos polinomo f(x)
Saknys ayi,as, ..., a, yra kuno L elemental.

Taip apibréztas polinomo f skaidinio kunas L Zymimas K(ai,aa,
ceeyGp).

Tegu K — kunas. Kiekvienam f(z) € K[x] egzistuoja sio polinomo
skaidinio kunas.

8.18 teiginys. Du polinomo f(x) skaidinio kunai Ly ir Ls yra
izomorfiski.

Trodymas. Tegu a ir b yra neredukuojamo polinomo p(z) € K [x]
Saknys. Tada homomorfizmai

u: K[z] > K (a)
v: K[z] = K(b)

indukuoja izomorfizmus

@ K ] /(o)) — K (a)
v K [2]/(p(x)) = K(b).

Tada iz = v - 4~ ! yra ieskomasis izomorfizmas.

Pagrindineé 8.18 teiginio iSvada yra ta, kad paprastasis algebrinis pléti-
nys K (u) yra apibréztas vienareik§miskai izomorfizmo tikslumu. Apie “§
plétini dar sako, kad jis gaunamas prijungiant prie kuno K neredukuo-
jamo polinomo p € K [z] sakni. Nereikia galvoti, kad ,prijungus viena
neredukuojamo polinomo Sakni, prijungsim ir likusias, t.y. paparastieji
plétiniai K (u) ir K (v) i§ 8.1 teiginio ne visada sutampa. Pavyzdziu
galétu biti neredukuojamas virs Q polinomas z* —2 . Aigku, kad plétinyje
Q (\‘75) /Q , Gia v/2— aritmetiné ketvirto laipsnio saknis i 2, néra komple-
ksiniu polinomo z*—2 saknu +iv/2, t.y. Q (\75) +#Q (i {4/5) , nors sie kunai
ir yra izomorfigki.

8.19 teoremaTegu polinomo f € K [z] laipsnis yra n > 0. Tada
egzistuoja polinomo f skaidymo kunas I virs K ir [F : K] < nl.
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Irodymas. Indukcija pagal n. Jeigu n = 1, tai pats kunas K yra
polinomo f skaidymo kunas virs K. Tegu teorema yra teisinga su visais
kunais L D K ir su bet kokiu polinomu g € L[], kurio laipsnis yra
mazesnis uz n. Tegu dabar p € K [2] yra polinomo f neredukuojamas
daliklis ir r; yra polinomo p Saknis. Tada f kaip polinomas i§ K (r1) [#]
turi Saknj kune K (r)ir f = (z —r1)gsu g € K (r1)[z] ir degg = n —
1. Tada pagal indukcijos prielaida egzistuoja toks polinomo g skaidymo
kunas F/K (r1) virs K (r1), kad [F : K (r1)] < (n —1)l. Tada nesunku
patikrinti( ir tai paliekame padaryti skaitytojams), kad F' yra polinomo f
skaidymo kunas. Beto, pagal teiginius 8.7 ir 8.12 turime, kad [F : K] =
[F:K(r)][K(m): K] <(n—1)n=nl

Irodyta.

Pastebésime, kad K (r1,...,7,) = K (r1) (r2) - - - (rn) ir todél pagal 8.7
18vada polinomo f skaidymo kunas yra vienintélis izomorfizmo atzvilgiu.

Pavyzdys. Rasime polinomo z*44 skaidinio kiina virs Q. Pastebésime,
kad &is polinomas néra nereduokuojamas, nes

f(x):(x4—|—4):(x2—2x—|—2) (x2—|—2x—|—2)

Sandaugoje esantys polinomai pagal Eizensteino kriteriju( kai p = 2 )
nredukuojami. Turime: 22 —2x+2 = (r — 1 — i) (z — 1 +4) ir 2?4+ 2242 =
(x4+1—14)(x+1414) ir todél polinomo f(x) Saknys yra +1 + i. Tada
polinomo f (#) skaidinio kunas yra Q (i) ir [Q (i) : Q] = 2.

Turime, kad Ly = K(aj,aa,...,an), 0 La = K(by,ba,...,b,); Gla
bi = as(), o — aibés {1,2,... n} keitinys, t.y. ir {ai,as,...,an}, ir
{b1,ba,...,b,} yra ta pati polinomo f(x) saknu aibé, skiriasi, galbut, tik
tu Saknu uzraSymo tvarka.



