
11. MINIMALAUS POLINOMO RADIMAS. POLINOMO SKAIDINIO K�UNAS

Norint rasti elemento b 2 F (a) i�s 8.12 teiginio minimalù polinomà vir�s
F , galima nagrin_eti lygtì:

�nb
n + �n�1b

n�1 + : : :+ �1b+ �0 = 0:

Elementas b yra tiesin_e sistemos 1; a; a2; : : : ; an�1 kombinacija. Ìra�sè �sià
kombinacijà ì nagrin_ejamàjà lygtì, sutraukè pana�sius narius ir, pagaliau,
pasinaudojè tuo, kad sistema 1; a; a2; : : : ; an�1 tiesi�skai nepriklausoma,
gautus koe�cientus prie �sios sistemos nariù prilyginè nuliui, gausime homo-
geninè tiesinè n lyg�ciù su n+1 ne�zinomùjù �0; �1; : : : ; �n sistemà, turin�cià
nenulinì sprendinì.

8.14 pavyzdys. Tegu K = GF (2), o m(x) = x3 + x2 + 1 { nere-
dukuojamas polinomas vir�s GF (2). Tada

GF (2)[x]
�
(x3 + x2 + 1) =

�
�0 + �1a + �2a

2 j �0; �1; �2 2 GF (2);

a3 + a2 + 1 = 0
	
:

Rasime algebrinio elemento b = a + 1 minimalùjì polinomà. Nagrin_ejame
lygtì

�3b
3 + �2b

2 + �1b+ �0 = 0; ; �3; �2; �1; �0 2 GF (2);

�3(a+ 1)3 + �2(a + 1)2 + �1(a+ 1) + �0 = 0:

Atsi�zvelgè ì tai, kad a3 = a2 + 1, gausime

�3a + �2(a
2 + 1) + �1(a+ 1) + �0 � 1 = 0;

�2a
2 + (�3 + �1)a+ (�2 + �1 + �0) � 1 = 0;

�2 = 0;

�3 + �1 = 0;

�2 + �1 + �0 = 0:
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I�ssprendè lyg�ciù sistemà vir�s GF (2), gausime �2 = 0, �0 = �1 = �3.
Taigi minimalusis elemento b = a+1 polinomas vir�s GF (2) yra x3+x+1.

8.15 pavyzdys. Tegu K = GF (3), o m(x) = x2 + x+ 2 neredukuo-
jamas polinomas vir�s GF (3). Tada

GF (3)[x]
�
(x2 + x+ 2) =

�
[0]; [1]; [2]; a; a+ 1; a+ 2; 2a; 2a+ 1; 2a+ 2

	

= GF (3)(a):

Elemento a minimalusis polinomas vir�s GF (3) yra x2+x+2. Rasime
elemento b = 2a+ 2 minimalùjì polinomà.

�2b
2 + �1b + �0 = 0; �2; �1; �0 2 GF (3);

�2(2a+ 2)2 + �1(2a+ 2) + �0 = 0; a2 = 2a+ 1;

�2(a+ 2) + �1(2a+ 2) + �0 = 0;

(�2 + 2�1)a+ 2�2 + 2�1 + �0 = 0;

�2 + 2�1 = 0;

2�2 + 2�1 + �0 = 0;

�2 = �1 = 2�0 ir, kai �0 = 2; �1 = �2 = 1:

Gavome, kad elemento b = 2a+2 minimalusis polinomas irgi m(x) =
x2 + x+ 2 ir tod_el

GF (3)[x]
�
(x2 + x+ 2) = GF (3)(2a+ 2):

Be to, naujame k�une GF (3)(2a+ 2) neredukuojamo vir�s GF (3) poli-
nomo m(x) = x2 + x+ 2 kanoninis skaidinys �ziede GF (3)(a)[x] yra

x2 + x+ 2 = (x� a)
�
x� (2a + 2)

�
= (x+ 2a)(x+ a + 1):

8.16 teiginys. Tegu f(x) 2 K[x] yra neredukuojamas vir�s k�uno K
polinomas, o a ir b { �sio polinomo �saknys kuriame nors k�uno K pl_etinyje.
Tada paprastieji pl_etiniai K(a) ir K(b) yra izomor��ski:

iz : K(a)! K(b); iz(a) = b; iz(�) = �; � 2 K;

�cia iz { k�unù izomor�zmas.
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8.17 apibr_e�zimas. Tegu f(x) 2 K[x], K { k�unas. Polinomo f(x)
skaidinio k�unu vadinamas k�uno K pl_etinys L, i�ssiskiriantis savyb_emis:

1) f(x) = b(x� a1)(x� a2) : : : (x� an) vir�s L,
2) L yra ma�ziausias k�uno K pl_etinys, kuriame visos polinomo f(x)

�saknys a1; a2; : : : ; an yra k�uno L elementai.
Taip apibr_e�ztas polinomo f skaidinio k�unas L �zymimas K(a1; a2;

: : : ; an).

Tegu K { k�unas. Kiekvienam f(x) 2 K[x] egzistuoja �sio polinomo
skaidinio k�unas.

8.18 teiginys. Du polinomo f(x) skaidinio k�unai L1 ir L2 yra
izomor��ski.

Ìrodymas. Tegu a ir b yra neredukuojamo polinomo p(x) 2 K [x]
�saknys. Tada homomor�zmai

u : K [x]! K (a)

ir

v : K [x]! K(b)

indukuoja izomor�zmus

�u : K [x]=(p(x))! K (a)

ir

�v : K [x]=(p(x))! K(b):

Tada iz = �v � �u�1 yra ie�skomasis izomor�zmas.
Pagrindin_e 8.18 teiginio i�svada yra ta, kad paprastasis algebrinis pl_eti-

nys K (u) yra apibr_e�ztas vienareik�smi�skai izomor�zmo tikslumu. Apie ��sì
pl_etinì dar sako, kad jis gaunamas prijungiant prie k�uno K neredukuo-
jamo polinomo p 2 K [x] �saknì. Nereikia galvoti, kad ,prijungus vienà
neredukuojamo polinomo �saknì, prijungsim ir likusias, t.y. paparastieji
pl_etiniai K (u) ir K (v) i�s 8.1 teiginio ne visada sutampa. Pavyzd�ziu
gal_etù b�uti neredukuojamas vir�s Q polinomas x4�2 . Ai�sku, kad pl_etinyje
Q
�

4
p
2
�
=Q , �cia 4

p
2� aritmetin_e ketvirto laipsnio �saknis i�s 2; n_era komple-

ksiniù polinomox4�2 �saknù �i 4
p
2, t.y. Q

�
4
p
2
� 6= Q

�
i
4
p
2
�
; nors �sie k�unai

ir yra izomor��ski.
8.19 teoremaTegu polinomo f 2 K [x] laipsnis yra n > 0: Tada

egzistuoja polinomo f skaidymo k�unas F vir�s K ir [F : K] � n!:
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Ìrodymas. Indukcija pagal n: Jeigu n = 1; tai pats k�unas K yra
polinomo f skaidymo k�unas vir�s K: Tegu teorema yra teisinga su visais
k�unais L � K ir su bet kokiu polinomu g 2 L [x] ; kurio laipsnis yra
ma�zesnis u�z n: Tegu dabar p 2 K [x] yra polinomo f neredukuojamas
daliklis ir r1 yra polinomo p �saknis. Tada f kaip polinomas i�s K (r1) [x]
turi �saknì k�une K (r1) ir f = (x� r1) g su g 2 K (r1) [x] ir deg g = n �
1: Tada pagal indukcijos prielaidà egzistuoja toks polinomo g skaidymo
k�unas F=K (r1) vir�s K (r1) ; kad [F : K (r1)] � (n � 1)!: Tada nesunku
patikrinti( ir tai paliekame padaryti skaitytojams), kad F yra polinomo f
skaidymo k�unas. Beto, pagal teiginius 8.7 ir 8.12 turime, kad [F : K] =
[F : K (r1)] [K (r1) : K] � (n� 1)!n = n!:

Ìrodyta.
Pasteb_esime, kad K (r1; :::; rn) = K (r1) (r2) � � � (rn) ir tod_el pagal 8.7

i�svadà polinomo f skaidymo k�unas yra vienint_elis izomor�zmo at�zvilgiu.
Pavyzdys. Rasime polinomox4+4 skaidinio k�unà vir�sQ: Pasteb_esime,

kad �sis polinomas n_era nereduokuojamas, nes

f (x) =
�
x4 + 4

�
=
�
x2 � 2x+ 2

� �
x2 + 2x+ 2

�

Sandaugoje esantys polinomai pagal Eizen�steino kriterijù( kai p = 2 )
nredukuojami. Turime: x2�2x+2 = (x� 1� i) (x� 1 + i) ir x2+2x+2 =
(x+ 1� i) (x+ 1 + i) ir tod_el polinomo f (x) �saknys yra �1 � i: Tada
polinomo f (x) skaidinio k�unas yra Q (i) ir [Q (i) : Q] = 2:

Turime, kad L1 = K(a1; a2; : : : ; an), o L2 = K(b1; b2; : : : ; bn); �cia
bi = a�(i), � { aib_es f1; 2; : : : ; ng keitinys, t.y. ir fa1; a2; : : : ; ang, ir
fb1; b2; : : : ; bng yra ta pati polinomo f(x) �saknù aib_e, skiriasi, galb�ut, tik
tù �saknù u�zra�symo tvarka.
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