10. KUNU PLETINIAI

Polinomu ziedo K [z] faktorizacija neredukuojamo polinomo f(x) mo-
duliu teikia mums nauju kuny pavyzdziy (7r.7.29 pavyzdi). Be to, pradinis
kunas K sutapatinamas su naujojo kuno K[x]/(f(x)) pokuniu. Siuo atveju

sakoma, kad kunas K[x]/(f(x)) yra kuno K plétinys.

8.1 apibreézimas. Jeigu F' C K ir F', K yra kunai ty paciy operacijy
atzvilgiu, tai kunas F' vadinamas kuno K pokuniu, o kunas K vadinamas
kuno F' pléetiniu.

8.2 teiginys. Tegu F; yra kuno K pokuniai; ¢ia i € I . Tada [\ F;

rel
irgi yra kuno pokunis.

Irodyti paliekame skaitytojui.

8.3 apibrézimas. Visy kiino K pokuniy sankirta vadinama pirminiu
kunu kune K. Jj Zymésime P(K).

Pastebésime, kad pirminis kunas P(K) yra maziausias kuno K poku-
nis, kurio plétinys yra kunas K.

I8s1aiskinsime, kokie buna pirminiai kunai.

Tegu P(K) — pirminis kuinas kuine K. Kuno K elementas 1 priklauso
visiems kuano K pokuniams, todél 1 € P(K)ir {k-1| k € N} C P(K).

Galimi du atvejai:

1. Elemento 1 eilé ord g 1)1 = oco.

Kuno P(K) elementais yra 0 =0-1, (=k)-1 =k-(=1), k € N, ir todél
aibé {k-1 |k € Z} C P(K). Visi aibé&je {k -1 | k € Z} esantys elementai
yra skirtingi, nes vieneto eilé grupéje (K,+) — begaliné. Si grupe yra
izomorfiska sveikuju skaiciu grupei: izomorfizmas f : Z — {k-1 | k € Z}
apibréztas lygybe f(k) =k - 1.

Pirminiame kune P(K) taip pat yra elementai

n-1

(n~1)~(m~1)_1:m, m #£ 0.



Taigi kune P(K) yra aibé {:fl—ll |n€Z,meN (n-m)= 1}, kuri kiine
K apibréitu operaciju atzvilgiu yra kunas. Sis kanas yra izomorfiskas
racionaliuju skai¢iy kunui @ ir todél yra pirminis kunas kane K . Siuo
atveju P(K) yra izomorfiskas (algebriskai tapatus) Q.

2. Elemento 1 eilé ord(g 41 = p < oco.
Pastebésime, kad ord(k 4)(a) = p, kai @ € K — {0}. Tegu ordga = r.

pra=a+ta+...fa=a(l+14+...41)=a-0=0,
N——’ —_——
P P

taigi r < p. Priesingai,
r-azat+a+...+a=0=>r-a-a*
—————
r

—aa ' +aa T +.. Haat=r-1=0,

r

taigi p < rir p = r = ordg (a).
Skai¢ius p yra pirminis. Tegu, prieSingai, p=s-¢, 1 <s,t < p.

O=p-l=s-(t-1)=( 1)+ 1)+. ..+t 1),

5

taigi ordg (¢ - 1) < s < p — priestara.

Aibé {1-1,2-1,...,(p—1)-1,p-1 = 0} kune K esanciy operaciju
atzvilgiu yra kunas, izomorfiskas baigtiniam kunui GF(p). Bet P(K)
— maziausias kuino K pokunis, todél pats P(K) yra izomorfiskas kunui

GF(p).

8.4 apibrézimas. Tegu (K, +,-) yra kunas. Jei ord(g 1)1 = p < o0,
skaicius p yra vadinamas kuno K charakteristika, Zymima char K = p,
o kai ord(x 1)1 = oo, skaicius 0 yra vadinamas kuno K charakteristika,
zymima char K = 0.

8.5 i8vados. 1. Baigtinio kiino charakteristika yra pirminis skaic¢ius.
2. Tegu kuno K charakteristika char K = p — pirminis skai¢ius. Tada

n n

(a—i—b)pn:apn—l—bpn, (a—b)P =d —b",  su visaisa,b € K,n € IV.



Irodymas. 1. Akivaizdu.
2. Pasinaudokime Niutono binomo formule

(@+ 0" =a" +Choa? T+ CL T a BT b
Pt =) (" - k4 1)

ko n

Cpn = T2 & ez, 0<kLp .
Skaicius p yra pirminis, todél, kai 1 < k < p™ — 1, p i8 eilés einanciy
dauginamuju sandugoje 1-2-.. .-k nesidalija i§ p” . Samprotaujant pagal

indukcija , turésime

et =) (k1)
12k

e

eEZL

ko
Ck =

Taigi (a4 b)?" = a?" +b0".
Antroji formulé irodoma remiantis pirmaja:

n n

a = (a=b)+b)" =(a—bF" +0" = (a—bP =a" — b

Kuno F plétinys K turi savybes:

1) (K,+) yra komutatyvioji grupé;

2) visiems « € F ir visiems a € K sandauga o -a € K;
3) visiems «, 8 € I ir visiems a,b € K:

(a+p8)-a=a-a+f-a,
ala+b)=a-a+a-b,
(a-8)-a=a(f-a),

l-a=a.

Kinas K yra vektoriné erdvé virs kuno F. Jeigu Sios vektorinés erdvés
dimensija yra baigtinis skaicius, tai sakoma, kad K yra baigtinis F' plétinys
ir io plétinio laipsnis [K : F] = dimp K.

8.6 pavyzdys. Tegu K yra baigtinis kunas, kurio char K = p. Tada
K yra G'F(p) baigtinis plétinys ir kartu vektoriné erdvé virs GF(p). Tegu
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[K : GF(p)] = n. Tada K =~ (GF(p))n Taip pat matome, kad baigtinio
kuno K elementu skaicius yra lygus p”.

8.7 i8vada. Tegu L yra baigtinis kuno K plétinys, o K — baigtinis
kuno F pletinys. Tada L yra baigtinis F' pletinys ir

[L:F]=[L:K] [K:F]

8.8 apibrézimas. Tegu K yra kuno I’ plétinys, o a € K. Maziausias
kuno F pletinys, kuriam priklauso elementas a, vadinamas paprastuoju
kino F plétiniu ir Zymimas F'(a). Elementas a vadinamas generuojanciu
i pletinj elementu.

Jeigu elementas a € K tenkina lygtj apa”® + ap_1a” ' 4+ ... 4 aja +
ag =0, ap,an_1,...,a1,a9 € F, tai jis a vadinamas algebriniu kuno K
elementu.

Kuno F pletinys K vadinamas algebriniu plétiniu, jeigu visi kuno K
elementai yra algebriniai virs F' elementai.

8.9 pavyzdys. 1. C yra paprastasis algebrinis R plétinys: C = R(q).
Tegu a + ib € C, tada polinomo f(z) = 2? — 2ax + a® + b? € R[] viena i$
gaknu ir yra a +4b: f(a + ib) = 0.

2. Tegu I' = GE(Q) ir f(r) = #? + z + 1 yra neredukuojamas poli-
nomas virs§ GF(2). Zinome, kad GF(Q)[x]/(xz Fo4 1) Yra kino GF(2)

plétinys:
GF@)2)fp2 4 o 1) = {10100 [2], [2+ 1]} = GF(2)(a);

¢ia o = [z]. Taigi kalbame apie paprastaji plétini. Negana to,

fi(z) ==, fu([o]) = o],
foz) =z +1, L) = [0,
fle) =2 +x 41, fs([x) = [0],

([ +1]) = [0],

todél GF(2)(«) — paprastasis algebrinis GF'(2) plétinys.

8.10 apibrézimas. Tegu K yra kiino I’ plétinys, o a € K — algebrinis
elementas virs F. Aibé I = {g(z) € Flz]|g(a) = 0} yra ziedo F[x]
idealas. Polinomu Ziedas F[z] yra vyriausiuju idealy sritis, todél egzistuoja
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toks vienintelis unitarusis polinomas m(z) € F[z], kad I = (m(x)). Sis
polinomas m(x) vadinamas minimaliuoju elemento a € K polinomu virs
kiino F. Polinomo m(x) laipsnis deg m(z) vadinamas elemento a laipsniu
virs kuno F.

8.11 teiginys. Tegu K yra kuno F plétinys, o m(x) — minimalusis
elemento a € K polinomas virs F'. Tada:

1. Polinomas m(x) yra vienintelis unitarusis neredukuojamas polino-
mas virs I, kurio saknis yra a: m(a) = 0.

2. Polinomasm(x) yra vienintelis unitarusis maziausiojo laipsnio poli-
nomas vir§ F, kurio Saknis yra a: m(a) = 0.

3. Polinomas m(x) yra vienintelis unitarusis polinomas virs I, tenki-
nantis salyga: jeigu f(x) € Flx] ir f(a) =0, tai f(x) dalijasi is m(z).

Irodyti palieckame skaitytojui, pastebédami, kad visi teiginiai yra mi-
nimaliojo, kartu ir generuojanéio ideala I = {g(x € Flz] = 0}
polinomo apibrézimo isvados.

Minimaliuju algebriniu elementu polinomu paieska yra svarbus, bet ne
visada lengvas uzdavinys. Véliau nurodysime tu polinomu radimo budus,
o dabar pasitenkinsime bendrais samprotavimais ir pateiksime pavyzdi.

8.12 teiginys. Tegu K yra kino F plétinys, a € K — algebrinis n-ojo
laipsnio elementas virs F, kurio minimalusis polinomas yra m(x). Tada:

1. Paprastasis plétinys F(a) — izomorfiskas kunui F[x]/(m(x))

2. [F(a): Fl =n, o1l,a,...,a"" ! yra vektorinés erdvés F(a) bazé
virs F.

3. Kiekvienas kuno F(a) elementas b € F(a) yra algebrinis virs F, o
jo laipsnis yra n daliklis.

Irodymas. 1. Funkcija u : F[z] = F(a), aplbrezta lygybe u(f )
f(a), yra 7iedy homomorfizmas. Tada Keru = {g gla) = }
(m(z)) ir F[x]/(m(x)) yra izomorfiskas u(F[z]). Bet u(F[ ]) = F(a), nes:
viena vertus, a = u(z) € u(Flz]), F' C u(F[z]) ir todél F(a) C u(F[x]);
kita vertus, u(F[z]) = {f(a) | f(z) € Flz]} C F(a).

2. a) Sistema 1,a,...,a"~! yra generuojanti vektorine erdve F(a)
sistema.

Tegu b € F(a), t.y. b = f(a); ¢ia f(x) € F[x]. Pritaike polinomu
porai f(z) ir m(z) dalumo algoritma, gausime

flz) = q(x) m(x) + r(z), r(z) = a2’ 4+ ...+ ag, s<n
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b= f(a) =qlaym(a) +r(a) =r(a) = asa® + ...+ ag - 1.

n=1 yra tiesiskai nepriklausoma vektorinéje erd-

b) Sistema 1,a,...,a
véje F(a).

Tegu ag-1+ay-a+...+ap_1a"~ 1 =0, t.y. f(a) = 0; dia
fle)=ag+ e+ ...+ 12"t € Flz].

Bet nenulinio polinomo, kurio viena i§ §aknu yra a, minimalus laipsnis yra
n = deg m(z) ir todél f(z) =0, t.y.

aozalz...:an_lzo.

3. Tegu b € F(a). Vektorinés erdvés F(a) dimensija dimp F(a) =
[F(a) : F] = n, todél n + 1 elemento sistema 1,b,b% ... b" yra tiesiskai
priklausoma, t.y. atsiras tokie ne visi nuliniai elementai 5q, 81, B2, . .., Bn €
P, kad

Bo-1+01-b+...+53,0" =0,

t.y.
f(0)=0, kur f(z)=00+pe+.. . +pa"€Flx]

Taigi b yra algebrinis elementas ir F'(b) — baigtinis kuno F' plétinys. Be
to, F'(b) C F(a). Remiantis 8.7 igvada,

n=1[F(a): Fl=[F(a): F(b)]-[F(b): F].

Gavome, kad b laipsnis, kuris lygus [F(b) : F], yra n daliklis.



