
10. K�UNÙ PL _ETINIAI

Polinomù �ziedo K[x] faktorizacija neredukuojamo polinomo f(x) mo-
duliu teikia mums naujù k�unù pavyzd�ziù (�zr.7.29 pavyzdì). Be to, pradinis
k�unas K sutapatinamas su naujojo k�uno K[x]

�
(f(x)) pok�uniu.

�Siuo atveju

sakoma, kad k�unas K[x]
�
(f(x)) yra k�uno K pl_etinys.

8.1 apibr_e�zimas. Jeigu F � K ir F , K yra k�unai tù pa�ciù operacijù

at�zvilgiu, tai k�unas F vadinamas k�uno K pok�uniu, o k�unas K vadinamas

k�uno F pl_etiniu.

8.2 teiginys. Tegu Fi yra k�uno K pok�uniai; �cia i 2 I . Tada
T

i 2 I

Fi

irgi yra k�uno pok�unis.

Ìrodyti paliekame skaitytojui.

8.3 apibr_e�zimas. Visù k�uno K pok�uniù sankirta vadinama pirminiu

k�unu k�une K. Jì �zym_esime P (K).

Pasteb_esime, kad pirminis k�unas P (K) yra ma�ziausias k�uno K pok�u-
nis, kurio pl_etinys yra k�unas K.

I�ssiai�skinsime, kokie b�una pirminiai k�unai.
Tegu P (K) { pirminis k�unas k�une K. K�uno K elementas 1 priklauso

visiems k�uno K pok�uniams, tod_el 1 2 P (K) ir fk � 1 j k 2 Ng � P (K).

Galimi du atvejai:
1. Elemento 1 eil_e ord(K;+)1 =1.

K�uno P (K) elementais yra 0 = 0 �1, (�k) �1 = k � (�1), k 2 N, ir tod_el
aib_e fk � 1 j k 2Zg � P (K). Visi aib_eje fk � 1 j k 2Zg esantys elementai
yra skirtingi, nes vieneto eil_e grup_eje (K;+) { begalin_e. �Si grup_e yra
izomor��ska sveikùjù skai�ciù grupei: izomor�zmas f :Z! fk � 1 j k 2Zg
apibr_e�ztas lygybe f(k) = k � 1.

Pirminiame k�une P (K) taip pat yra elementai

(n � 1) � (m � 1)�1 =
n � 1

m � 1
; m 6= 0:
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Taigi k�une P (K) yra aib_e
�
n�1
m�1 j n 2 Z;m 2 N; (n � m) = 1

	
, kuri k�une

K apibr_e�ztù operacijù at�zvilgiu yra k�unas. �Sis k�unas yra izomor��skas
racionaliùjù skai�ciù k�unui Q ir tod_el yra pirminis k�unas k�une K . �Siuo
atveju P (K) yra izomor��skas (algebri�skai tapatus) Q.

2. Elemento 1 eil_e ord(K;+)1 = p <1.
Pasteb_esime, kad ord(K;+)(a) = p, kai a 2 K � f0g. Tegu ordKa = r.

p � a = a+ a+ : : :+ a| {z }
p

= a (1 + 1 + : : :+ 1)| {z }
p

= a � 0 = 0;

taigi r 6 p. Prie�singai,

r � a = a+ a+ : : :+ a| {z }
r

= 0) r � a � a�1

= aa�1 + aa�1 + : : :+ aa�1| {z }
r

= r � 1 = 0;

taigi p 6 r ir p = r = ordK(a).
Skai�cius p yra pirminis. Tegu, prie�singai, p = s � t, 1 < s, t < p.

0 = p � 1 = s � (t � 1) = (t � 1) + (t � 1) + : : :+ (t � 1)| {z }
s

;

taigi ordK(t � 1) 6 s < p { prie�stara.
Aib_e f1 � 1; 2 � 1; : : : ; (p � 1) � 1; p � 1 = 0g k�une K esan�ciù operacijù

at�zvilgiu yra k�unas, izomor��skas baigtiniam k�unui GF (p). Bet P (K)
{ ma�ziausias k�uno K pok�unis, tod_el pats P (K) yra izomor��skas k�unui
GF (p).

8.4 apibr_e�zimas. Tegu (K;+; �) yra k�unas. Jei ord(K;+)1 = p <1,

skai�cius p yra vadinamas k�uno K charakteristika, �zymima char K = p,

o kai ord(K;+)1 = 1, skai�cius 0 yra vadinamas k�uno K charakteristika,

�zymima charK = 0.

8.5 i�svados. 1. Baigtinio k�uno charakteristika yra pirminis skai�cius.

2. Tegu k�uno K charakteristika charK = p { pirminis skai�cius. Tada

(a+b)p
n

= ap
n

+bp
n

; (a�b)p
n

= ap
n

�bp
n

; su visais a; b 2 K;n 2 N:
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Ìrodymas. 1. Akivaizdu.
2. Pasinaudokime Niutono binomo formule

(a+ b)p
n

= ap
n

+ C1
pna

pn�1b+ : : :+ C
pn�1
pn a � bp

n

�1 + bp
n

;

Ck
pn =

pn(pn � 1) : : : (pn � k + 1)

1 � 2 � : : : � k
2Z; 0 6 k 6 pn:

Skai�cius p yra pirminis, tod_el, kai 1 6 k 6 pn � 1 , p i�s eil_es einan�ciù
dauginamùjù sandugoje 1 � 2 � : : : � k nesidalija i�s pn . Samprotaujant pagal
indukcijà , tur_esime

Ck
pn =

pn(pn � 1) : : : (pn � k + 1)

1 � 2 � : : : � k

= p
� pn�1(pn � 1) : : : (pn � k + 1)

1 � 2 � : : : � k
2Z

�
� 0 (mod p):

Taigi (a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

.
Antroji formul_e ìrodoma remiantis pirmàja:

ap
n

=
�
(a� b) + b

�pn
= (a � b)p

n

+ bp
n

) (a � b)p
n

= ap
n

� bp
n

:
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K�uno F pl_etinys K turi savybes:
1) (K;+) yra komutatyvioji grup_e;
2) visiems � 2 F ir visiems a 2 K sandauga � � a 2 K;
3) visiems �; � 2 F ir visiems a; b 2 K:

(�+ �) � a = � � a+ � � a;

�(a+ b) = � � a + � � b;

(� � �) � a = �(� � a);

1 � a = a:

K�unas K yra vektorin_e erdv_e vir�s k�uno F . Jeigu �sios vektorin_es erdv_es
dimensija yra baigtinis skai�cius, tai sakoma, kadK yra baigtinis F pl_etinys
ir �sio pl_etinio laipsnis [K : F ] = dimF K.

8.6 pavyzdys. Tegu K yra baigtinis k�unas, kurio charK = p. Tada
K yra GF (p) baigtinis pl_etinys ir kartu vektorin_e erdv_e vir�s GF (p). Tegu
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[K : GF (p)] = n. Tada K �
�
GF (p)

�n
. Taip pat matome, kad baigtinio

k�uno K elementù skai�cius yra lygus pn.

8.7 i�svada. Tegu L yra baigtinis k�uno K pl_etinys, o K { baigtinis

k�uno F pl_etinys. Tada L yra baigtinis F pl_etinys ir

[L : F ] = [L : K] � [K : F ]:

8.8 apibr_e�zimas. Tegu K yra k�uno F pl_etinys, o a 2 K. Ma�ziausias

k�uno F pl_etinys, kuriam priklauso elementas a, vadinamas paprastuoju

k�uno F pl_etiniu ir �zymimas F (a). Elementas a vadinamas generuojan�ciu

�sì pl_etinì elementu.

Jeigu elementas a 2 K tenkina lygtì �na
n + �n�1a

n�1 + : : :+ �1a +
�0 = 0, �n; �n�1; : : : ; �1; �0 2 F , tai jis a vadinamas algebriniu k�uno K

elementu.

K�uno F pl_etinys K vadinamas algebriniu pl_etiniu, jeigu visi k�uno K

elementai yra algebriniai vir�s F elementai.

8.9 pavyzdys. 1. C yra paprastasis algebrinis R pl_etinys: C = R(i).
Tegu a+ ib 2 C , tada polinomo f(x) = x2 � 2ax+ a2 + b2 2 R[x] viena i�s
�saknù ir yra a+ ib: f(a + ib) = 0.

2. Tegu F = GF (2) ir f(x) = x2 + x + 1 yra neredukuojamas poli-
nomas vir�s GF (2). �Zinome, kad GF (2)[x]

�
(x2 + x+ 1) yra k�uno GF (2)

pl_etinys:

GF (2)[x]
�
(x2 + x+ 1) =

�
[0]; [1]; [x]; [x+ 1]

	
= GF (2)(�);

�cia � = [x]. Taigi kalbame apie paprastàjì pl_etinì. Negana to,

f1(x) = x; f1
�
[0]
�

= [0];

f2(x) = x+ 1; f2
�
[1]
�

= [0];

f3(x) = x2 + x+ 1; f3
�
[x]

�
= [0];

f3
�
[x+ 1]

�
= [0];

tod_el GF (2)(�) { paprastasis algebrinis GF (2) pl_etinys.

8.10 apibr_e�zimas. TeguK yra k�uno F pl_etinys, o a 2 K { algebrinis

elementas vir�s F . Aib_e I =
�
g(x) 2 F [x] j g(a) = 0

	
yra �ziedo F [x]

idealas. Polinomù �ziedas F [x] yra vyriausiùjù idealù sritis, tod_el egzistuoja
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toks vienintelis unitarusis polinomas m(x) 2 F [x], kad I =
�
m(x)

�
. �Sis

polinomas m(x) vadinamas minimaliuoju elemento a 2 K polinomu vir�s

k�uno F . Polinomom(x) laipsnis deg m(x) vadinamas elemento a laipsniu

vir�s k�uno F .

8.11 teiginys. Tegu K yra k�uno F pl_etinys, o m(x) { minimalusis

elemento a 2 K polinomas vir�s F . Tada:

1. Polinomas m(x) yra vienintelis unitarusis neredukuojamas polino-

mas vir�s F , kurio �saknis yra a: m(a) = 0.
2. Polinomasm(x) yra vienintelis unitarusis ma�ziausiojo laipsnio poli-

nomas vir�s F , kurio �saknis yra a: m(a) = 0.
3. Polinomasm(x) yra vienintelis unitarusis polinomas vir�s F , tenki-

nantis sàlygà: jeigu f(x) 2 F [x] ir f(a) = 0, tai f(x) dalijasi i�s m(x).

Ìrodyti paliekame skaitytojui, pasteb_edami, kad visi teiginiai yra mi-
nimaliojo, kartu ir generuojan�cio idealà I =

�
g(x) 2 F [x] j g(a) = 0

	
,

polinomo apibr_e�zimo i�svados.

Minimaliùjù algebriniù elementù polinomù paie�ska yra svarbus, bet ne
visada lengvas u�zdavinys. V_eliau nurodysime tù polinomù radimo b�udus,
o dabar pasitenkinsime bendrais samprotavimais ir pateiksime pavyzdì.

8.12 teiginys. Tegu K yra k�uno F pl_etinys, a 2 K { algebrinis n-ojo

laipsnio elementas vir�s F , kurio minimalusis polinomas yra m(x). Tada:
1. Paprastasis pl_etinys F (a) { izomor��skas k�unui F [x]

��
m(x)

�.
2. [F (a) : F ] = n, o 1; a; : : : ; an�1 yra vektorin_es erdv_es F (a) baz_e

vir�s F .

3. Kiekvienas k�uno F (a) elementas b 2 F (a) yra algebrinis vir�s F , o

jo laipsnis yra n daliklis.

Ìrodymas. 1. Funkcija u : F [x]! F (a), apibr_e�zta lygybe u
�
f(x)

�
=

f(a), yra �ziedù homomor�zmas. Tada Keru =
�
g(x) 2 F [x] j g(a) = 0

	
=�

m(x)
�
ir F [x]

��
m(x)

� yra izomor��skas u
�
F [x]

�
. Bet u

�
F [x]

�
= F (a), nes:

viena vertus, a = u(x) 2 u(F [x]), F � u(F [x]) ir tod_el F (a) � u(F [x]);
kita vertus, u

�
F [x]

�
=
�
f(a) j f(x) 2 F [x]

	
� F (a).

2. a) Sistema 1; a; : : : ; an�1 yra generuojanti vektorinè erdvè F (a)
sistema.

Tegu b 2 F (a), t.y. b = f(a); �cia f(x) 2 F [x]. Pritaikè polinomù
porai f(x) ir m(x) dalumo algoritmà, gausime

f(x) = q(x)m(x) + r(x); r(x) = �sx
s + : : :+ �0; s < n
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ir
b = f(a) = q(a)m(a) + r(a) = r(a) = �sa

s + : : :+ �0 � 1:

b) Sistema 1; a; : : : ; an�1 yra tiesi�skai nepriklausoma vektorin_eje erd-
v_eje F (a).

Tegu �0 � 1 + �1 � a+ : : :+ �n�1a
n�1 = 0, t.y. f(a) = 0; �cia

f(x) = �0 + �1x+ : : :+ �n�1x
n�1 2 F [x]:

Bet nenulinio polinomo, kurio viena i�s �saknù yra a, minimalus laipsnis yra
n = deg m(x) ir tod_el f(x) � 0, t.y.

�0 = �1 = : : : = �n�1 = 0:

3. Tegu b 2 F (a). Vektorin_es erdv_es F (a) dimensija dimF F (a) =
[F (a) : F ] = n, tod_el n + 1 elemento sistema 1; b; b2; : : : ; bn yra tiesi�skai
priklausoma, t.y. atsiras tokie ne visi nuliniai elementai �0; �1; �2; : : : ; �n 2
F , kad

�0 � 1 + �1 � b+ : : :+ �nb
n = 0;

t.y.
f(b) = 0; kur f(x) = �0 + �1x+ : : :+ �nx

n 2 F [x]:

Taigi b yra algebrinis elementas ir F (b) { baigtinis k�uno F pl_etinys. Be
to, F (b) � F (a). Remiantis 8.7 i�svada,

n = [F (a) : F ] = [F (a) : F (b)] � [F (b) : F ]:

Gavome, kad b laipsnis, kuris lygus [F (b) : F ], yra n daliklis.
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