
1. AIB _ES IR SÀRY�SIAI

Viena i�s matematikos sri�ciù { aibiù teorija, { aib_es sàvokos naudojimà
apibr_e�zia aksiomomis. Tai aibiù teorijos vystymosi rezultatas. Ta�ciau i�s
prad�ziù aib_es sàvoka buvo suprantama intuityviai { tai ,,naivusis\ aibiù
teorijos periodas, kurio pradininkas buvo aibiù teorijos k�ur_ejas G. Kan-
toras1. M�usù reikm_ems pakaks tokio intuityvaus aib_es sàvokos apib�udinimo.

1.1 apibr_e�zimas. 1. Sàvokos ,,aib_e\ ir ,,elementas priklauso aibei\
yra pirmin_es ir tod_el neapibr_e�ziamos.

2. Jeigu elementas x priklauso aibei A, tai ra�sysime x 2 A, o jeigu ne
{ x =2 A.

3. Aib_e, neturinti elementù, bus vadinama tu�s�ciàja aibe. �Zym_esime
O

�
. Pasteb_esime, su bet kuriuo x, x =2 O

�
.

1.7 pavyzdys. Tegu A { baigtin_e aib_e, o skai�cius 2 �zymi aibè f0; 1g.
�Sis �zymuo paai�skinamas tuo, kad kiekvienam aib_es A poaibiui B apibr_e-
�ziama funkcija f , kurios reik�sm_es yra aib_eje 2,

fB(x) =

(
1; kai x 2 B,

0; kai x =2 B,

o kiekviena funkcija f : A! 2 apibr_e�zia tokì aib_es A poaibì

Bf = fx j f(x) = 1g;

kad fBf
= f . Tod_el abi aibes

�
f jf : A ! 2

	
ir fB : B � Ag �zymime

vienodai { 2A. Be to, remiantis dvejopu aib_es 2A apib�udinimu, nesunku
suprasti, kad aib_es 2A elementù skai�cius (aib_es galia) j2Aj yra lygus 2jAj.

I�s tikrùjù kiekviena funkcija f 2 2A kiekvienam x 2 A gali ìgyti dvi
reik�smes i�s aib_es f0; 1g. Vadinasi,

j2Aj = 2 � 2 � : : : � 2| {z }
jAj

= 2jAj:

1G. Cantor, 1845{1918, { vokie�ciù matematikas.
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1.8 pastaba. O
�
2 2A, A 2 2A, bet 2O

�
6= O

�
, nes 2O

�
= fO

�
g!

O5. Tegu B ir C { bet kokios aib_es. Elementù x 2 B ir y 2 C
,,poros\ sàvokà suprasime intuityviai ir �zym_esime �zymeniu (x; y). Dvi
poras (x1; y1) ir (x2; y2) vadinsime lygiomis, jeigu x1 = x2 ir y1 = y2. Visù
porù aib_e f(x; y)jx 2 B; y 2 Cg vadinama aibiùB ir C dekartine sandauga
ir �zymima B � C :

B � C =
�
(x; y) j x 2 B; y 2 C

	
:

1.10 pavyzdys. Jei B = f1; 2g, C = f1; 2; 3g, tai

B � C =
�
(1; 1); (1; 2); (1; 3); (2;1); (2;2); (2; 3)

	
;

C � B =
�
(1; 1); (1; 2); (2; 1); (2;2); (3;1); (3; 2)

	
:

1.11 pavyzdys. R2 = R�R yra plok�stumos, kurioje yra dekartin_e
koordina�ciù sistema, visù ta�skù koordina�ciù aib_e.

1.12 pavyzdys. Aib_es N�N elementus galima pavaizduoti taip:
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Dekartin_e sandauga apibendrinama bet kuriai baigtinei aibiù
A1; A2; :::; An sistemai. Elementù x1 2 A1; x2 2 A2; :::; xn 2 An ,,sekos\
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sàvokà suprasime intuityviai ir �zym_esime �zymeniu (x1; x2; :::; xn). Dvi
sekos (x1; x2; :::; xn) ir (y1; y2; :::; yn) vadinamos lygiomis, jeigu x1 = y1;
x2 = y2; :::; xn = yn. Visù sekù aib_e f(x1; x2; :::; xn) j x1 2 A1; x2 2
A2; :::; xn 2 Ang vadinama aibiù A1; A2; :::; An dekartine sandauga ir �zy-
mima:

A1 � A2 � : : :�An = f(x1; x2; : : : ; xn) j x1 2 A1; x2 2 A2; : : : ; xn 2 Ang:

Jeigu A1 = A2 = : : : = An, tai ra�soma An = A� A� : : :� A.

1.13 pavyzdys. Jei B = f�1; 0; 1g, C = f1; 2; 3g, tai
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aib_es B � C elementai pavaizduoti plok�stumoje su dekartine koordina�ciù
sistema, o aib_es B [C elementai pavaizduoti skai�ciù ties_eje

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............
......

....
...
.

B

C
� � �� � �
-1 0 1

1 2 3

2.1 apibr_e�zimas. Binariniu sàry�siu R netu�s�cioje aib_eje A vadinamas
dekartin_es sandaugos A � A poaibis R � A � A. Sakoma, kad aib_es A
elementai a; b yra sàry�syje R, jeigu (a; b) 2 R. �Zymima aRb.

2.2 pavyzdys. Aib_eje 2A apibr_e�ziamas sàry�sis R =,,�\:

R = f(B;C) jB;C 2 2A ir B � Cg:
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2.3 pavyzdys. Sveikùjù skai�ciù aib_eje Zapibr_e�ziamas sàry�sis ,,ma-
�ziau\: f(n;m) jm� n yra teigiamas skai�ciusg �Z�Z. Ra�some n < m.

Da�znai sàry�sis R � A � A rei�skiamas matrica. Matricos eilut_es ir
stulpeliai �zymimiaib_es A elementais, o pa�cios matricos elementai { 0 arba 1
apibr_e�ziami taip: jeigu aRb, tai eilut_es, kurioje yra a, ir stulpelio, kuriame
yra b, susikirtime yra 1, o jeigu (a; b) =2 R, tai 0.

2.4 pavyzdys. A = f0; 1; 2g, 2A =
�
O

�
; f0g; f1g; f2g; f0; 1g; f0; 2g;

f1; 2g; f0; 1;2g
	
. Sàry�sì ,,�\ rei�skiame matrica, kurios stulpeliai ir eilut_es

pa�zym_eti aib_es 2A elementais. Stulpelio, kurì �zymi aib_e B, ir eilut_es, kurià
�zymi aib_e C, susikirtimo vietoje ra�somas 1, jeigu B yra C poaibis, ir 0,
jeigu B n_era C poaibis.

O

�
f0g f1g f2g f0; 1g f0; 2g f1; 2g f0; 1; 2g B

O

�
1 0 0 0 0 0 0 0

f0g 1 1 0 0 0 0 0 0

f1g 1 0 1 0 0 0 0 0

f2g 1 0 0 1 0 0 0 0

f0; 1g 1 1 1 0 1 0 0 0

f0; 2g 1 1 0 1 0 1 0 0

f1; 2g 1 0 1 1 0 0 1 0

f0; 1; 2g 1 1 1 1 1 1 1 1

C

2.5 pavyzdys. Nagrin_ekime aib_es A tapatùjì sàry�sì IA = f(a; a) ja 2
Ag � A �A. �Sio sàry�sio matricoje tik pagrindin_eje ìstri�zain_eje yra 1.

1 0 0 0 : : :

0 1 0 0 : : :

0 0 1 0 : : :

0 0 0

: : : : : : : : :
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Kiekvienam aib_es A sàry�siui R � A � A apibr_e�ziamas atvirk�stinis
sàry�sis R�1 = f(y; x) j (x; y) 2 Rg. Sàry�sio R�1 matrica yra lygi transpo-

nuotai sàry�sio R matricai. Ai�sku, kad
�
R�1

��1
= R.

2.6 pavyzdys. Sàry�siui ,,�\ aib_eje 2A atvirk�stinis yra sàry�sis ,,�\;
o sàry�siui ,,<\ aib_eje Zatvirk�stinis yra sàry�sis ,,>\.

2.7 apibr_e�zimas. Binarusis sàry�sis E aib_eje A vadinamas ekvivalen-
tumo sàry�siu, jeigu jam galioja:

1) reeksyvumas { su visais a 2 A teisinga aEa, t.y. (a; a) 2 E; IA �
E;

2) simetri�skumas { jei aEb, tai bEa, t.y. E = E�1;
3) tranzityvumas { jei aEb ir bEc, tai aEc.

2.8 pastaba. Ekvivalentumo sàry�sio matrica yra simetrin_e matrica,
kurios pagrindin_eje ìstri�zain_eje yra tik vienetai.

2.9 pavyzdys. Lygyb_e yra ekvivalentumo sàry�sis aib_eje A:
1) a = a su visais a 2 A;
2) jei a = b, tai b = a visiems a; b 2 A;
3) jei a = b, b = c, tai a = c visiems a; b; c 2 A.

2.10 apibr_e�zimas. Aib_es A poaibiù sistema � = � (A) =
�
Ai 2

2A j i 2 I
	
vadinama aib_es A skaidiniu, jei:

1) Ai 2 �, tai Ai 6= O

�
;

2) Ai 2 � ir Aj 2 �, tai Ai \Aj = O
�
su visais i; j 2 I; i 6= j;

3)
S

i 2 I
Ai = A.

2.11 pavyzd�ziai.

1. �1(A) =
�
fag j a 2 A

	
.

2. �2(A) = fAg.
3. �

�
f1; 2; 3; 4; 5; 6g

�
=
�
f1; 2; 3g; f4; 5; 6g

	
.

2.12 teiginys. Tegu �(A) = fAi j i 2 Ig yra aib_es A skaidinys, o
sàry�sis R� aib_eje A apibr_e�ziamas taip: aR�b, a 2 Ai ir b 2 Aj tada ir tik
tada, kai i = j. Tada R� yra ekvivalentumo sàry�sis.

Ìrodymas. Nagrin_ekime elementù porà a; b 2 A. Kadangi �(A) yra
nepersikertan�ciù poaibiù fAig sistema, tod_el egzistuoja tik vienas toks
i 2 I ir vienas toks j 2 I , kad a 2 Ai, b 2 Aj .

Sàry�sio R� reeksyvumas: jei aR�a, a 2 Ai ir a 2 Aj , tai i = j.
Sàry�sio R� simetri�skumas: jei aR�b, a 2 Ai ir b 2 Aj , tai i = j ir

tod_el bR�a.
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Sàry�sio R� tranzityvumas: jei aR�b ir bR�c, ir a 2 Ai, b 2 Aj, c 2 Ak,
tai i = j, j = k, i = k ir aR�c.

4

Tarp ekvivalentumo sàry�siù ir skaidiniù yra abipusi�skai vienareik�sm_e
atitiktis. Ne tik skaidinys apibr_e�zia ekvivalentumo sàry�sì, bet ir ekvivalen-
tumo sàry�sis apibr_e�zia skaidinì.

2.13 apibr_e�zimas. Tegu a 2 A ir E � A � A yra ekvivalentumo
sàry�sis. Tada aib_e KE(a) = fb j aEbg yra vadinama elemento a ekvivalen-
tumo klase. Kai ai�sku, apie kokì ekvivalentumo sàry�sì kalbama, ekviva-
lentumo klas_e �zymima K(a). Jeigu b; c 2 K(a), tai b ir c vadinami ekvi-
valen�ciaisiais elementais, arba ekvivalentumo klas_es K(a) atstovais. Visù
ekvivalentumo klasiù aib_e fKE(a) j a 2 Ag vadinama aib_es A faktoraibe
ekvivalentumo sàry�sio E at�zvilgiu ir �zymima A

�
E.

2.14 teiginys. Tegu E yra ekvivalentumo sàry�sis aib_eje A. Tada
faktoraib_e A

�
E yra toks aib_es A skaidinys �, kad R� = E.

Ìrodymas. I�s prad�ziù ìrodysime, kad fKE(a) j a 2 Ag yra aib_es A
skaidinys.

1) Su visais a 2 A K(a) 6= O

�
, nes i�s E reeksyvumo gauname, kad

a 2 K(a).
2) Tegu K(a)\K(b) 6= O

�
. Tada egzistuoja toks elementas c, c 2 K(a)

ir c 2 K(b), t.y. cEa ir cEb. I�s E simetri�skumo i�splaukia aEc ir bEc,
o i�s E tranzityvumo { aEb. Jeigu x 2 K(a), t.y. xEa, tai i�s aEb arba
bEa gauname (E tranzityvumas) xEb, t.y. x 2 K(b). Taigi K(a) � K(b).
Analogi�skai ìrodome, kad K(b) � K(a). Vadinasi, K(a) = K(b).

Dabar ìrodysime, kad R� = E.
1) Tegu aEb. I�s E simetri�skumo gauname bEa ir a 2 K(a) \K(b),

t.y. K(a) \K(b) 6= O

�
, tod_el pagal 2) K(a) = K(b) ir aR�b. Atvirk�s�ciai,

jeigu aR�b, t.y. K(a) = K(b), tai a 2 K(b) ir aEb.
2) Jeigu a 2 K 2 �, tai K(a) = K.
Taigi R� = E.

4

2.15 pavyzdys. Aib_ejeZ�Z�f0g ekvivalentumo sàry�sì� apibr_e�sime
taip: (a; b) � (c; d) tada ir tik tada, kai ad = bc. Pavyzd�ziui, (�40; 25) �
(8;�5), (3; 6) � (�1;�2). Nesunku suprasti, kad�sio ekvivalentumo sàry�sio
klas_es gali b�uti sutapatintos su racionaliùjù skai�ciù aibe

�a
b

�� a 2 Z; b 2
Z� f0g

	
. I�s tikrùjù a

b
= c

d
ekvivalentu ad = bc.
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2.16 pavyzdys. Tegu n 2 N. Sveikùjù skai�ciù aib_eje Zapibr_e�sime
sàry�sì � (mod n): f(a; b) j a � b = nk; a; b; k 2 Zg, t.y. a � b (mod n)
(sakoma, a lygsta b moduliu n). �Sis sàry�sis yra ekvivalentumo sàry�sis.
(Patikrinkite!) Elemento a ekvivalentumo klas_e Kn(a) = fa+ nk jk 2Zg.
Kai yra ai�sku, kuriuo moduliu n nagrin_ejamas lygstamumas, klas_e Kn(a)
�zymima trumpiau { a. Faktoraib_e �sio ekvivalentumo sàry�sio at�zvilgiu
�zymima Zn. Pavyzd�ziui, kai n = 3, 0 = f: : : ;�6;�3; 0; 3;6; : : :g, 1 =
f: : : ;�5;�2; 1; 4; : : :g, 2 = f: : : ;�4;�1; 2; 5; : : :g ir Z3 = f0; 1; 2g. Bend-
ruoju atveju Zn = f0; 1; : : : ; n� 1g:

0 = f: : : ;�2n;�n; 0; n; 2n; : : :g;

1 = f: : : ;�2n+ 1;�n + 1; 1; n+ 1; 2n + 1; : : :g;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

n � 1 = f: : : ;�n� 1;�1; n� 1; 2n� 1; 3n� 1; : : :g:

Aib_e Zn dar vadinama likiniù klasiù moduliu n aibe.
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