
10 pratybos
Euklido erdv_es. Metrini�u erdvi�u geometrija.

Apibr_e�zimas.Tegu L - Euklido erdv_es E poerdvis. Su kiekvienu x2E egzis-

tuoja y2L ir toks z?L, kad x=y+z. �Cia y vadinamas ortogonali�aja projekcija, o

z - statmeniu i� L.

Apibr_e�zimas. Atstumas tarp vektoriaus v ir plok�stumos v0+L - tai statmens

nuleisto i�s vektoriaus v � v0 i� L ilgis.

Apibr_e�zimas. Atstumas tarp vektoriaus v ir poerdvio L - tai vektoriaus v

statmens i� L ilgis.

Apibr_e�zimas.Atstumas tarp plok�stum�u P1 = v1 + L1 ir P2 = v2 + L2 - tai

vektoriaus v2 � v1 statmens i� poerdvi� L = L1 + L2 ilgis.

Apibr_e�zimas. Kampas tarp vektoriaus v ir poerdvio L yra kampas tarp v ir

jo ortogoalios projekcijos i� L:

1. Jeigu (u; v)
1
ir (u; v)

2
yra Euklido erdv_es skirtingos skaliarin_es daugybos,

tai skaliarine daugyba bus ir a (u; v)
1
+ b (u; v)

2
; kai a; b� neneigiamieji, kartu

nelyg�us nuliui skai�ciai. I�rodykite
.

2. Ortogonalizavimo procesu sudarykite aritmetin_es erdv_es Rn vektori�u
u1; u2; :::; um tiesinio apvalkalo ortogonali�aj�a baz�e:

u1 = (1; 2; 1) ; u2 = (�3;�4;�1) ; u3 = (�4;�7; 0) :
u1 = (2; 3;�4) ; u2 = (�3;�1; 5) ; u3 = (8;�13; 16)

u1 = (1; 0; 0; 0) ; u2 = (0; 2; 0; 0) ; u3 = (0; 0; 3; 0) ; u4 = (0:0:0:4) :
u1 = (1; 0; 1; 0) ; u2 = (0; 1; 2; 0) ; u3 = (0; 0; 1; 0) ; u4 = (0; 0; 3; 1) :
u1 = (1; 1; 1; 1) ; u2 = (0; 1; 1; 1) ; u3 = (0; 0; 1; 1) ; u4 = (0; 0; 0; 1) :

u1 = (1; 1; 1; 1) ; u2 = (1; 1;�1;�1) ; u3 = (1;�1; 1;�1) ; u4 = (1;�1;�1; 1)

3. Papildykite vektori�u sistem�a u1; u2; :::; um iki aritmetin_es erdv_es Rn ortonor-
muotosios baz_es:

u1 =
1

3
(1;�2; 2) ; u2 =

1

3
(�2; 1; 2)

4. Raskite aritmetin_es erdv_es R4 vektori�u u1; u2; :::; um tiesinio apvalkalo or-
togonaliojo papildinio baz�e;

u1 = (4; 1; 2;�3) ; u2 = (2;�2; 3; 5) :



5. Apskai�ciuokite aritmetin_es erdv_es R4 vektoriaus u projekcij�a ir statmeni� i�
vektori�u sistemos u1; u2; :::; um tiesini� apvalkal�a hu1; u2; :::; umi :

u = (2;�3; 3;�3) ;u1 = (1;�1; 2; 3) ; u2 = (�1; 3; 1; 5) :

6. Ar bus Euklido erdv_es E poerdviu aib_e
fU = u 2 E : (v; u) = a,�cia v � �ksuotas vektorius,o a� �ksuotas skai�ciusg?

7.-8. Raskite vektoriaus x ortogonali�aj�a projekcij�a ir statmeni� i� L:
7.a) x = (14;�3;�6;�7) ;L = h(�3; 0; 7; 6) ; (1; 4; 3; 2) ; (2; 2;�2;�2)i :
b) x = (2;�5; 3; 4) ;L = h(1; 3; 3; 5) ; (1; 3;�5;�3) ; (1;�5;�3;�3)i :

8. a) x = (�3; 0;�5; 9) ; L =

8><
>:(a1; a2; a3; a4) :

3a1 + 2a2 + a3 � 2a4 = 0
5a1 + 4a2 + 3a3 + 2a4 = 0
a1 + 2a2 + 3a3 + 10a4 = 0

9>=
>; :

b) x = (7;�4;�1; 2) ; L =

8><
>:(a1; a2; a3; a4) :

2a1 + a2 + a3 + 3a4 = 0
3a1 + 2a2 + 2a3 + a4 = 0
a1 + 2a2 + 2a3 � 4a4 = 0

9>=
>; :

9. Euklido erdv_eje i�rodyti : x ? y () kx� yk2 = kxk2 + kyk2 :

10. Raskite lygtis, kurios apibr_e�zia poerdvio L ortogonal�uji� papildini�.

a) L =

8><
>:(x1; x2; x3; x4) :

2x1 + x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 � 2x4 = 0

3x1 + x2 + 4x3 � x4 = 0

9>=
>; :

b) L =

8><
>:(x1; x2; x3; x4) :

2x1 � 3x2 + 4x3 � 4x4 = 0
3x1 � x2 + 11x3 � 13x4 = 0
4x1 + x2 + 18x3 � 23x4 = 0

9>=
>; :

11. Raskite atstum�a nuo vektoriaus x iki poerdvio, apibr_e�zto lygtimis.

(i) x = (2; 4; 0;�1) ;

(
2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0

2x1 + 4x2 + 2x3 + 4x4 = 0
:

(ii) x = (3; 3;�4; 2) ;

(
x1 + 2x2 + x3 � x4 = 0
x1 + 3x2 + x3 � 3x4 = 0

:

(iii) x = (3:3:� 1; 1;�1) ; 2x1 � 2x2 + 3x3 � 2x4 + 2x5 = 0 .
(iv) x = (3; 3;�1; 1;�1) ; x1 � 3x2 + 3x4 � x5 = 0 .

12. Raskite atstum�a tarp tiesi�u:
a) (5; 2; 0; 3) + t (1; 2;�4; 1) ir (3;�1; 3; 1) + t (1; 0;�1; 0) :
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b) (5; 4; 3; 2) + t (1; 1;�1;�1) ir (2; 1; 4; 3) + t (�3;�3; 3; 3) :

13. I�rodykite, kad sistemos Gramo matrica G yra nei�ssigimusi tada ir tik tada,
kada sistema yra baz_e.

14. I�rodykite, kad det G Gramo-�Smidto ortogonalizacijos proceso metu nek-
inta.

15. I�rodykite, kad det G(x1; :::; xk) � kx1k2 � � � kxkk2 . Lygyb_e galima tik
tada, kai (xi; xj) = 0; i 6= j ; arba, kai xi = 0 su kuriuo nors i:

16. I�rodyti, kad n -ma�cio sta�ciojo gretasienio i�stri�zain_es kvadratas lygus bri-
aun�u, i�seinan�ci�u i�s vienos vir�s�un_es kvadrat�u sumai.

17. Raskite n - ma�cio kubo i�stri�zaini�u, ortogonali�u duotai i�stri�zainei, skai�ci�u.
18. Raskite n - ma�cio kubo, kurio kra�stin_e a, i�stri�zain_es ilgi�.
19. Raskite kampus tarp n -ma�cio kubo i�stri�zaini�u ir briaun�u.
20. Raskite apibr_e�zto apie n� mati� kub�a, kurio briauna a, rutulio spinduli� R

ir priklausomai nuo n i�sspr�eskite nelygyb�eR< a .

21. Apskai�ciuokite gretasienio t�uri�, kai kra�stin_es lygios:

(i)

(1;�1; 1;�1)
(1; 1; 1; 1)
(1; 0;�1; 0)
(0; 1; 0;�1)

(ii)

(1; 1; 1; 1)
(1;�1;�1; 1)
(2; 1; 1; 3)
(0; 1;�1; 0)

(iii)

(1; 1; 1; 2; 1)
(1; 0; 0; 1;�2)
(2; 1;�1; 0; 2)
(0; 7; 3;�4;�2)

(39;�37; 51;�29; 5)

(iv)

(1; 0; 0; 2; 5)
(0; 1; 0; 3; 4)
(0; 0; 1; 4; 7)

(2;�3; 4; 11; 12)
(0; 0; 0; 0; 1)

:

22. I�rodykite, kad gretasienio t�uriams galioja

V (a1; :::; ak; b1; :::; bl) � V (a1; :::; ak) � V (b1; :::; bl) :

Lygyb_e galioja tik tada, kai (ai; bj) = 0 su visais i; j:

23. Apskai�ciuokite kamp�a tarp vektoriaus x ir poerdvio L .
(i) x = (2; 2; 1; 1) ; L = h(3; 4;�4;�1) ; (0; 1;�1; 2)i :
(ii) x = (1; 0; 3; 0) ; L = h(5; 3; 4;�3) ; (1; 1; 4; 5) ; (2;�1; 1; 2)i :
(iii) x = (�3; 15; 1;�5) ; L = h(2; 3;�4;�6) ; (1; 8;�2;�16) ; (1;�5;�2; 10)i :
(iv) x =

�
3; 1;

p
2;�2

�
; L = h(2;�1; 2; 1) ; (�1; 2;�2; 1) ; (�1; 1;�1; 0)i :
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24. Raskite kamp�a tarp poerdvi�u:
h(1; 0; 0; 0) ; (0; 1; 0; 0)i ir h(1; 1; 1; 1) ; (1;�1; 1;�1)i :

Erdv_eje Mn apibr_e�zta skaliarin_e sandauga: (f; g) = a0b0 + a1b1 + � � �+ anbn:

25. Tegu erv_ejeMn duoti polinomai f1 (t) = 3t2+2t+1 , f2 (t) = �t2+2t+1 ,
f3 (t) = 3t2+2t+5 , f4 (t) = 3t2+5t = 2: Rakite polinom�a f0 (t) ;deg f0 � 2 , kuris
b�u�u vienodai nutol�e nuo f1; f2; f3; f4: Apskai�ciuokite �si� atstum�a. I�rodykite, kad
polinomas f0 (t) + c3t

3 + � � �+ cnt
n irgi vienodai nutol�es nuo f1; f2; f3; f4: Raskite

�si� atstum�a.

26. Apskai�ciuokite atstum�a tarp tn ir Mn�1:

27. Apskai�ciuokite atstum�a tarp tn + an�1t
n�1 + � � �+ a1t+ a0 ir Mn�1:

28. Apskai�ciuokite atstum�a tarp atn + an�1t
n�1 + � � �+ a1t+ a0 ir Mn�1:

29. Tegu L = ff 2Mn; f (1) = 0g : I�rodykite, kad atstumas tarp bet kurio

g 2Mn ir L yra
g (1)p
n+ 1

:

30. Tegu v 2 E �ksuotas vektorius, o L = hvi? . I�rodykite, kad atstumas tarp

vektoriaus x ir L yra lygus
j(x; v)j
kvk :

31. I�rodykite, kad kamp�u, kuriuos sudaro vektorius v su poerdviu L ir su L?,
suma lygi �

2
.
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