
1. Euklido ir unitariosios erdv_es.

1. Jeigu (u; v)
1
ir (u; v)

2
yra Euklido erdv_es skirtingos skaliarin_es daugybos, tai

skaliarine daugyba bus ir a (u; v)
1
+b (u; v)

2
; kai a; b� neneigiamieji, kartu nelyg�us

nuliui skai�ciai. I�rodykite.
2. Ortogonalizuokite aritmetin_es erdv_es Rn vektori�u sistem�a:

u1 = (1; 2; 1) ;
u2 = (�3;�4;�1) ;
u3 = (�4;�7; 0) :

3. Ortogonalizavimo procesu sudarykite aritmetin_es erdv_es Rn vektori�u
u1; u2; :::; um tiesinio apvalkalo ortogonali�aj�a baz�e:

u1 = (2; 3;�4) ;
u2 = (�3;�1; 5) ;
u3 = (8;�13; 16) :

4. Papildykite vektori�u sistem�a u1; u2; :::; um iki aritmetin_es erdv_es Rn ortonor-
muotosios baz_es:

u1 =
1

3
(1;�2; 2) ;

u2 =
1

3
(�2; 1; 2) :

5. Raskite aritmetin_es erdv_es R4 vektori�u u1; u2; :::; um tiesinio apvalkalo or-
togonaliojo papildinio baz�e;

u1 = (4; 1; 2;�3) ;
u2 = (2;�2; 3; 5) :

6. Apskai�ciuokite aritmetin_es erdv_es R4 vektoriaus u projekcij�a ir statmeni� i�
vektori�u sistemos u1; u2; :::; um tiesini� apvalkal�a hu1; u2; :::; umi :

u1 = (1;�1; 2; 3) ;
u2 = (�1; 3; 1; 5) ;
u = (2;�3; 3;�3) :



7. Ar bus Euklido erdv_es E poerdviu aib_e
fU = u 2 E : (v; u) = a,�cia v � �ksuotas vektorius,o a� �ksuotas skai�ciusg?
8. Polinom�u vektorin_eje erdv_eje Mn kuriuo nors b�udu apibr_e�zta skaliarin_e

sandauga. I�rodykite, kad Euklido erdv_eje Mnegzistuoja ortogonali baz_e, kurioje
su kiekvienu sveiku skai�ciumi k : 1 � k � n yra po vien�a k - ojo laipsnio polinom�a.

9. Tegu f0 (x) ; f1 (x) ; :::; fn (x) ir g0 (x) ; g1 (x) ; :::; gn (x) dvi baz_es i�s 17.
I�rodykite, kad, daugiausiai pakeitus numeracij�a, tur_esime fi = aigi ; ai 2 R:

10. Tegu e1; e2; :::; en realiosios vektorin_es erdv_es V baz_e. I�rodyti, kad erdv_eje
V galima apibr_e�zti skaliarin�e sandaug�a taip, kad sistema e1; e2; :::; en tapt�u ortonor-
muota baze Euklido erv_eje V:

11. Vektorin_eje erv_eje Mn apibr_e�zti skaliarin�e sandaug�a taip, kad polinom�u

sistema 1; t;
t2

2!
; :::;

tn

n!
b�ut�u ortogonalia.

Apibr_e�zimas.Tegu L - Euklido erdv_es E poerdvis. Su kiekvienu x2E egzis-

tuoja y2L ir toks z?L, kad x=y+z. �Cia y vadinamas ortogonali�aja projekcija, o

z - statmeniu i� L.

12.-13. Raskite vektoriaus x ortogonali�aj�a projekcij�a ir statmeni� i� L:
12.a) x = (14;�3;�6;�7) ;L = h(�3; 0; 7; 6) ; (1; 4; 3; 2) ; (2; 2;�2;�2)i :
b) x = (2;�5; 3; 4) ;L = h(1; 3; 3; 5) ; (1; 3;�5;�3) ; (1;�5;�3;�3)i :

13. a) x = (�3; 0;�5; 9) ; L =

8><
>:(a1; a2; a3; a4) :

3a1 + 2a2 + a3 � 2a4 = 0
5a1 + 4a2 + 3a3 + 2a4 = 0
a1 + 2a2 + 3a3 + 10a4 = 0

9>=
>; :

b) x = (7;�4;�1; 2) ; L =

8><
>:(a1; a2; a3; a4) :

2a1 + a2 + a3 + 3a4 = 0
3a1 + 2a2 + 2a3 + a4 = 0
a1 + 2a2 + 2a3 � 4a4 = 0

9>=
>; :

14. Euklido erdv_eje i�rodyti : x ? y () kx� yk2 = kxk2 + kyk2 :
15. Unitarioje erdv_eje i�rodyti : x ? y =) kx� yk2 = kxk2+ kyk2 : Ar galioja

atvirk�stinis teiginys?
16. Unitarioje erdv_eje i�rodyti : x ? y () k�x+ �yk2 = k�xk2 + k�yk2 su

visais �; � 2 C:

17. Unitarioje erdv_eje i�rodyti : kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2 :
18. I�rodyti, kad bet kokiame Euklido erdv_es E poerdvyje U galima parinkti

ortonormuotas bazes e1; :::; ek ir f1; :::; fk taip, kad galiot�u : (ei; fj) = 0; i 6= j ir
(ei; fi) = 1:

2



Apibr_e�zimas. Kai E = U , tai baz_es i�s 27. vadinamos binormuotomis.

19. I�rodyti, kad bet kokiai ortonormuotai Euklido erdv_es bazei egzistuoja
vienint _el _e binormuota baz_e .

20. Tegu e1; :::en ir f1; :::; fn biortonormuotos baz_es. I�rodyti, kad he1; :::; eki
? =

hfk+1; :::; fni su visais k:
21. Raskite biortonormuotas bazes bazei e1; e2; e3; e4:
a) e1 = (1; 0; 0; 0) ; e2 = (0; 2; 0; 0) ; e3 = (0; 0; 3; 0) ; e4 = (0:0:0:4) :
b) e1 = (1; 0; 1; 0) ; e2 = (0; 1; 2; 0) ; e3 = (0; 0; 1; 0) ; e4 = (0; 0; 3; 1) :
c) e1 = (1; 1; 1; 1) ; e2 = (0; 1; 1; 1) ; e3 = (0; 0; 1; 1) ; e4 = (0; 0; 0; 1) :
d) e1 = (1; 1; 1; 1) ; e2 = (1; 1;�1;�1) ; e3 = (1;�1; 1;�1) ; e4 = (1;�1;�1; 1) :
22. Raskite lygtis, kurios apibr_e�zia poerdvio L ortogonal�uji� papildini�.

a) L =

8><
>:(x1; x2; x3; x4) :

2x1 + x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 � 2x4 = 0

3x1 + x2 + 4x3 � x4 = 0

9>=
>; :

b) L =

8><
>:(x1; x2; x3; x4) :

2x1 � 3x2 + 4x3 � 4x4 = 0
3x1 � x2 + 11x3 � 13x4 = 0
4x1 + x2 + 18x3 � 23x4 = 0

9>=
>; :

23. Tegu e1; :::; ek - orotnormuota sistema n-mat_eje Euklido erdv_ejeE: I�rodykite,

kad
kX
i=1

(u; ei) � kuk2 ;8u 2 E:

Lygyb_e galima tada ir tik tada, kada k = n:
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