Algebros egzaminas. Informatika. 2001 06 15. Rimantas Grigutis
Atsakymai ir sprendimai

1.[rodykite, kad su visais naturaliaisiais n, tarpusavyje pirminiais skaiéius 10,
teisinga: (n + 20)n+20 =n" (mod 10) . Pasinaudokite Oilerio teorema.
Sprendimas. (n 4 20)"™*° = "+t = p* . p?° (mod 10) . Pagal Oilerio teo-

rema n¢1% = n* = 1 (mod 10) , todél ir n? = 1 (mod 10).

2. Suformuluokite Otlerio teoremq ir iliustruokite j¢ ne maziau kaip 4 pavyzdziais.
Sprendimas. Oilerio teorema: Su visais ¢ € N, ir (a,m) = 1 teisinga
a?'™ =1 (modm).

3. Kurie i$ polinomy yra neredukuojami virs Q : a)z* + 3;b)z? — 169; ¢)a® +
v+ + 1;d)a® + 22% + 3z + 4. Atsakymus pagriskite. Teiginiais, kuriais remiatés,
grodykite.

Sprendimas. «) ir d)— taip; b) ir ¢)— ne.

4. Parasykite kubines Saknis i§ —i (minus i) trigonometrine ir poline forma.

Sprendimas. /—i = {[1, %} , [1, %} , {1, 11%” = {i; —@ — %i; @ — %z}

5. Isspreskite lygtj (1 — 1) z)° +i = 0 ir atsakymg parasykite algebrine forma.
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6. Parasykite teigiamai apibréztg kvadratine formg f (1,29, 23), kurioje a)
buty visy kintamyjy kvadratai ir ne visi a;; = 0,1 # J; b) buty tik dviejy kintamuyjy
kvadratai; ¢) buty tik vienas kintamyjy kvadratas; d) néra kintamyjy kvadraty.

Atsakymus pagriskite.
Sprendimas. Kvadratinés formos matricos visi pagrindiniai minorai turi buti
teigiami.



7. Nustatykite, kurios vektorinés erdvés V' poaibiai U yra poerdviai: a) V =
R U ={(2,y,2): 2=324+2};0)V = R U ={(2,y) : 2y > 0}; c)V = Mzy3(R),
A— fiksuota matrica is V, U ={X € Msy3(R): XA=AX}.

Sprendimas. «) ir b)— ne; ¢)— taip. Tikrinti salyga: jei ug,us € U, tai ir
a1uy + asuy € U su visails aq,as € R.
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8. Polinomy skaliariné sandauga apibrézta lygybe (p(x),q(x)) = [p(x)q(x)dx.
0

raskite polinomo f(x) = x? projekcijg poerdvyje, generuotame polinomu g (x) =
T.

1
Sprendimas. Projekcija yra () ~g(x) = 22, nes (f,g9) = [a®dx =
0

1 1r

1
4
1
1
(9,9) = ngdw =3

9. Tequ W yra R™ poerdvis, o W+— ortogonalusis W papildinys. Turime,
kad su visais a € W teisinga a = aw + aw1, ¢la aw yra a projekcija poerdvyje

W, 0 aw1— a projekcija poerdvyje Wt. [rodykite, kad ||a|| = \/HawH2 + Han_Hz.

Sprendimas. ||al| = \/(a,a) = \/(aw + awr.aw + aws) = \/llaw|” + flay+ ],

nes (aw,aws) = 0.

10. Tegu w,v,w € Rs (stulpeliai) ir A yra 3 x 3 matrica. [rodykite, kad
vektoriy sistema w,v,w yra Ry bazé tada, kada vektoriy sistema Au, Av, Aw yra
B3 baze.

Sprendimas. a-u+b-v+c-w=0<= A-(a-u+bv-+cw)=A4-0=
0<=a-(A-u)+b-(A-v)+c-(A-w)=0. Jeigu sistema Au, Av, Aw yra tiesiskai
nepriklausoma, tai ¢ = b = ¢ = 0 ir todél vektoriy sistema w,v,w yra tiesiskai
neprikausoma.

11. Tegu vy ir vy yra tiesinio operatoriaus T' : 'V — V tikriniai vektoriaz,
atitinkantys skirtingas tikrines reikémes Ay ir Ay . [rodykite, kad vektoriai vy ir
vy yra tiesiskai nepriklausomd.

Sprendimas. Tegu Tv; = A\jvy it Tvy = Ayvy. Tegu ¢1v1 + vy = 0. Tada
T (e1v1 + c202) = e1A1v1 + 2wy = 001 Ay (11 + cava) = Agcivg + Azegvg = 0.
Atéme §ias lygybes turésime: (A; — A2) civ1 = 0 = ¢ = 0. Analogiskai parodome,

kad ¢; = 0.
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Duota matrica A=1 0
0

12. Raskite matricos A charakteristing polinomg.
Sprendimas. (1 —1)(t —4)>.

13. Raskite matricos A minimalyjj polinomg.
Sprendimas. (1 —1)(t —4)>.

14. Raskite matricos A Zordano formg.

1 00
Sprendimas. | 0 4 0
01 4

Matricos C' chatakteristinis polinomas yra (z —2)* (z — 3).

15. Kurie S polinomy gali buti matricos C minimalieji polinomai:

a)(x—2)° (z—=3)%:0) (z — 1)* (2 —2)%;¢) (2 — 2)* (z — 3);d) (z — 3)*. Atsakyma
pagristi.

Sprendimas. ¢). Minimalusis polinomas yra charakteristinio polinomo dalik-
lis.

16. Parasykite visas jmanomas skirtingas matricos C, kurios minimalusis
polinomas i5 15., Zordano formas.

20000 20000 20000
02000 1 2000 1 2000
Sprendimas.| 0 0 2 0 O |, 0 0 2 0 0 [,] 0 0 2 0 0
00020 00020 00120
0000 3 0000 3 0000 3



