KEITINIAL SIMETRINE GRUPE S,,.
Paskaitos konspektas

Tegu V = {vy, vq, ..., v,} - baigtiné, visiskai sutvarkyta aibé: v; < vy < ... < v,
ir 7 - §ios aibes keitinys (wq, wa, ..., w,) . Tuo paciu zymeniu w Zymésime ir funkcija

o V= Vir(v) =w,m(v2) = wa,yeeey m(0,) = Wy,

Zinome, kad keitiniai yra abipus vienareiksmés funkcijos ir jy yra n! .

Pateiksime keitiniy reiskimo budus.

1. Keitinio, kaip funkcijos apibreztos baigtinéje aibéje, reiskimas lentele:

U1 Vo ... Uy
Wy Wy ... W, |
2. Reiskimas grafu. Grafas sudarytas i$ virSuniy v; ir orientuoty briauny

(vi,m(v;)) , 1 <i<mn.
Pavyzdys. V ={1,2,3,4,5,6,7}
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T™\3 452167
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3. Reiskimas nepriklausomais ciklais.

Tegu v; € V' . Tada turime aibés V' elementy seka

v, m(v), 72 (v;) = m (T (v)) oo, 7 (05) , T (05) = 0.

Gauname k ilgio cikla (vi, T (vi), w2 (v;) = 7 (7 (v3)) .oy TFE (UZ)) .

Jeigu k = n . tai visi athées V elementai yra siame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja v; ¢ (vi, (), 7% (v;) = 7 (7 (v4)) 5 er, 1 (UZ)) , kuriam konstruojame
savo cikla:

(0,7 (0) 7 (0) = 7 (7 (v)) ey 71 (1))

Cikluose yra skirtingi elementai.

Jeigu 7" (v;) = 7% (v;) , tai 77! (v;) = 75F (), ..., v = 7l (v;) = 77D (),
tal elementas v; priklausyty pirmajam ciklui, o tai priestarauty salygai.

Taigi, visi aibés V' elementai suskyla | nepriklausomus ciklus keitinio 7 atzvilgiu.
Mes jau buvome susidire su ekvivalentumo sarysj atitinkanc¢iu aibeés skaidiniu
(sveikieji skaic¢iai kuriuo nors moduliu).



Keitini 7 atitinka baigtines aibés V' skaidinys S;.
v =v; (modm) <= v; =7°(v;) , s € N .
Tai ekvivalentumo sarysis :

1) v; = v; (mod 7).
2) v; = v (mod 7T) < v; = v; (mod )
vy =T (2) ~(v;) = v

3) v; = v; (mod 7T) v] = v (mod 1) = v; = vy (mod )
v = 7 (01) o = 7 (05) = 7 (1 (01)) = 7 (03).
Parodéme, kad bet kuri keitini galima uzrasyti kaip poromis nepriklausomuy
cikly "sandauga”. Sis skaidinys yra vienintélis cikly issidéstymo tikslumu.
Paaiskinsime ”"sandaugos” savoka.
Apibrezimas. Tegu 7 , p - keitiniai aibéje V. Keitiniy sandauga o = wo p
vadinsime keiting, apibréztg lygybe

o(vi)=p(m(v)), Vv, € V.

Pastebésime, kad taip apibrézta sandauga yra funkcijy kompozicija. Ji néra
komutatyvi.

Pavyzdys. KaiW:(Ul v2 UB),O,O:(UI v2 US),tai

V3 Uy U1 V3 V1 Uy

. U1 V2 Us U1 V2 Us .

Top= Vo2 U1 Us 7£ V1 V3 Uy —pem.

Taciau, keitinio 7 kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi ciklai komu-
tuoja poromis.

Teiginys. Teqgu S(V) - visy keitiniy aibé aibéje V. Tada (S (V),0) - grupé.

Irodymas. 1) Operacijos korektiskumas: jei m,p € S(V) , tai rop € S(V) .

2) Asosiatyvumas: (top)or=mo(porT).

((mop)or)(vi)=r7((mop)(vi))=7(p(m(vi))) = (poT)(m(v:))

= (ro(po ) (vs).

3) Neutralaus elemento egzistavimas : id (v;) = v; , Yv; € V| todél

idomr=moid=m,m € SV).

4) Atvirkstinio elemento egzistavimas: jei 7 (v;) = w; , tai 77! (w;) = v; .

[rodyta.

Apibrézimas. Ciklas (v;,v;) vadinamas transpozicija.

Teiginys. Kai |V| > 2 ,tai bet kurj keitinj galima uZrasyti transpozicijy san-
dauga.

Irodymas. Sj teigini pakanka irodyti k ilgio ciklui.



Indukcija pagal k. Kai k =1, (v) = (u,v) 0 (u,v).

Kai k =2, (u,v) = (u,v) , 0

k> 3,(vi,v9,...,05) = (v1,v3) 0 (v1,03) 0 -+ 0 (v1,v;). Sandaugoje yra k — 1
transpozicija.

[rodyta.

Pastebésime, kad keitinio reiskimas transpozicijy sandauga yra nevienareiks-

miskas. Pavyzdziui,

(v,u) = (v,u) o (v,u)o (v,u) .

Pastovus dydis siame reiskime visdélto yra: tai transpozicijy skaic¢ius mod 2.
Apibrézimas. Tegu m € S(V). Pora (v;,v;), kat v; < vj, bet 7 (v;) > m(v;)
vadinama keitinio 7 inversija.

7w vadinamas lyginiu keitiniu, jeigu m inversiyy skaicius yra lyginis.

T vadinamas nelyginiu keitiniu, jeigu 7 inversijy skaiéius yra nelyginis.
Keitinio 7 inversijy skai¢iy zymésime |r|, o Zenkla sgnm = (—1)"" .
Pastebésime, kad id yra lyginis keitinys. Jei m— lyginis, tai sgnm = 1, jei 71—

nelyginis, tai sgnm = —1.

Pavyzdys.[.......... ].
Teiginys. |7 o (a,b)| = ||+ 1 (mod?2).
Irodymas.
. U1 oo Vg Vg1 V42 oo Uil V442 V443 ... Up
™= 2
4y ... ap a by ... by b cy .o O
vr .. Ve V41 Vet oo Vpti41 Vky4l+2  Ukyi4s ... U
7o (a,b) = + + +i+ +i+ +i+ n)
ap ... ap b by ... by a cy .o O
Pazymeékime.

po = [ty agla; > a}|  gu = [{ar, o arlai > BY

Py = b1, ... bib; > a}| , qp = [{b1, ... bi]b; > b}

pe = v cules > al]  g. = Her o cules > B},

Tegu r - keitinio

( v ... Ui Vkt2 o Uktl41 Vk4i4+3 -+ Up )
ap ... ag by .. by cy .o O

inversijy skaicius.

Tada , kai @ < b turime

7] = pa+ (L= ps) + (M —pe) + ¢a + @ + (M —q.) + 1,

[mo(a,b)] =pa+po+(m—p)+q.t+(—aq)+(m—q)+l+r

Todél |7| — |mo (a,b)| =2(g —ps) + 1 =1(mod?2).

Atvejis @ > b nagrinéjamas analogiskai.

[rodyta.



Turime, kad sgn (¢d) =1 ir sgn ((a,b)) = —1 .
Transpoziciju skaicius keitinyje 7 yra pastovus dydis mod2 . Jeigu turime du
keitinio 7 reiskimus transpozicijy snadauga ;

7T:0-1...0-k:7—1...7—l7

tai sgnm = sgn(oy-- o) = sgn(m---7) ir sgnm = (—1)k = (—1)l —
(-1)"'=1=k—1=0(mod2) = k = [ (mod ?2.)

Isvados.1. Keitinys yra lyginis tada ir tik tada, kai jis yra lyginio skaiciaus
transpozicijiy sandauga.

2. Keitinys yra nelyginis tada ir tik tada, kai jis yra nelyginio skai¢iaus trans-
pozicijiy sandauga.

3. k-ciklas yra lyginis tada ir tik tada, kai k& yra nelyginis ir atvirkséiai.

4. (lyginis) o (lyginis) = (lyginis) .

(nelyginis) o (nelyginis) = (lyginis).

(nelyginis) o (lyginis) = (nelyginis).

5. sgn(mop)=sgn(m)-sgn(p).

Lyginiy keitiny aibe zymesime A, .

Teiginys. A, yra grupé.

Irodymas. Akivaizdu. Sia grupe vadina alternuojancia grupe.

!
Teiginys. Lyginiy ir nelyginiy keitiniy yra po lygiai % .

Irodymas. Nagrinejama alternuojanti grupée A,. Apibreziama aibé
Upy ={m € Sylr =0 o0(a,b),0c € A} C S, — A,.

Tegu [A,| =my , |5, — Ay| = my. Tada aibés U, ) visi elementai skirtingi:
o1 0 (a,b) =0y0(a,b) <= oy0(a,b)o(a,b) =030 (a,b)o(a,b) <= o1 = 0,.
Taigiv ‘U(a,b)‘ = |An| = my < ma.

Analogiskai, tegu turime aibe

W(a,b) = {ﬂ- S Sﬂ|7T =po (a7b)7p S Sn _An} g An

Kaip ir aibés U, ) taip ir aibés W, ) visi elementai skirtingi.
Tada ‘W(mb)‘ =15, — A, = my < my.

n!
Taigi, my = mg = — .

2
[rodyta.



Teorema(A.Cayley). Tegu (G,-) yra baigtiné grupé, turinti n elementy.
Tada egzistuoja funkcija

fiG=8(G) =S5

n?

tenkinanti savybes

flg)=f(g) = a=
flg-h)=f(g)of(h).

[rodymas.Va € G konstruojame keitini L, : G — G, L,(g) = ¢g-a . Taigi
L, e S,.
Turime aibiy lygybe

g2, (injektyvumas)
(homomorfizmas)

{917927 7gn} = {gl c4,g2 Cy..yGp e Cl} =G

Turime
1) L, € Sy,
2) L;l = La—l,

3) Lab(g) = g-(a-b)=(g-a) b= Ly(La(g)) = (La o Ls)(g), taigi, Loy =
La 0 Lb.

Gavome, kad keitiniai L,,, L,,, ..., L, sudaro grupe H C S (G) = S,,.

Funkcija f: G — H C S, apibrézta formule f(¢) = L, .

[rodyta.

Pavyzdysl. Rombo simetriju grupes idéjimas i simetrine grupe.

Tegu G = {e,a,b, ¢} - rombo simetrijy grupé. Cia e ir a posikiai atitinkamai
0° ir 180° kampu, o b ir ¢ simetrijos istrizainiy atzvilgiu. Tada veiksmy lentele
Sioje grupeje

e a b ¢
e e a b ¢
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c c b a e



e a b ¢

) e a b ¢ )
lrLez(eabc):ld’La:( cb):(ea)(bc),Lb:

a e
e a b ¢ e a b ¢
(b I a)—(eb)(ac),Lc—(c - e)—(ec)(ab).
Pavyzdys2. Ciklinés grupés ( pvz. n-ojo laipsnio Sakny i§ 1 multiplikacinés
grupés) idéjimas i simetrine grupe.
Tegu ¢ - primityvioji n-ojo laipsnio saknis i$ vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio

Saknis i§ vieneto yra primityviosios saknies ¢ laipsniai : ¢,&2,...,e"" 1" = 1 ir
e e &l gnh gn
} e? &3 &t " e
I € 52 53 . a,_:n—l ch
2 —
15 53 54 55 . €n+1 €n+2

ir t.t. Pavyzdziui, kai n = 6 turime reiskima keitiniais:

le(; Lo f):(123456)
Lzz(é L 5)2(135)(246)
L3:(}1 ? 2 L g):(14)(25)(36)
L4:(é R Z):(153)(264)
):(165432)

= 1d.
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