
KEITINIAI. SIMETRIN _E GRUP _E Sn:
Paskaitos konspektas

Tegu V = fv1; v2; :::; vng - baigtin_e, visi�skai sutvarkyta aib_e: v1 < v2 < ::: < vn
ir � - �sios aib_es keitinys (w1; w2; :::; wn) : Tuo pa�ciu �zymeniu � �zym_esime ir funkcij�a

� : V ! V; � (v1) = w1; � (v2) = w2; :::; � (vn) = wn:
�Zinome, kad keitiniai yra abipus vienareik�sm_es funkcijos ir j�u yra n! .
Pateiksime keitini�u rei�skimo b�udus.
1. Keitinio, kaip funkcijos apibr_e�ztos baigtin_eje aib_eje, rei�skimas lentele:

 
v1 v2 ::: vn
w1 w2 ::: wn

!
:

2. Rei�skimas grafu: Grafas sudarytas i�s vir�s�uni�u vi ir orientuot�u briaun�u
hvi; � (vi)i , 1 � i � n .

Pavyzdys. V = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g

� =

 
1 2 3 4 5 6 7
3 4 5 2 1 6 7

!

1
% &

5  � 3
2  ! 4 6 7

3. Rei�skimas nepriklausomais ciklais.
Tegu vi 2 V . Tada turime aib_es V element�u sek�a
vi; � (vi) ; �2 (vi) = � (� (vi)) ; :::; �k�1 (vi) ; �k (vi) = vi::

Gauname k ilgio cikl�a
�
vi; � (vi) ; �2 (vi) = � (� (vi)) ; :::; �k�1 (vi)

�
:

Jeigu k = n , tai visi aib_es V elementai yra �siame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja vj =2

�
vi; � (vi) ; �

2 (vi) = � (� (vi)) ; :::; �
k�1 (vi)

�
, kuriam konstruojame

savo cikl�a:�
vj; � (vj) ; �2 (vj) = � (� (vj)) ; :::; �l�1 (vj)

�
.

Cikluose yra skirtingi elementai.
Jeigu �r (vj) = �s (vi) , tai �r+1 (vj) = �s+1 (vi) ; : : : ; vj = �l (vj) = �s+(l�r) (vi),

tai elementas vj priklausyt�u pirm�ajam ciklui, o tai prie�staraut�u s�alygai.
Taigi, visi aib_es V elementai suskyla i�nepriklausomus ciklus keitinio � at�zvilgiu.

Mes jau buvome susid�ur�e su ekvivalentumo s�ary�si� atitinkan�ciu aib_es skaidiniu
(sveikieji skai�ciai kuriuo nors moduliu).



Keitini� � atitinka baigtin_es aib_es V skaidinys S�:
vi � vj (mod�)() vj = �s (vi) , s 2 N .
Tai ekvivalentumo s�ary�sis :
1) vi � vi (mod�) :
2) vi � vj (mod�)() vj � vi (mod�)
vj = �s (vi) =) �k�s (vj) = vi:
3) vi � vj (mod�) ; vj � vk (mod�) =) vi � vk (mod�)
vj = �s (vi) ; vk = �t (vj) = �t (�s (vi)) = �t+s (vi) :
Parod_eme, kad bet kuri� keitini� galima u�zra�syti kaip poromis nepriklausom�u

cikl�u "sandauga". �Sis skaidinys yra vienint_elis cikl�u i�ssid_estymo tikslumu.
Paai�skinsime "sandaugos" s�avok�a.
Apibr_e�zimas.Tegu � , � - keitiniai aib_eje V. Keitini�u sandauga � = � � �

vadinsime keitini�, apibr_e�zt�a lygybe

� (vi) = � (� (vi)) , 8vi 2 V:

Pasteb_esime, kad taip apibr_e�zta sandauga yra funkcij�u kompozicija. Ji n_era
komutatyvi.

Pavyzdys. Kai � =

 
v1 v2 v3
v3 v2 v1

!
, o � =

 
v1 v2 v3
v3 v1 v2

!
, tai

� � � =

 
v1 v2 v3
v2 v1 v3

!
6=

 
v1 v2 v3
v1 v3 v2

!
= � � � .

Ta�ciau, keitinio � kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi ciklai komu-
tuoja poromis.

Teiginys.Tegu S(V) - vis�u keitini�u aib_e aib_eje V . Tada (S (V ) ; �) - grup_e.
I�rodymas. 1) Operacijos korekti�skumas: jei �; � 2 S(V ) , tai � � � 2 S(V ) .
2) Asosiatyvumas: (� � �) � � = � � (� � � ) :
((� � �) � � ) (vi) = � ((� � �) (vi)) = � (� (� (vi))) = (� � � ) (� (vi))
= (� � (� � � )) (vi) :
3) Neutralaus elemento egzistavimas : id (vi) = vi ; 8vi 2 V , tod_el
id � � = � � id = � , � 2 S(V ):
4) Atvirk�stinio elemento egzistavimas: jei � (vi) = wi , tai ��1 (wi) = vi .
I�rodyta.
Apibr_e�zimas. Ciklas (vi; vj) vadinamas transpozicija.
Teiginys. Kai jV j � 2 ,tai bet kuri� keitini� galima u�zra�syti transpozicij�u san-

dauga.
I�rodymas. �Si� teigini� pakanka i�rodyti k ilgio ciklui.
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Indukcija pagal k . Kai k = 1; (v) = (u; v) � (u; v) :
Kai k = 2; (u; v) = (u; v) , o
k � 3; (v1; v2; :::; vk) = (v1; v2) � (v1; v3) � � � � � (v1; vk). Sandaugoje yra k � 1

transpozicija.
I�rodyta.
Pasteb_esime, kad keitinio rei�skimas transpozicij�u sandauga yra nevienareik�s-
mi�skas. Pavyzd�ziui,
(v; u) = (v; u) � (v; u) � (v; u) .
Pastovus dydis �siame rei�skime visd_elto yra: tai transpozicij�u skai�cius mod 2:
Apibr_e�zimas. Tegu � 2 S(V ): Pora (vi; vj), kai vi < vj, bet � (vi) > � (vj)

vadinama keitinio � inversija.
� vadinamas lyginiu keitiniu, jeigu � inversij�u skai�cius yra lyginis.
� vadinamas nelyginiu keitiniu, jeigu � inversij�u skai�cius yra nelyginis.
Keitinio � inversij�u skai�ci�u �zym_esime j�j, o �zenkl�a sgn� = (�1)j�j .
Pasteb_esime, kad id yra lyginis keitinys. Jei �� lyginis, tai sgn� = 1, jei ��

nelyginis, tai sgn� = �1.
Pavyzdys.[::::::::::] :
Teiginys. j� � (a; b)j � j�j+ 1 (mod2) :
I�rodymas.

� =

 
v1 ::: vk vk+1 vk+2 ::: vk+l+1 vk+l+2 vk+l+3 ::: vn
a1 ::: ak a b1 ::: bl b c1 ::: cm

!
;

� � (a; b) =

 
v1 ::: vk vk+1 vk+2 ::: vk+l+1 vk+l+2 vk+l+3 ::: vn
a1 ::: ak b b1 ::: bl a c1 ::: cm

!
:

Pa�zym_ekime.
pa = jfa1; :::; akjai > agj , qa = jfa1; :::; akjai > bgj
pb = jfb1; :::; bljbi > agj , qb = jfb1; :::; bljbi > bgj
pc = jfc1; :::; cmjci > agj , qc = jfc1; :::; cmjci > bgj :
Tegu r - keitinio 
v1 ::: vk vk+2 ::: vk+l+1 vk+l+3 ::: vn
a1 ::: ak b1 ::: bl c1 ::: cm

!

inversij�u skai�cius.
Tada , kai a < b turime
j�j = pa + (l � pb) + (m� pc) + qa + qb + (m� qc) + r;
j� � (a; b)j = pa + pb + (m� pc) + qa + (l � qb) + (m� qc) + 1 + r:
Tod_el j�j � j� � (a; b)j = 2 (qb � pb) + 1 � 1 (mod 2) :
Atvejis a > b nagrin_ejamas analogi�skai.
I�rodyta.
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Turime, kad sgn (id) = 1 ir sgn ((a; b)) = �1 .
Transpozicij�u skai�cius keitinyje � yra pastovus dydis mod2 . Jeigu turime du

keitinio � rei�skimus transpozicij�u snadauga ;

� = �1 � � � �k = �1 � � � �l ,

tai sgn� = sgn (�1 � � � �k) = sgn (�1 � � � �l) ir sgn� = (�1)k = (�1)l =)
(�1)k�l = 1 =) k � l � 0 (mod2) =) k � l (mod 2:)

I�svados.1. Keitinys yra lyginis tada ir tik tada, kai jis yra lyginio skai�ciaus
transpoziciji�u sandauga.

2. Keitinys yra nelyginis tada ir tik tada, kai jis yra nelyginio skai�ciaus trans-
poziciji�u sandauga.

3. k-ciklas yra lyginis tada ir tik tada, kai k yra nelyginis ir atvirk�s�ciai.
4. (lyginis) � (lyginis) = (lyginis) :
(nelyginis) � (nelyginis) = (lyginis) :
(nelyginis) � (lyginis) = (nelyginis) :
5. sgn (� � �) = sgn (�) � sgn (�) :
Lygini�u keitin�u aib�e �zym_esime An .
Teiginys. An yra grup_e.
I�rodymas. Akivaizdu. �Si�a grup�e vadina alternuojan�cia grupe.

Teiginys. Lygini�u ir nelygini�u keitini�u yra po lygiai
n!

2
.

I�rodymas. Nagrin_ejama alternuojanti grup_e An: Apibr_e�ziama aib_e

U(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Ang � Sn �An:

Tegu jAnj = m1 , jSn �Anj = m2: Tada aib_es U(a;b) visi elementai skirtingi:
�1 � (a; b) = �2 � (a; b)() �1 � (a; b) � (a; b) = �2 � (a; b) � (a; b)() �1 = �2:

Taigi,
���U(a;b)

��� = jAnj = m1 � m2:
Analogi�skai, tegu turime aib�e

W(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Sn �Ang � An:

Kaip ir aib_es U(a;b) taip ir aib_es W(a;b) visi elementai skirtingi.

Tada
���W(a;b)

��� = jSn �Anj = m2 � m1:

Taigi, m1 = m2 =
n!

2
.

I�rodyta.
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Teorema(A.Cayley). Tegu (G; �) yra baigtin_e grup_e, turinti n element�u.
Tada egzistuoja funkcija

f : G ! S (G) = Sn;

tenkinanti savybes

f (g1) = f (g2)() g1 = g2; (injektyvumas)
f (g � h) = f (g) � f (h) : (homomor�zmas)

I�rodymas.8a 2 G konstruojame keitini� La : G ! G , La(g) = g � a . Taigi
La 2 Sn:

Turime aibi�u lygyb�e

fg1; g2; :::; gng = fg1 � a; g2 � a; :::; gn � ag = G:

Turime
1) La 2 Sn;
2) L�1

a = La�1;
3) La�b (g) = g � (a � b) = (g � a) � b = Lb (La (g)) = (La � Lb) (g) ; taigi, La�b =

La � Lb:
Gavome, kad keitiniai Lg1 ; Lg2; :::; Lgn sudaro grup�e H � S (G) = Sn:
Funkcija f : G! H � Sn apibr_e�zta formule f (g) = Lg .
I�rodyta.
Pavyzdys1. Rombo simetrij�u grup_es i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.
Tegu G = fe; a; b; cg - rombo simetrij�u grup_e. �Cia e ir a pos�ukiai atitinkamai

0� ir 180� kampu, o b ir c simetrijos i�stri�zaini�u at�zvilgiu. Tada veiksm�u lentel_e
�sioje grup_eje

� e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e
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ir Le =

 
e a b c
e a b c

!
= id , La =

 
e a b c
a e c b

!
= (ea) (bc) , Lb = 

e a b c
b c e a

!
= (eb) (ac) , Lc =

 
e a b c
c b a e

!
= (ec) (ab) :

Pavyzdys2. Ciklin_es grup_es ( pvz. n-ojo laipsnio �sakn�u i�s 1 multiplikacin_es
grup_es) i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.

Tegu " - primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio
�saknis i�s vieneto yra primityviosios �saknies " laipsniai : "; "2; :::; "n�1; "n = 1 ir

L" =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"2 "3 "4 � � � "n "

!

L"2 =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"3 "4 "5 � � � "n+1 "n+2

!

ir t.t. Pavyzd�ziui, kai n = 6 turime rei�skim�a keitiniais:

L1 =

 
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1

!
= (123456)

L2 =

 
1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2

!
= (135) (246)

L3 =

 
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

!
= (14) (25) (36)

L4 =

 
1 2 3 4 5 6
5 6 1 2 3 4

!
= (153) (264)

L5 =

 
1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5

!
= (165432)

L6 =

 
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

!
= id:
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