KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

Paskaity ciklas remiasi tiek bendruoju algebros kursu, skaitomu informatikams
pirmame ir antrame semestruose, tiek ir diskretinés matematikos kursu, kuris
skirtas baigtinéms algebrinéms strukturoms, skaitomu informatikams teciajame
semestre.

1. Kuny plétiniai

Apibrezimas 1.1 Jeigu K C F ir K, F yra kunai ty paciy operacijy atzvilgiu,
tai kunas K vadinamas kuno F pokuniu, o kunas F vadinamas kuno K pléetiniu
ir Zymima F/K .

Prisiminkime vektorinés erdves apibrézima .

Apibrezimas 1.2 Vektorine erdve virs kuno K yra tokia adityvioji Abelio
grupé V., kad egzistuoja funkcija * : K x V. — V| pasiZyminti savybeémis:

1. (ab)*x =ax (bxx) su visais a,b € K ir x € V.

2. (a+b)*xx=a*xx+bxx suvisais a,b € K ir x € V.

3. a*x(x+y)=a*xx+bxy suvisais a,b € K ir v € V.

4. 1*x = su visais v € V.

Sekanti lema mums parodys, kad Zinios i$ tiesinés algebros kurso palengvina
musy kuny plétiniy tyrima.

Lema 1.3 Jeigu F/K yra kuno plétinys, tai F yra vektoriné erdvé virs K.

[rodymas. Kaip zinia, kunas F yra adityvioji Abelio grupé. Funkcija * :
K x F' — F galima apibrézti tokiu budu: k * ¢ = kz, ¢ia antroji sandauga
- tai kuno F' elementy sandauga. Dabar nesunku tiesiogiai patikrinti, kad taip
apibrézta funkcija * tenkina apibrézimo 1.2 savybes 1-4 ir tuo paciu F' tampa
vektorine erdve virs kuno K.

Irodyta.



Taigi, jeign F/K yra kuno plétinys, tai mes galime apibrézti sio plétinio
laipsni kaip vektorinés erdvés dimensija: [F: K| = dimg (F). Tokiu budu,
[l : K] yra vektorines erdvés F' virs kuno K bazéje esanciy elementy skaicius.

Prisiminkime. Tegu V yra vektoriné erdvé virs kuno K. Tegu B yra netuscias
V poaibis. Tada K — tiesiniu apvalkalu, generuotu aibe B ( arba tiesiog tiesiniu
apvalkalu) vadiname aibe, kurios elementais yra visos baigtinés tiesinés kombinaci-
jos

a1vy + -+ + ayv, su visais dq, ..., a, € K ir vy, ...,v, € B.

Aibé B vadinama tiesiskai nepriklausoma virs A" | jeigu su visais n € N ir
su visals vy, ..., v, € B vienintéliu lygties

a1+ -+ ayv, =0

sprendiniu ay, ..., a, € K atzvilgiu yra a; = a9y =--- =a, = 0.

Aibé B C V vadinama vektorinés erdvés V' K — baze ( arba tiesiog baze),
jeigu ji yra tiesiskai nepriklausoma virs K, ir tiesinis apvalkalas, generuotas aibe
B, sutampa su V.

Tegu dabar F/K yra kuno plétinys yra v € F. Zymeniu K (u) Zymésime
maziausia kuno F' pokuni, kuriame yra ir kunas K ir elementas u. Taigi su
kiekvienu kuno F' tokiu pokuniu E, kad K C F ir v € FE turime K (u) C
E. Plétini K (u) /K vadina paprastuoju plétiniu. Panagiai ir baigtiniui ele-
menty uy, ..., u, € F rinkiniui mes galime apibrézti kuna K (uq, ..., u,), kuris yra
maziausias kuno F' pokunis, kuriame yra ir kunas K ir elementai uy, ..., u,. Bendru
atveju, su kiekviena aibe X C F, mes galime apibrézti kuna K (X) kaip maziausia
kuno F' pokuni,kuriame yra ir kunas K ir aibe X.

Visy pirma, mes atidziau paziurésime i paprastuosius plétinius. Tegu dabar
F/K yra kuno plétinys ir v € F. Tada egzistuoja jver¢io homomorfizmas

n . n .
o+ K[2z] = F | apibréztas formule ¢, (Z a;x' ) = 3 a;u’ su visais n € N ir
su visais ag, ..., a, € K. ( Tikrai nesunku isitikinti, kad ¢, yra homomorfizmas,

pastebéjus, kad ¢, (p) = p(u) su visais p € K [z]. ) Beto, nesunku matyti, kad
Im¢, C K (u) , nes K (u) yra uzdaras tiek sudéties, tiek sandaugos atzvilgiu.

Apibrézimas 1.4 Tegu F/K yra kuno plétinys. Elementas u € F' vadina-
mas algebriniu vir§ kuno K |, jeigu egzistuoja toks nenulinis p € K [z] , kad



p(u) = 0. ( Tai ekvivalentu sqlygai ker (¢,) # 0. ) Elementas u € F vadinamas
transcendentiniu virs kuano K , jeigu jis néra algebrinis virs K. ( Tai ekvi-
valentu sglygai ker (¢,) = 0. ) Kunas F vadinamas algebriniu virs K, jeigu
visi kuno F elementai yra algebriniai virs K. Kunas F vadinamas transcen-
dentiniu virs K |, jeigu F néra algebrinis virs K.

Teorema 1.5 Tegu F'/K yra kuno plétinys ir u € F.

1. Jeigu u yra transcendentinis virs K, tai K (u) =2 K (x).

2. Jeigu u yra algebrinis virs K, tai K (v) = K [x]/(p) su visiskai apibréztu
neredukuojamu polinomu p € K [x]. Beto, aibé {1, u,u?,...,u" '}, éia

n=[K(u): K]=deg(p), yra K (u) bazé.

[rodymas. (1) Tegu u yra transcendentinis vir§ K. Tada su kiekvienu nenuliniu
polinomu ¢g € K [z] turime g (u) = ¢, (g) # 0 ir todél g (u) turi turéti atvirksting
elelmenty kune K (u) : t.y. su visais f,g € K [2] , kai g # 0 turime f (u) /g (u) €
K (u) . Dabar mes galime apibrézti homomorfizma ¢, : K (z) — K (u), ¢u (f/g) =
f(uw) /g (u) su visais f/g € K (x). ¢, yra netrivialusis homomorfizmas, todeél jis
yra monomorfizmas. Kadangi Im ¢, yra kiino K (u) pokiinis, kuriame yra ir u |
ir K, tai Im ¢, turi sutapti su K (u). Taigi ¢, yra izomorfizmas.

(2) Tegu u yra algebrinis virs K. Tada ker (¢,) = (p) su nenuliniu p € K [z].
Mes parodysime, kad p turi buti neredukuojamas ir tuo paciu (p) yra maksimalusis
idealas polinomy ziede K [z]. Jeigu priesingai, fg = psu f,g € K [z] ir deg f ir
deg g yra grieztai mazesni uz degp , tai f(u)g(u) = p(u) = 0. Bet F yra kunas
ir todél arba f (u) =0, arba g (u) =0, t.y. arba f € ker(¢,) , arba g € ker (¢,) .
Taigi, arba f = pq, arba g = pg su ¢ € K [z]. Bet tai priestarauja nelygybéms tarp
polinomuy p, f ir ¢ laipsniy ir tai rodo, kad polinomas turi buti neredukuojamas.

Kadangi p yra neredukuojamas, tai Im(¢,) = K [z]/(p) yra kunas, kuriame
yra ir kunas K ir elementas u. Mes turime Im(¢,) C K (u) C Im(¢,), todél
K ()2 K [2]/ (p).

Dabar parodysime, kad aibe U = {1, u,u?, ...,u" "'} yra K (u) bazé virs K, ¢ia
n = deg (p). Su kiekvienu w € K (u) egzistuoja toks f € K [z] , kad ¢, (f) = w.
[s Dalybos su liekana teoremos turime, kad f = pg+r, su ¢,r € K [z] it r = ag+
ayr+- - Fa,_ 2"t Ea ag, ay, ..., a,—; € K. Kadangi pq € ker (¢,) , tai turime, kad
w=¢,(f) =al+au+--+a,_1u""'. O tai rodo, kad U yra generuojanti K (u)
sistema. MazZa to, jeigu agl + aju + -+ + ap_u™ ' =0, &a ag,ay,...,a,_1 € K,
tai ap + a1x + -+ + a,_12"" " € ker(¢,). Kadangi paskutinio polinomo laipsnis
mazesnis uz polinomo p laipsni, tai batinai ag + ayx + -+ + a,_12"' = 0 (



maziausio laipsnio nenulinis polinomas, esantis ideale ker (¢,) yra p ). Gavome,
kad ag = ay =+ = a,_1 = 0 ir todel U yra tiesiskai nepriklausoma ir tuo paciu
K (u) baze.

Irodyta.

Jeigu F'/ K yra kuno plétinys ir « € F' yra algebrinis vir§ A, tai minimaliuoju
elemento u polinomu vadiname tokj vienintélj normuota neredukuojama poli-
noma p € K [z], kad p(u) = 0. Aisku, kad elemento v minimalusis polinomas yra
vienintélis normuotas idealo ker (¢, ) generatorius. Elemento u laipsniu virs K
vadinsime jo minimalaus polinomo p laipsni.

Svarbi paskutinés teoremos isvada yra ta, kad, jeigu u € F'/K yra n- ojo laip-
snio algebrinis elementas virs kuno K, tai kiekviena elementa ¢ € K (u) vienintéliu
bidu galima reiksti elementy 1, u, u?, ..., u" ! tiesine kombinacija

c=aol +aru+ -4 ap_u"t,
cla ag, ayy ..., a1 € K.

Pavyzdys. Nagrinekime F :Q(\B’/§) . Kadangi 2® — 2 yra neredukuojamas
virs Q, tai pagal Teorema 1.5 aibe {1, V2, \3/1} yra F' baze virs Q. Tada kiekvienas
elementas v € F' vienintéliu budu gali buti uzrasytas aibeés {1, V2, \3/1} elementy
tiesine kombinacija : v = ag + a2 + a2\3/1, Cla ag, ay, az €Q.

Dabar mes palyginsime ivairius kuno K pletinius. Visy pirma, mes pasin-
audosime ivercio homomorfizmu paprastiems algebriniams plétiniams klasifikuoti
izomorfizmo atzvilgiu.

Teorema 1.6 Tequ F/K ir F/K yra du kuno plétiniai, o uw € E ir v € F' yra
algebriniai elementai virs K. Sie elementai u ir v yra 3aknimis vieno ir to pacio
neredukuojamo polinomo p € K [z]| tada ir tik tada, kada egzistuoja toks kuny
izomorfizmas ¢ : K (u) = K (v), kad ¢ (u) = v ir ¢ (a) = a su visais a € K.

[rodymas. Tegu u ir v yra neredukuojamo p € K [z] aknys. Tada pagal
Teorema 1.5 ¢, ir ¢, indukuoja izomorfizmus ¢, : K [z] /(p) — K (u) ir ¢, :

K[z] /(p) = K (v) , kurie tenkina lygybes ¢, (z) = u , ¢, (a) = a it ¢, (z) = v,

by (a) = a su visais a € K. Taigi ¢ = ¢,¢;! yra ieskomasis homomorfizmas.



Priesingai, tegu egzistuoja izomorfizmas ¢ : K (u) — K (v). Tada ¢, = ¢, ir
ker (¢,) = ker (¢,) C K [z]. Bet K [2] — pagrindiniy idealy sritis, todél ker (¢,,) =
(p) , ¢ia p— neredukuojamas virs K polinomas , bei u ir v yra §io polinomo Saknys.

Irodyta.

Pagrindine Teoremos 1.6 isvada yra ta, kad paprastasis algebrinis plétinys
K (u) yra apibréztas vienareikdmiskai izomorfizmo tikslumu. Apie §j plétinj dar
sako, kad jis gaunamas prijungiant prie kuno K neredukuojamo polinomo p €
K [z] sakni. Nereikia galvoti, kad ,prijungus viena neredukuojamo polinomo
sakni, prijungsim ir likusias, t.y. paparastieji plétiniai K (u) ir K (v) i§ Teore-
mosl.6 ne visada sutampa. Pavyzdziu galéty buti neredukuojamas virs Q poli-
nomas x* — 2 . Aisku, kad plétinyje Q (\4/55 /Q , &a v2— aritmetiné ketvirto
laipsnio saknis i§ 2, néra kompleksiniy polinomo z*—2 sakny +£iv/2, t.y. Q (\4/5) +*
Q (Z\4/§) , nors §ie kunai ir yra izomorfiski.

Dabar mes jrodysime teorema, kuri nesunkiai leidzia mums nustatyti plétinio
algebriskuma.

Teorema 1.7 Jeigu F' yra baigtinio laipsnio kuno K plétinys, tai ' yra alge-
brinis kuno K plétinys, generuojamas baigtine aibe virs K.

[rodymas. Tegu [F': K| = n. Tada su kiekvienu v € F aibé {1,u,u?,...,u"}
, turinti n + 1 elementa, yra tiesiskai priklausoma, t.y. egzistuoja tokie ne visi
lygus nuliui ag, ay, ..., a, € K, kad

ag + a1t + - -+ au” =0,

o tal rodo, kad uw yra algebrinis virs K. Tai teisinga su kiekvienu v € F'ir
todél F' yra algebrinis virs K. Toliau, jeigu {vq,...,v,} yra F' bazé virs K| tai
F =K (vy,...,v,), 0 tai ir rodo, kad F' yra generuojamas baigtine aibe virs K.

Irodyta.

Atvirkstinis Teoremai 1.7 teiginys nera teisingas. Pavyzdziu galéty buti visy
algebriniy virs Q kompleksiniy skai¢iy aibé Q. Si aibé yra kunas, nes jeigu
a,B € Q, tai a+ B,a8,a7t, 37! priklauso Q(a, 3). Pagal Teorema 1.7 kiinas
Q(a, B) yra albebrinis kuino Q plétinys, todél visi nagrinéjamieji elementai prik-
lauso Q. Kuana Q vadina algebriniy skai¢iy kiinu. Turime, kad su kiekvienu
naturaliuoju pirminiu skai¢iumi p ir primityviaja p— ojo laipsnio saknimi i$ vieneto



¢ teisinga tai, kad Q(s) C Q ir [Q(s): Q] = p — 1. Taigi, plétinio laipsnis
[Q : Q} = 0.

Toliau, jeigu F/K yra kuno plétinys ir £ yra kuno F' pokunis, kuriame yra
kunas K, K C E C F| tal kunas I vadinamas tarpiniu kiinu.

Teorema 1.8 Tegu F/K yra kuno plétinys, o E yra tarpinis kunas. Tada
[F: K| =[F:F]|[E:K]ir[F: K] yra baigtinis tada ir tik tada, kada ir [F : F]
,ir [E 2 K] yra baigtiniai.

[rodymas. Tegu B yra FE bazé virs K, o B” yra F' bazé virs E. Dabar pakanka
parodyti, kad BB’ = {ay|x € B,y € B’} yra F bazé virs K ir |BB'| = |B|-|B’|.
Parodysime, kad B B’ generuoja F. Tegu z € F. Tada egzistuoja tokie yq, ..., y, €
B'ir ay,...,a, € F, kad z = 3 a;y; . Bet su kiekvienu a; € E egzistuoja tokie
=1

K3

T
Tin, - Tip, € Birciq,....¢0 € K, kad a; = Y ¢ ja;;. I8 ¢ia turime
J=1

ir todéel BB’ generuoja F.

Parodysime, kad BB’ yra tiesiskai nepriklausoma virs K. Tegu x4, ..., 2, € B,
Yty oY € Bl ir 11, ¢19, 000y € € K yra tokie, kad > 3 ¢ ;2;y; = 0. Aibe B’
i=1j7=1
yra tiesiskai nepriklausoma, todél su kiekvienu ¢ turime }° ¢;;2; = 0. Aibé B
=1

irgi yra tiesiskai nepriklausoma, todél ¢;; = 0 su visais ¢, j. Taigi, aibé BB’ yra
tiesiskai nepriklausoma ir todel F' baze virs K.
Irodyta.

Is Teoremos 1.5 turime: jeigu u € F' yra algebrinis elementas virs K, o E yra
tarpinis kunas, tai

[F(u): E] <K (u): K].

I tikryjy, jeigu [K (u) : K] = n, tai elemento « minimalusis polinomas p €
K [z] yra taip pat ir polinomas i§ F [¢]. Taigi, elementas u yra n-ojo laipsnio



polinomo virs kuno £ Saknis, todél v minimalaus polinomo vir§ £ laipsnis yra ne
didesnis uz n. Si pastaba padés mums irodyti

Teorema 1.9 Tegu F/K yra kuno plétinys, o E yra visy kuno F algebriniy
elementy virs K aibe. Tada E yra kuno pokunis, algebrinis virs K.

[rodymas. Tegu u,v € E yra nenuliniai. Tada

[K (u,v): K] = [K (u,v) : K (u)][K(u): K] < [K(v): K][K(u): K] < .
Pagal Teorema 1.7 turime, kad K (u,v) yra algebrinis vir§ K. Taigi K (u,v) C £
ir kadangi v — v,uv € K (u,v) C F, turime, kad F yra poziedis kune F. Turime
taip pat ir tai, kad su kiekvienu nenuliniu v € E elementas u™' € K (u) C F ir
todeél F yra kuno F' pokunis ir pagal apibrézima algebrinis virs K.

Irodyta.

Teorema 1.10 Tegu F'/K yra kuno plétinys, o E yra toks tarpinis kunas, kad
F yra algebrinis virs K, o E yra algebrinis virs K. Tada F yra algebrinis virs K.

[rodymas. Tegu u € F. Elementas u yra algebrinis virs E. todél egzistuoja
toks n € N 1ir tokie by, ..., b, € E, kad b,u" + -+ + bju; + b = 0. Kunas F yra
algebrinis virs K, todeél b; su visiais j yra algebrinis vir§ K ir tuo paciu virs bet
kurio tarpinio tarp F ir K kuno. Taigi, kuny sekoje

K g K (bo) g K (bo,bl) g e g K (bo, ,bn) g K (bo, ...,bn,U)

esantys kunai pagal Teorema 1.5 yra i§ kairés esanciy paprastieji algebriniai
plétiniai, nes kiekvieno i§ siy plétiniy laipsnis yra baigtinis. Tada pagal Teorema
1.8 turime

[K (boy ..., bpyu) : K] = [K (b, ..., by, u) 0 K (boy.oybyy )] -+ [K (bo) : K] < o0.

Pagal Teorema 1.7 K (bg, ..., b,, u) yra algebrinis vir§ K, tuo paciu ir u turi
buti algebriniu virs K.
Irodyta.

I§ irodytos Teoremos 1.10 turime svarbia visy algebriniy virs Q skaic¢iy kiino Q
savybe, kuri sugretina ji su kompleksiniy skai¢iy kunu. Tikrai, bet kuris nenulinio
laipsnio polinomas f (x) € Q[z] turi saknj kiine Q. Norédami tai parodyti, na-
grinékime kiiny granding: Q C Q C Q(a), ¢ia a— kompleksiné polinomo f ()
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saknis. Paprastasis pletinys Q (o) /Q yra algebrinis ir pagal Teorema 1.10 plétinys
Q () /Q irgi yra algebrinis, tuo paciu ir elementas a yra algebrinis virs Q, t.y.
Qo) =QiracQqQ.

Algebrinis kiino K plétinys K vadinamas algebriskai uzdaru kunu virs K,
jeigu bet kuris nenulinio laipsnio polinomas f (z) € K [z] turi saknj kiine K.

Q yra algebriskai uzdaras virs Q, bet C néra algebriskai uzdaras kiinas virs
Q( jis néra algebriskai uzdaras net virs Q): C yra algebriskai uzdaras virs R.

Svarbi savybe: virs bet kurio kuno K egzistuoja algebriskai uzdaras kunas ir
jis yra vienintélis plétiniy izomorfizmo tikslumu, t.y. jeigu K’ ir K yra algebriskai
uzdari virs K, tai egzistuoja toks kuny izomorfizmas ¢ : K’ — K", kad ¢ (a) = a
su visais a € K.



