
K�UNU� TEORIJA
2000 met�u rudens paskaitos

Paskait�u ciklas remiasi tiek bendruoju algebros kursu, skaitomu informatikams
pirmame ir antrame semestruose, tiek ir diskretin_es matematikos kursu, kuris
skirtas baigtin_ems algebrin_ems strukt�uroms, skaitomu informatikams te�ciajame
semestre.

1. K�un�u pl_etiniai

Apibr_e�zimas 1.1 Jeigu K � F ir K;F yra k�unai t�u pa�ci�u operacij�u at�zvilgiu,
tai k�unas K vadinamas k�uno F pok�uniu, o k�unas F vadinamas k�uno K pl_etiniu

ir �zymima F=K .

Prisiminkime vektorin_es erdv_es apibr_e�zim�a .

Apibr_e�zimas 1.2 Vektorin_e erdv_e vir�s k�uno K yra tokia adityvioji Abelio
grup_e V; kad egzistuoja funkcija � : K � V ! V; pasi�zyminti savyb_emis:

1. (ab) � x = a � (b � x) su visais a; b 2 K ir x 2 V:
2. (a+ b) � x = a � x+ b � x su visais a; b 2 K ir x 2 V:
3. a � (x+ y) = a � x+ b � y su visais a; b 2 K ir x 2 V:
4. 1 � x = x su visais x 2 V:

Sekanti lema mums parodys, kad �zinios i�s tiesin_es algebros kurso palengvina
m�us�u k�un�u pl_etini�u tyrim�a.

Lema 1.3 Jeigu F=K yra k�uno pl_etinys, tai F yra vektorin_e erdv_e vir�s K:

I�rodymas. Kaip �zinia, k�unas F yra adityvioji Abelio grup_e. Funkcij�a � :
K � F ! F galima apibr_e�zti tokiu b�udu: k � x = kx; �cia antroji sandauga
- tai k�uno F element�u sandauga. Dabar nesunku tiesiogiai patikrinti, kad taip
apibr_e�zta funkcija � tenkina apibr_e�zimo 1.2 savybes 1-4 ir tuo pa�ciu F tampa
vektorine erdve vir�s k�uno K:

I�rodyta.



Taigi, jeigu F=K yra k�uno pl_etinys, tai mes galime apibr_e�zti �sio pl_etinio
laipsni� kaip vektorin_es erdv_es dimensij�a: [F : K] = dimK (F ) : Tokiu b�udu,
[F : K] yra vektorin_es erdv_es F vir�s k�uno K baz_eje esan�ci�u element�u skai�cius.

Prisiminkime. Tegu V yra vektorin_e erdv_e vir�s k�unoK: TeguB yra netu�s�cias
V poaibis. Tada K� tiesiniu apvalkalu, generuotu aibe B ( arba tiesiog tiesiniu
apvalkalu) vadiname aib�e, kurios elementais yra visos baigtin_es tiesin_es kombinaci-
jos

a1v1 + � � �+ anvn su visais a1; :::; an 2 K ir v1; :::; vn 2 B:
Aib_e B vadinama tiesi�skai nepriklausoma vir�s K , jeigu su visais n 2 N ir

su visais v1; :::; vn 2 B vienint_eliu lygties

a1v1 + � � �+ anvn = 0

sprendiniu a1; :::; an 2 K at�zvilgiu yra a1 = a2 = � � � = an = 0:
Aib_e B � V vadinama vektorin_es erdv_es V K� baze ( arba tiesiog baze),

jeigu ji yra tiesi�skai nepriklausoma vir�s K; ir tiesinis apvalkalas, generuotas aibe
B; sutampa su V:

Tegu dabar F=K yra k�uno pl_etinys yra u 2 F: �Zymeniu K (u) �zym_esime
ma�ziausi�a k�uno F pok�uni�, kuriame yra ir k�unas K ir elementas u: Taigi su
kiekvienu k�uno F tokiu pok�uniu E; kad K � E ir u 2 E turime K (u) �
E: Pl_etini� K (u) =K vadina paprastuoju pl_etiniu. Pana�siai ir baigtiniui ele-
ment�u u1; :::; un 2 F rinkiniui mes galime apibr_e�zti k�un�a K (u1; :::; un) ; kuris yra
ma�ziausias k�uno F pok�unis, kuriame yra ir k�unas K ir elementai u1; :::; un: Bendru
atveju, su kiekviena aibe X � F;mes galime apibr_e�zti k�un�a K (X) kaip ma�ziausi�a
k�uno F pok�uni�,kuriame yra ir k�unas K ir aib_e X:

Vis�u pirma, mes atid�ziau pa�zi�ur_esime i� paprastuosius pl_etinius. Tegu dabar
F=K yra k�uno pl_etinys ir u 2 F: Tada egzistuoja i�ver�cio homomor�zmas

�u : K [x] ! F , apibr_e�ztas formule �u

�
nP
i=0

aix
i

�
=

nP
i=0

aiu
i su visais n 2 N ir

su visais a0; :::; an 2 K: ( Tikrai nesunku i�sitikinti, kad �u yra homomor�zmas,
pasteb_ejus, kad �u (p) = p (u) su visais p 2 K [x] : ) Beto, nesunku matyti, kad
Im�u � K (u) , nes K (u) yra u�zdaras tiek sud_eties, tiek sandaugos at�zvilgiu.

Apibr_e�zimas 1.4 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys. Elementas u 2 F vadina-
mas algebriniu vir�s k�uno K , jeigu egzistuoja toks nenulinis p 2 K [x] , kad
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p (u) = 0: ( Tai ekvivalentu s�alygai ker (�u) 6= 0: ) Elementas u 2 F vadinamas
transcendentiniu vir�s k�uno K , jeigu jis n_era algebrinis vir�s K: ( Tai ekvi-
valentu s�alygai ker (�u) = 0: ) K�unas F vadinamas algebriniu vir�s K, jeigu
visi k�uno F elementai yra algebriniai vir�s K: K�unas F vadinamas transcen-

dentiniu vir�s K , jeigu F n_era algebrinis vir�s K:

Teorema 1.5 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys ir u 2 F:
1. Jeigu u yra transcendentinis vir�s K; tai K (u) �= K (x) :
2. Jeigu u yra algebrinis vir�s K; tai K (u) �= K [x]= hpi su visi�skai apibr_e�ztu
neredukuojamu polinomu p 2 K [x] : Beto, aib_e f1; u; u2; :::; un�1g ; �cia
n = [K (u) : K] = deg (p) ; yra K (u) baz_e.

I�rodymas. (1) Tegu u yra transcendentinis vir�sK: Tada su kiekvienu nenuliniu
polinomu g 2 K [x] turime g (u) = �u (g) 6= 0 ir tod_el g (u) turi tur_eti atvirk�stini�
elelment�a k�une K (u) : t.y. su visais f; g 2 K [x] , kai g 6= 0 turime f (u) =g (u) 2
K (u) :Dabar mes galime apibr_e�zti homomor�zm�a ��u : K (x)! K (u) ; ��u (f=g) =
f (u) =g (u) su visais f=g 2 K (x) : ��u yra netrivialusis homomor�zmas, tod_el jis
yra monomor�zmas. Kadangi Im ��u yra k�uno K (u) pok�unis, kuriame yra ir u ,
ir K; tai Im ��u turi sutapti su K (u) : Taigi ��u yra izomor�zmas.

(2) Tegu u yra algebrinis vir�s K: Tada ker (�u) = hpi su nenuliniu p 2 K [x] :
Mes parodysime, kad p turi b�uti neredukuojamas ir tuo pa�ciu hpi yra maksimalusis
idealas polinom�u �ziede K [x] : Jeigu prie�singai, fg = p su f; g 2 K [x] ir deg f ir
deg g yra grie�ztai ma�zesni u�z deg p , tai f (u) g (u) = p (u) = 0: Bet F yra k�unas
ir tod_el arba f (u) = 0; arba g (u) = 0 , t.y. arba f 2 ker (�u) , arba g 2 ker (�u) :
Taigi, arba f = pq; arba g = pq su q 2 K [x]. Bet tai prie�starauja nelygyb_ems tarp
polinom�u p; f ir g laipsni�u ir tai rodo, kad polinomas turi b�uti neredukuojamas.

Kadangi p yra neredukuojamas, tai Im(�u) �= K [x] = hpi yra k�unas, kuriame
yra ir k�unas K ir elementas u: Mes turime Im(�u) � K (u) � Im(�u) ; tod_el
K (u) �= K [x] = hpi :

Dabar parodysime, kad aib_e U = f1; u; u2; :::; un�1g yra K (u) baz_e vir�s K; �cia
n = deg (p) : Su kiekvienu w 2 K (u) egzistuoja toks f 2 K [x] , kad �u (f) = w:
I�s Dalybos su liekana teoremos turime, kad f = pq+ r; su q; r 2 K [x] ir r = a0+
a1x+� � �+an�1xn�1; �cia a0; a1; :::; an�1 2 K:Kadangi pq 2 ker (�u) ; tai turime, kad
w = �u (f) = a01+a1u+ � � �+an�1un�1: O tai rodo, kad U yra generuojanti K (u)
sistema. Ma�za to, jeigu a01 + a1u+ � � � + an�1u

n�1 = 0 , �cia a0; a1; :::; an�1 2 K;
tai a0 + a1x + � � � + an�1x

n�1 2 ker (�u) : Kadangi paskutinio polinomo laipsnis
ma�zesnis u�z polinomo p laipsni�, tai b�utinai a0 + a1x + � � � + an�1x

n�1 = 0 (

3



ma�ziausio laipsnio nenulinis polinomas, esantis ideale ker (�u) yra p ). Gavome,
kad a0 = a1 = � � � = an�1 = 0 ir tod_el U yra tiesi�skai nepriklausoma ir tuo pa�ciu
K (u) baz_e.

I�rodyta.

Jeigu F=K yra k�uno pl_etinys ir u 2 F yra algebrinis vir�s K; taiminimaliuoju
elemento u polinomu vadiname toki� vienint_eli� normuot�a neredukuojam�a poli-
nom�a p 2 K [x] ; kad p (u) = 0: Ai�sku, kad elemento u minimalusis polinomas yra
vienint_elis normuotas idealo ker (�u) generatorius. Elemento u laipsniu vir�s K
vadinsime jo minimalaus polinomo p laipsni�.

Svarbi paskutin_es teoremos i�svada yra ta, kad, jeigu u 2 F=K yra n- ojo laip-
snio algebrinis elementas vir�s k�uno K; tai kiekvien�a element�a c 2 K (u) vienint_eliu
b�udu galima reik�sti element�u 1; u; u2; :::; un�1 tiesine kombinacija

c = a01 + a1u+ � � �+ an�1u
n�1;

�cia a0; a1; :::; an�1 2 K:

Pavyzdys. Nagrin_ekime F =Q
�

3
p
2
�
: Kadangi x3 � 2 yra neredukuojamas

vir�s Q, tai pagal Teorem�a 1.5 aib_e
n
1; 3
p
2; 3
p
4
o
yra F baz_e vir�s Q. Tada kiekvienas

elementas v 2 F vienint_eliu b�udu gali b�uti u�zra�sytas aib_es
n
1; 3
p
2; 3
p
4
o
element�u

tiesine kombinacija : v = a0 + a1
3
p
2 + a2

3
p
4; �cia a0; a1; a2 2Q.

Dabar mes palyginsime i�vairius k�uno K pl_etinius. Vis�u pirma, mes pasin-
audosime i�ver�cio homomor�zmu paprastiems algebriniams pl_etiniams klasi�kuoti
izomor�zmo at�zvilgiu.

Teorema 1.6 Tegu E=K ir F=K yra du k�uno pl_etiniai, o u 2 E ir v 2 F yra
algebriniai elementai vir�s K: �Sie elementai u ir v yra �saknimis vieno ir to pa�cio
neredukuojamo polinomo p 2 K [x] tada ir tik tada, kada egzistuoja toks k�un�u
izomor�zmas  : K (u)! K (v) ; kad  (u) = v ir  (a) = a su visais a 2 K:

I�rodymas. Tegu u ir v yra neredukuojamo p 2 K [x] �saknys. Tada pagal
Teorem�a 1.5 �u ir �v indukuoja izomor�zmus ��u : K [x] = hpi ! K (u) ir ��v :
K [x] = hpi ! K (v) , kurie tenkina lygybes ��u (x) = u , ��u (a) = a ir ��v (x) = v ,
��u (a) = a su visais a 2 K: Taigi  = ��v ��

�1

u yra ie�skomasis homomor�zmas.
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Prie�singai, tegu egzistuoja izomor�zmas  : K (u)! K (v) : Tada  �u = �v ir
ker (�u) = ker (�v) � K [x] : Bet K [x] � pagrindini�u ideal�u sritis, tod_el ker (�u) =
hpi ; �cia p� neredukuojamas vir�s K polinomas , bei u ir v yra �sio polinomo �saknys.

I�rodyta.

Pagrindin_e Teoremos 1.6 i�svada yra ta, kad paprastasis algebrinis pl_etinys
K (u) yra apibr_e�ztas vienareik�smi�skai izomor�zmo tikslumu. Apie �si� pl_etini� dar
sako, kad jis gaunamas prijungiant prie k�uno K neredukuojamo polinomo p 2
K [x] �sakni�. Nereikia galvoti, kad ,prijungus vien�a neredukuojamo polinomo
�sakni�, prijungsim ir likusias, t.y. paparastieji pl_etiniai K (u) ir K (v) i�s Teore-
mos1.6 ne visada sutampa. Pavyzd�ziu gal_et�u b�uti neredukuojamas vir�s Q poli-
nomas x4 � 2 . Ai�sku, kad pl_etinyje Q

�
4
p
2
�
=Q , �cia 4

p
2� aritmetin_e ketvirto

laipsnio �saknis i�s 2; n_era kompleksini�u polinomo x4�2 �sakn�u�i 4
p
2, t.y. Q

�
4
p
2
�
6=

Q
�
i 4
p
2
�
; nors �sie k�unai ir yra izomor��ski.

Dabar mes i�rodysime teorem�a, kuri nesunkiai leid�zia mums nustatyti pl_etinio
algebri�skum�a.

Teorema 1.7 Jeigu F yra baigtinio laipsnio k�uno K pl_etinys, tai F yra alge-
brinis k�uno K pl_etinys, generuojamas baigtine aibe vir�s K:

I�rodymas. Tegu [F : K] = n: Tada su kiekvienu u 2 F aib_e f1; u; u2; :::; ung
, turinti n + 1 element�a, yra tiesi�skai priklausoma, t.y. egzistuoja tokie ne visi
lyg�us nuliui a0; a1; :::; an 2 K; kad

a0 + a1u+ � � �+ anu
n = 0;

o tai rodo, kad u yra algebrinis vir�s K: Tai teisinga su kiekvienu u 2 F ir
tod_el F yra algebrinis vir�s K: Toliau, jeigu fv1; :::; vng yra F baz_e vir�s K; tai
F = K (v1; :::; vn) ; o tai ir rodo, kad F yra generuojamas baigtine aibe vir�s K:

I�rodyta.

Atvirk�stinis Teoremai 1.7 teiginys n_era teisingas. Pavyzd�ziu gal_et�u b�uti vis�u
algebrini�u vir�s Q kompleksini�u skai�ci�u aib_e �Q. �Si aib_e yra k�unas, nes jeigu
�; � 2 �Q; tai � + �; ��; ��1; ��1 priklauso Q(�; �) : Pagal Teorem�a 1.7 k�unas
Q(�; �) yra albebrinis k�uno Q pl_etinys, tod_el visi nagrin_ejamieji elementai prik-
lauso �Q. K�un�a �Q vadina algebrini�u skai�ci�u k�unu. Turime, kad su kiekvienu
nat�uraliuoju pirminiu skai�ciumi p ir primityvi�aja p� ojo laipsnio �saknimi i�s vieneto
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& teisinga tai, kad Q(&) � �Q ir [Q (&) : Q] = p � 1: Taigi, pl_etinio laipsnish
�Q : Q

i
=1:

Toliau, jeigu F=K yra k�uno pl_etinys ir E yra k�uno F pok�unis, kuriame yra
k�unas K; K � E � F; tai k�unas E vadinamas tarpiniu k�unu.

Teorema 1.8 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys, o E yra tarpinis k�unas. Tada
[F : K] = [F : E] [E : K] ir [F : K] yra baigtinis tada ir tik tada, kada ir [F : E]
, ir [E : K] yra baigtiniai.

I�rodymas. Tegu B yra E baz_e vir�s K; o B0 yra F baz_e vir�s E: Dabar pakanka
parodyti, kad BB0 = fxyjx 2 B; y 2 B0g yra F baz_e vir�s K ir jBB0j = jBj � jB0j :

Parodysime, kadBB0 generuoja F:Tegu z 2 F:Tada egzistuoja tokie y1; :::; yn 2
B0 ir a1; :::; an 2 E; kad z =

nP
i=1

aiyi . Bet su kiekvienu ai 2 E egzistuoja tokie

xi;1; :::xi;ri 2 B ir ci;1; :::; ci;ri 2 K; kad ai =
riP
j=1

ci;jxi;j: I�s �cia turime

z =
nX
i=1

0
@ riX
j=1

ci;j (xi;jyi)

1
A

ir tod_el BB0 generuoja F:
Parodysime, kad BB0 yra tiesi�skai nepriklausoma vir�s K: Tegu x1; :::; xm 2 B;

y1; :::; yn 2 B0 ir c1;1; c1;2; :::; cm;n 2 K yra tokie, kad
nP
i=1

mP
j=1

ci;jxiyj = 0: Aib_e B0

yra tiesi�skai nepriklausoma, tod_el su kiekvienu i turime
mP
j=1

ci;jxj = 0: Aib_e B

irgi yra tiesi�skai nepriklausoma, tod_el ci;j = 0 su visais i; j: Taigi, aib_e BB0 yra
tiesi�skai nepriklausoma ir tod_el F baz_e vir�s K:

I�rodyta.

I�s Teoremos 1.5 turime: jeigu u 2 F yra algebrinis elementas vir�s K; o E yra
tarpinis k�unas, tai

[E (u) : E] � [K (u) : K] :

I�s tikr�uj�u, jeigu [K (u) : K] = n; tai elemento u minimalusis polinomas p 2
K [x] yra taip pat ir polinomas i�s E [x] : Taigi, elementas u yra n-ojo laipsnio
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polinomo vir�s k�uno E �saknis, tod_el u minimalaus polinomo vir�s E laipsnis yra ne
didesnis u�z n: �Si pastaba pad_es mums i�rodyti

Teorema 1.9 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys, o E yra vis�u k�uno F algebrini�u
element�u vir�s K aib_e. Tada E yra k�uno pok�unis, algebrinis vir�s K:

I�rodymas. Tegu u; v 2 E yra nenuliniai. Tada
[K (u; v) : K] = [K (u; v) : K (u)] [K (u) : K] � [K (v) : K] [K (u) : K] < 1:

Pagal Teorem�a 1.7 turime, kad K (u; v) yra algebrinis vir�s K: Taigi K (u; v) � E
ir ,kadangi u� v; uv 2 K (u; v) � E; turime, kad E yra po�ziedis k�une F: Turime
taip pat ir tai, kad su kiekvienu nenuliniu u 2 E elementas u�1 2 K (u) � E ir
tod_el E yra k�uno F pok�unis ir pagal apibr_e�zim�a algebrinis vir�s K:

I�rodyta.

Teorema 1.10 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys, o E yra toks tarpinis k�unas, kad
F yra algebrinis vir�s E; o E yra algebrinis vir�s K: Tada F yra algebrinis vir�s K:

I�rodymas. Tegu u 2 F: Elementas u yra algebrinis vir�s E; tod_el egzistuoja
toks n 2 N ir tokie b0; :::; bn 2 E; kad bnu

n + � � � + b1u1 + b0 = 0: K�unas E yra
algebrinis vir�s K; tod_el bj su visiais j yra algebrinis vir�s K ir tuo pa�ciu vir�s bet
kurio tarpinio tarp E ir K k�uno. Taigi, k�un�u sekoje

K � K (b0) � K (b0; b1) � : : : � K (b0; :::; bn) � K (b0; :::; bn; u)

esantys k�unai pagal Teorem�a 1.5 yra i�s kair_es esan�ci�u paprastieji algebriniai
pl_etiniai, nes kiekvieno i�s �si�u pl_etini�u laipsnis yra baigtinis. Tada pagal Teorem�a
1.8 turime

[K (b0; :::; bn; u) : K] = [K (b0; :::; bn; u) : K (b0; :::; bn; )] � � � [K (b0) : K] <1:

Pagal Teorem�a 1.7 K (b0; :::; bn; u) yra algebrinis vir�s K; tuo pa�ciu ir u turi
b�uti algebriniu vir�s K:

I�rodyta.

I�s i�rodytos Teoremos 1.10 turime svarbi�a vis�u algebrini�u vir�s Q skai�ci�u k�uno �Q
savyb�e, kuri sugretina ji� su kompleksini�u skai�ci�u k�unu. Tikrai, bet kuris nenulinio
laipsnio polinomas f (x) 2 �Q [x] turi �sakni� k�une �Q: Nor_edami tai parodyti, na-
grin_ekime k�un�u grandin�e: Q � �Q � �Q (�) ; �cia �� kompleksin_e polinomo f (x)
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�saknis. Paprastasis pl_etinys �Q (�) =�Q yra algebrinis ir pagal Teorem�a 1.10 pl_etinys
�Q (�) =Q irgi yra algebrinis, tuo pa�ciu ir elementas � yra algebrinis vir�s Q; t.y.
�Q (�) = �Q ir � 2 �Q:

Algebrinis k�uno K pl_etinys �K vadinamas algebri�skai u�zdaru k�unu vir�s K;
jeigu bet kuris nenulinio laipsnio polinomas f (x) 2 K [x] turi �sakni� k�une �K:

�Q yra algebri�skai u�zdaras vir�s Q, bet C n_era algebri�skai u�zdaras k�unas vir�s
Q( jis n_era algebri�skai u�zdaras net vir�s �Q): C yra algebri�skai u�zdaras vir�s R.

Svarbi savyb_e: vir�s bet kurio k�uno K egzistuoja algebri�skai u�zdaras k�unas ir
jis yra vienint_elis pl_etini�u izomor�zmo tikslumu, t.y. jeiguK 0 irK 00 yra algebri�skai
u�zdari vir�s K; tai egzistuoja toks k�un�u izomor�zmas  : K 0 ! K 00; kad  (a) = a
su visais a 2 K:
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