
Paskait�u ciklas apie k�unus
Turinys

1. K�un�u pl_etiniai.
2. Galua grup_es.
3. Polinom�u Galua grup_es.
4. Fundamentalioji Galua teorijos teorema.
5. Separabilusis ir normalusis pl_etiniai.
6. Lyg�ci�u i�ssprend�ziamumas radikalais ir klasikiniai br_e�zimo u�zdaviniai.
7. Grupi�u teorijos klausimai:
7.1. Transformacij�u grup_es.
7.2. Laisvoji grup_e.
7.3. Baigtin_es Abelio grup_es.
7.4. Baigtinio rango Abelio grup_es.
7.5. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija.

Literat�ura.

1. K.Bulota, P. Survila. Algebra ir skai�ci�u teorija.
2. B.L.Van Der Waerden. Algebra.
3. R.Grigutis. Baigtin_es algebrin_es strukt�uros.

I�sankstin_es �zinios.

Tai algebros paskait�u kursas skirtas MIF informatikos specialyb_es magistrams.
�Siose paskaitose d_estomi k�un�u pl_etini�u teorijos klausimai, i�ssprend�ziantys alge-
brini�u lyg�ci�u i�ssprend�ziamumo radikalais klausim�a, taip pat nema�zai klasikini�u
br_e�zimo tik skriestuvu ir liniuote u�zdavini�u. Nors paskaitose stengtasi pateikti vi-
sus reikalingus apibr_e�zimus ir naudojam�u teigini�u formuluotes, reikt�u, kad klausy-
tojas b�ut�u susipa�zin�es su bendruoju algebros kursu, skaitomu MIF informatikams
pirm�ajame ir antr�ajame semestruose, o taip pat diskretin_es matematikos( antrasis
kurso pavadinimas: diskretin_es algebrin_es strukt�uros) kursu, skaitomu MIF infor-
matikams tre�ci�ajame semestre. Dabar nor_et�usi priminti tas savokas ir teiginius i�s
min_et�u kurs�u, kuriais da�zniausiai remsim_es savo tolesniuose samprotavimuose.



�GRUP _ES
�Grup_es apibr_e�zimas ir pavyzd�ziai.

Liekan�u klasi�u adicin_e grup_e Zn;primityvi�uj�u klasi�u multiplikacin_e grup_e Um;
jUmj = ' (m) :

Vieneto �sakn�u multiplikacin_e grup_e U(n):

� Homomor�zmas ir izomor�zmas.
� Normalusis pogrupis

Apibr_e�zimas. Grup_es A pogrupis vadinamas normaliuoju, jeigu visiems
a 2 A

a �B = B � a

Normaliojo pogrupio po�zymis: a �B � a�1 � B:
Svarbiausia normali�uj�u pogrupi�u savyb_e yra ta, kad grup_es A sluoksni�u nor-

maliojo pogrupio B at�zvilgiu aib_eje ( �zymuo A=B ) galima apibr_e�zti grup_es
strukt�ur�a.

Beto, bet kurio grupi�u homomor�zmo branduolys yra normalusis pogrupis ir
bet kuris normalusis pogrupis yra homomor�zmo branduolys:

Teorema( homomor�zm�u teorema grup_ems). Tegu f : A ! B yra
grupi�u homomor�zmas. Tada egzistuoja vienint_elis homomor�zmas �f : A= kerf
! B , kurio d_eka diagrama

A
f
! B

&
p

%
�f

A= ker f

yra komutatyvi, t.y. f = �f � p; �f yra grupi�u A= kerf ir f (A) izomor�zmas, o
p� siurjektyvusis homomor�zmas.

� Izomor�zmas U(n) � Zn; �
�
"k
�
= k (modn)

� Ciklin_es grup_es ( begalin_es c.g. izomor��skos Z; baigtin_es - Zn ):

Funkcijos 'n : Zn ! hain ; 'n

�
�k
�
= ak ir '0 : Z ! hai ; '0 (k) = ak yra

izomor�zmai.
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� simetrin_e grup_e Sn; alternuojanti grup_e An;
Dar vienas izomor�zmas Sn=An � C2:

� A.Cayley teorema apie tai, kad kiekviena baigtin_e grup_e yra izomor��ska
simetrin_es grup_es pogrupiui.

Apibr_e�zimas.Tegu � , � - keitiniai aib_eje V. Keitini�u sandauga � = � � �
vadinsime keitini�, apibr_e�zt�a lygybe

� (vi) = � (� (vi)) , 8vi 2 V:

Pasteb_esime, kad taip apibr_e�zta sandauga yra funkcij�u kompozicija. Ji n_era
komutatyvi.

Pavyzdys. Kai � =

 
v1 v2 v3
v3 v2 v1

!
, o � =

 
v1 v2 v3
v3 v1 v2

!
, tai

� � � =

 
v1 v2 v3
v2 v1 v3

!
6=

 
v1 v2 v3
v1 v3 v2

!
= � � � .

Ta�ciau, keitinio � kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi ciklai komu-
tuoja poromis.

Teiginys.Tegu S(V) - vis�u keitini�u aib_e aib_eje V . Tada (S (V ) ; �) - grup_e.
Teorema(A.Cayley). Tegu (G; �) yra baigtin_e grup_e, turinti n element�u.

Tada egzistuoja funkcija

f : G ! S (G) = Sn;

tenkinanti savybes

f (g1) = f (g2)() g1 = g2; (injektyvumas)
f (g � h) = f (g) � f (h) : (homomor�zmas)

I�rodymas.8a 2 G konstruojame keitini� La : G ! G , La(g) = g � a . Taigi
La 2 Sn:

Turime aibi�u lygyb�e

fg1; g2; :::; gng = fg1 � a; g2 � a; :::; gn � ag = G:
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Turime
1) La 2 Sn;
2) L�1

a = La�1;
3) La�b (g) = g � (a � b) = (g � a) � b = Lb (La (g)) = (La � Lb) (g) ; taigi, La�b =

La � Lb:
Gavome, kad keitiniai Lg1 ; Lg2; :::; Lgn sudaro grup�e H � S (G) = Sn:
Funkcija f : G! H � Sn apibr_e�zta formule f (g) = Lg .
I�rodyta.
Pavyzdys1. Rombo simetrij�u grup_es i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.
Tegu G = fe; a; b; cg - rombo simetrij�u grup_e. �Cia e ir a pos�ukiai atitinkamai

0� ir 180� kampu, o b ir c simetrijos i�stri�zaini�u at�zvilgiu. Tada veiksm�u lentel_e
�sioje grup_eje

� e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

ir Le =

 
e a b c
e a b c

!
= id , La =

 
e a b c
a e c b

!
= (ea) (bc) , Lb = 

e a b c
b c e a

!
= (eb) (ac) , Lc =

 
e a b c
c b a e

!
= (ec) (ab) :

Pavyzdys2. Ciklin_es grup_es ( pvz. n-ojo laipsnio �sakn�u i�s 1 multiplikacin_es
grup_es) i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.

Tegu " - primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio
�saknis i�s vieneto yra primityviosios �saknies " laipsniai : "; "2; :::; "n�1; "n = 1 ir

L" =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"2 "3 "4 � � � "n "

!

L"2 =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"3 "4 "5 � � � "n+1 "n+2

!

ir t.t. Pavyzd�ziui, kai n = 6 turime rei�skim�a keitiniais:

L1 =

 
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1

!
= (123456)
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L2 =

 
1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2

!
= (135) (246)

L3 =

 
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

!
= (14) (25) (36)

L4 =

 
1 2 3 4 5 6
5 6 1 2 3 4

!
= (153) (264)

L5 =

 
1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5

!
= (165432)

L6 =

 
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

!
= id:

��ZIEDAI.
� �Ziedo apibr_e�zimas ir pavyzd�ziai :
� polinom�u �ziedas ;
� Idealas, K [x] - pagrindini�u ideal�u sritis,
� Faktor�ziedis ir homomor�zm�u teorema �ziedams.

Teorema (homomor�zm�u teorema �ziedams).
Jeigu ' : R! S yra �ziedo R homomor�zmas ant �ziedo S; tai Ker ' - idealas

ir S � R=Ker' :
Jeigu J � R yra idealas, tai � : R! R=J , � (a) = a+ J yra �zied�u homomor-

�zmas, kurio branduolys Ker � = J:

Teorema. Tegu f (x) 2 K [x] : Faktor�ziedis K [x] = (f) yra k�unas tada ir tik
tada, kai f� neredukuojamas vir�s k�uno K polinomas.

� K�UNAI
�K�uno apibr_e�zimas ir pavyzd�ziai:
� k�uno charakteristika ir pirminai k�unai.
� Baigtiniai k�unai.
� Racionali�uj�u funkcij�u k�unas K (x) :

Apibr_e�zimas.Tegu K� k�unas. Trupmen�u aib_eje(
f (x)

g (x)
jf (x) ; g (x) 2 K [x] ; g (x) 6� 0

)
; kurioje

f1
g1

=
f2
g2
() f1g2 = f2g1 ( tai

ekvivalentumo s�ary�sis, i�rodyti!), apibr_e�zus dvi operacijas:
f1
g1

+
f2
g2

=
f1g2 + f2g1

g1g2
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ir
f1
g1
�
f2
g2

=
f1 � f2
g1 � g2

gauname racionali�uj�u funkcuj�u k�un�a K (x)

� VEKTORIN _ES ERDV _ES.
�Vektorin_e erdv_e: apibr_e�zimas, tiesi�ska vektori�u priklausomyb_e, tiesinis apval-

kalas, baz_e.
� Faktorerdv_e
� Tiesinis atvaizdis, jo Im ir Ker .
� Baigtinio matavimo vektorini�u erdvi�u izomor�zmas aritmetiniai erdvei.
� Izomor�zmo teorema vektorin_ems erdv_ems.

Teorema apie izomor�zm�a. Tegu A : U ! V � tiesinis atvaizdis. Poerdvis
imA izomor�nis faktorerdvei U= kerA .

I�rodymas. Apibr_e�zkime funkcij�a i : U= kerA ! imA formule i (�u) = A (u) :
Parodysime, kad tai ir yra ie�skomas izomor�zmas.

Funkcija i yra tiesinis atvaizdis:
i (a1�u1 + a2�u2) = i (a1u1 + a2u2) = A (a1u1 + a2u2) = a1A (u1) + a2A (u2) =

a1i (�u1) + a2i (�u2) :
Tiesinis atvaizdis i yra monomor�zmas:
i (�u) = 0 ,A (u) = 0, u 2 kerA, �u = �0:
Tiesinis atvaizdis i yra epimor�zmas:
su kiekvienu v 2 imA egzistuoja u 2 U; kad A (u) = v; t.y. i (�u) = A (u) = v:
I�rodyta.
Teorema apie izomor�zm�a da�znai rei�skiama tokia komutatyvia diagrama:

U
A
�! V

&p i %
U= kerA

;

�cia p (u) = �u; i (�u) = A (u) ; taigi, A (u) = i (p (u)) :
Pastaba. Paskutini�uj�u teorem�u d_eka matome, kaip gal_etume m�astyti faktor-

erdv�e. Kiekvienam vektorin_es erdv_es poerdviui galime apibr_e�zti tiesini� atvaizdi�,
kurio vaizdas yra �sis poerdvis, o branduolys - poerdvio tiesioginys papildinys. Pa-
gal teorem�a apie izomor�zm�a faktorerdv�e galime m�astyti kaip poerdvio tiesiogini�
papildini�.
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Teorema. Vektorin_e erdv_e U; k ,dimU = n; yra izomor�n_e aritmetinei erdvei
kn .

I�rodymas.Tegu vektori�u sistema v1; :::; vn� vektorin_es erdv_es U baz_e.
Apibr_e�zkime tiesini� atvaizdi� A : kn ! U formule

A

0
B@ a1
� � �
an

1
CA = (v1; :::; vn)

0
B@ a1
� � �
an

1
CA :

imA = U; nes sistema v1; :::; vn� generuojanti erdv�e U sistema.
kerA = 0; nes sistema v1; :::; vn� tiesi�skai nepriklausoma sistema.
Gavome, kad U yra izomor�n_e aritmetinei erdvei kn:
I�rodyta.

Pastaba. U � kn; bet �sis izomor�zmas n_era kanoninis,- jis priklauso nuo
bazi�u.

Paskutinioji teorema rodo, kad baigtin_es dimensijos vektorin�e erdv�e galima
reik�sti aritmetin_es erdv_es elementais, t.y. stulpeliais: �1u1 + � � � + �nun !0
B@ �1

� � �
�n

1
CA :

:
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