Paskaity ciklas apie kinus
Turinys

Kuny plétiniai.

Galua grupes.

Polinomy Galua grupes.

Fundamentalioji Galua teorijos teorema.

Separabilusis ir normalusis plétiniai.

Lygciy issprendziamumas radikalais ir klasikiniai brézimo uzdaviniai.
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7. Grupiy teorijos klausimai:

7.1. Transformacijy grupes.

7.2. Laisvoji grupe.

7.3. Baigtines Abelio grupes.

7.4. Baigtinio rango Abelio grupes.
7.5. Mazos eilés grupiy klasifikacija.
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Isankstinés Zinios.

Tai algebros paskaity kursas skirtas MIF informatikos specialybés magistrams.
Siose paskaitose déstomi kunuy plétiniy teorijos klausimai, issprendziantys alge-
briniy lygciy issprendziamumo radikalais klausima, taip pat nemazai klasikiniy
brezimo tik skriestuvu ir liniuote uzdaviniy. Nors paskaitose stengtasi pateikti vi-
sus reikalingus apibrézimus ir naudojamuy teiginiy formuluotes, reikty, kad klausy-
tojas buty susipazines su bendruoju algebros kursu, skaitomu MIF informatikams
pirmajame ir antrajame semestruose, o taip pat diskretinés matematikos( antrasis
kurso pavadinimas: diskretinés algebrinés strukturos) kursu, skaitomu MIF infor-
matikams trecigjame semestre. Dabar noretysi priminti tas savokas ir teiginius is
minéty kursy, kurials dazniausiai remsimes savo tolesniuose samprotavimuose.



OGRUPLES

oeGrupes apibrézimas ir pavyzdziai.

Liekany klasiy adicine grupe Z,,primityviyju klasiy multiplikacine grupé U,,,

[Un| = @ (m).

Vieneto sakny multiplikaciné grupe U(n).

e Homomorfizmas ir izomorfizmas.
e Normalusis pogrupis

Apibrezimas. Grupés A pogrupis vadinamas normaliuoju, jeigu visiems
a€c A

a-B=FB-a

Normaliojo pogrupio pozymis: «- B-a™! C B.

Svarbiausia normaliyjuy pogrupiy savybeé yra ta, kad grupés A sluoksniy nor-
maliojo pogrupio B atzvilgiu aibéje ( Zymuo A/B ) galima apibrézti grupés
struktura.

Beto, bet kurio grupiy homomorfizmo branduolys yra normalusis pogrupis ir
bet kuris normalusis pogrupis yra homomorfizmo branduolys:

Teorema( homomorfizmy teorema grupéms). Tegu f : A — B yra
grupiy homomorfizmas. Tada egzistuoja vienintélis homomorfizmas f : A/ ker f
— B, kurio déka diagrama

A B
» 7
Al ker f

yra komutatyvi, t.y. f = f-p, f yra grupiy A/ ker f ir f(A) izomorfizmas, o
p& siurjektyvusis homomorfizmas.

e [zomorfizmas U(n) ~ 7, « (5’“) =k (modn)

e Ciklinés grupeés ( begalinés c.g. izomorfiskos 7, baigtinés - 7, ):

Funkcijos ¢, @ Z, — (a), ,¢n (l%) = a"ir pg 1 Z = (a),po (k) = a* yra
izomorfizmai.



e simetriné grupe 5,,; alternuojanti grupe A,;
Dar vienas izomorfizmas S, /A, &~ Cs.

o A.Cayley teorema apie tai, kad kiekviena baigtine grupé yra izomorfiska
simetrinés grupés pogrupiui.

Apibrezimas. Tegu 7 , p - keitiniai aibéje V. Keitiniy sandauga o = wo p
vadinsime keiting, apibréztg lygybe

o(vi)=p(m(v)), Vv, € V.

Pastebésime, kad taip apibrézta sandauga yra funkcijy kompozicija. Ji néra
komutatyvi.

Pavyzdys. KaiW:(Ul 2 U?’),o,o:(v1 2 U?’),tai

vz U2 U1 vz U1 U2
. U1 vy Us U1 vy Us .

Top= Vo2 U1 Us 7£ V1 V3 Uy —pem.

Taciau, keitinio 7 kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi ciklai komu-
tuoja poromis.

Teiginys. Teqgu S(V) - visy keitiniy aibé aibéje V. Tada (S (V),0) - grupé.

Teorema(A.Cayley). Tegu (G,-) yra baigtiné grupé, turinti n elementy.
Tada egzistuoja funkcija

f:G—=S5G)=S

n?

tenkinanti savybes

flg)=f(g) = a=
flg-h)=f(g)of(h).

[rodymas.Va € G konstruojame keitini L, : G — G, L,(g) = ¢g-a . Taigi
L, e S,.
Turime aibiy lygybe

g2, (injektyvumas)
(homomorfizmas)

{917927 7gn} = {gl c4,g2 Cy..yGp e Cl} =G



Turime

1) L, € Sy,

2) L;l = Ly4-1,

3) Lab(g) = g-(a-b)=(g-a) b= Ly(La(g)) = (La o Ls)(g), taigi, Loy =
La 0 Lb.

Gavome, kad keitiniai L,,, L,,, ..., L, sudaro grupe H C S (G) = S,,.

Funkcija f: G — H C S, apibrézta formule f(¢) = L, .

[rodyta.

Pavyzdysl. Rombo simetriju grupes idéjimas i simetrine grupe.

Tegu G = {e,a,b, ¢} - rombo simetrijy grupé. Cia e ir a posikiai atitinkamai
0° ir 180° kampu, o b ir ¢ simetrijos istrizainiy atzvilgiu. Tada veiksmy lentele
Sioje grupeje

e a b ¢
e e a b ¢
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c c b a e

) e a b ¢ . e a b ¢
lrLez(eabc):ld’L“:( cb):(ea)(bc),Lb:

a e
e a b ¢ e a b ¢
(b . a)—(eb)(ac),Lc—(c b o e)—(ec)(ab).
Pavyzdys2. Ciklinés grupés ( pvz. n-ojo laipsnio Sakny i§ 1 multiplikacinés
grupés) idéjimas i simetrine grupe.
Tegu ¢ - primityvioji n-ojo laipsnio saknis i$ vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio

Saknis i§ vieneto yra primityviosios saknies ¢ laipsniai : ¢,&2,...,e"" 1" = 1 ir
Y gt gn
} e? &3 &t " e
I € 52 53 a,_:n—l ch
2 —
€ 53 54 55 . €n+1 €n+2

ir t.t. Pavyzdziui, kai n = 6 turime reiskima keitiniais:

123456
Ll_(Q s 450 1)_(123456)
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Lzz(il,) L g):(135)(246)
L=(4 301 as) e
L4=(é R i):(153)(264)
):(165432)

= 1d.
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©ZIEDAL

e Ziedo apibrézimas ir pavyzdziai :

e polinomy ziedas ;

o Idealas, K [z] - pagrindiniy idealy sritis,

e Faktorziedis ir homomorfizmy teorema ziedams.

Teorema (homomorfizmy teorema ziedams).

Jeigu ¢ : R — S yra ziedo R homomorfizmas ant ziedo S, tai Ker ¢ - idealas
it S~ R/gerp -

Jeigu J C R yraidealas, tai ¢ : R — R/; , ¢ (a) = a + J yra ziedy homomor-
fizmas, kurio branduolys Ker ¢ = J.

Teorema. Tegu f (z) € K [z]. Faktorziedis K [x]/(f) yra kunas tada ir tik
tada, kai f< neredukuojamas virs kuno K polinomas.

& KUNAI

eKiino apibrézimas ir pavyzdziai:

e kuno charakteristika ir pirminai kunai.
e Baigtiniai kunai.

e Racionaliyjy funkcijy kunas K (x).

Apibrézimas.Tegu K< kunas. Trupmeny aibéje

x . .. .
000 € Kot 20} karioje L= £ s i g
g(x) g1 92
ekvivalentumo sarysis, irodyti!), apibrézus dvi operacijas: é + é = M
g1 92 9192



S b B f

= gauname racionaliyjy funkcujy kuna K ()
g g2 G192
© VEKTORINES ERDVES.
eVektoriné erdvé: apibrézimas, tiesiska vektoriy priklausomybe, tiesinis apval-
kalas, baze.
o Faktorerdve
e Tiesinis atvaizdis, jo Im ir Ker .

e Baigtinio matavimo vektoriniy erdviy izomorfizmas aritmetiniai erdvei.
e [zomorfizmo teorema vektorinéms erdvems.

Teorema apie izomorfizma. Teqgu A: U — V& tiesinis atvaizdis. Poerdvis
imA izomorfinis faktorerdvei U/ ker A .

Irodymas. Apibrézkime funkcija ¢ : U/ ker A — imA formule 1 (u) = A(u).
Parodysime, kad tai ir yra ieskomas izomorfizmas.

Funkcija 7 yra tiesinis atvaizdis:

i (a1ty 4 axtiz) = 1 (aruy F azuz) = A(aiur + agug) = a1 A(ur) + azA(ug) =
are (uy) + asi (ug).

Tiesinis atvaizdis ¢ yra monomorfizmas:

i(u)=05 Au)=0& uekerd s u=0.

Tiesinis atvaizdis ¢ yra epimorfizmas:

su kiekvienu v € imA egzistuoja u € U, kad A(u) = v, t.y. i (u) = A(u) = v.

[rodyta.

Teorema apie izomorfizma daznai reiskiama tokia komutatyvia diagrama:

U FEN 1%
P " .
U/ ker A

cia p(u) =u, 1(u) = A(u), taigi, A(u) =1 (p(u)).

Pastaba. Paskutiniyjy teoremy déka matome, kaip galétume mastyti faktor-
erdve. Kiekvienam vektorines erdvés poerdviui galime apibrezti tiesini atvaizdi,
kurio vaizdas yra $is poerdvis, o branduolys - poerdvio tiesioginys papildinys. Pa-
gal teorema apie izomorfizma faktorerdve galime mastyti kaip poerdvio tiesiogini
papildini.



Teorema. Vektorine erdvé U, k . dimU = n, yra izomorfiné aritmetinei erdvet

Irodymas.Tegu vektoriy sistema vy, ..., v,& vektorines erdveés U bazeé.
Apibrézkime tiesini atvaizdi A : k, — U formule
aq aq
Al - | = (v1,..,00)
a, a,
imA = U, nes sistema vy, ..., v,< generuojanti erdve U sistema.
ker A = 0, nes sistema vy, ..., v,< tiesiskai nepriklausoma sistema.
Gavome, kad U yra izomorfiné aritmetinei erdvei k.
[rodyta.

Pastaba. U =~ k,, bet §is izomorfizmas néra kanoninis,- jis priklauso nuo
baziy.

Paskutinioji teorema rodo, kad baigtinés dimensijos vektorine erdve galima
reiksti aritmetines erdves elementais, t.y. stulpeliais: aju; + -+ + a,u, —

aq

an



