KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis plétinys

7. Klasikiniai brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniai

8. IsspendZiamos grupes

9. Radikalinis plétinys ir polinomo iSsprendziamumas radikalais

Siame skyriuje mes jrodysime, kad polinomas virs nulinés charakteristikos kino
yra iSsprendziamas tada ir tik tada, kada jo Galua grupe yra issprendziama.

Apibrézimas 9.1 Kuno plétinys F/K vadinamas radikaliniu K plétiniu,

jeigu egzistuoja tokie elementai ry,...,r,, , kad
1. F =K (ry,..r) ir
2. Fgzistuoja tokie teigiami sveiki skaiciai ny,...,ny,, kad ri* € K ir r]" €

K (Tl, ceey Ti_l) .
Polinomas f(x) € K [¢] vadinamas t§sprendZiamu radikalais, jeigu egzis-
tuoja toks radikalinis plétinys F /K, kad visos f(x) Saknys yra kune F.

Taigi, polinomas f (x) € K [z] yra issprendziamas radikalais, jeigu egzistuoja
tokia kuny grandine

K=KiyCcK,C---CK,, =F,



kad

(1) K, =K, (Ti), cla T?i € Fz’—h n; € N ir

(2) F yra polinomo f (x) skaidinio kunas.

Norint sukonstruoti radikalini plétini, reikia nagrinéti dvinario 2™ —a € K [z],
cia n € N,a € K, skaidinio kuna. Pradésime atskiru atveju, dvinario 2" — 1
tyrimu. Sio dvinario aknis vadina n -ojo laipsnio Saknimis i§ 1. n -ojo laipsnio
Saknis vadinama primityviaja n -ojo laipsnio saknimi i§ 1, jeigu jos eilé polinomo
" — 1 skaidinio kuno multiplikacinéje grupéje yra lygi n.

Teiginys 9.2 Tegu K yra kunas, kurio charakteristika yra lygi 0, o F yra
polinomo x™ — 1 skaidinio kunas. Tada

(1) Kune F egzistuoja primityvioji n -ojo laipsnio Saknis i 1.

(2) Jeigu ¢ yra primityvioji n -ojo laipsnio Saknis i3 1, tai F'= K (().

(3) Gal(F/K) yra komutatyvi grupé.

(4) Jeigu E D F, tai su visais a € E polinomo 2" —a € F [x] Galua grupé yra
cikliné ir jos eilé yra n daliklis.

[rodymas. (1) Polinomas @™ — 1 yra separabilus, nes (z" —1)" = na"! ir
BDD(2" — 1,n2""') =1, ir todél kiine F' yra n skirtingy n -ojo laipsnio akny i3
1. Visos n -ojo laipsnio Saknys i§ 1 sudaro F'* baigtini pogrupi C' ir Sis pogrupis
yra ciklinis. Kievienas generuojantis sia grupe elementas ir yra primityviojin -ojo
laipsnio saknis is 1.

(2) Visos n -ojo laipsnio saknys i§ 1 yra ¢ laipsniai, todél F' = K (C') = K (().

(3) Parodysime, kad funkcija W : Gal(F/K) — Z), V(o) = jmodn, jeigu
o(¢) = ¢/, yra injektyvus homomorfizmas , t.y. Gal(F/K) yra komutatyvios
grupes pogrupis ir todel irgi yra komutatyvi grupe. Jeigu  yra primityviojin -ojo
laipsnio saknis i§ 1, tai likusios primityviosios n -ojo laipsnio saknys i§ 1 yra (7, kai
BDD(j,n) = 1. Elementas o (¢) su visais o €Aut(F) D Gal(F/K) yra primityvioji
n -ojo laipsnio saknis i§ 1, tai jis yra lygus (¢ su tokiu j, kad BDD(j,n) = 1.
Taigi, funkcija W (o) = jmodn yra injekcija, nes F' = K (). Si funkcija yra
homomorfizmas, nepriklausantis nuo primityvaus elemento pasirinkimo( patikrinti
paliekame skaitytojui).

(4) Tegu r yra polinomo a™ — a Saknis §io polinomo skaidinio kune vir§ F. Tegu
¢ € E yra primityvioji n -ojo laipsnio saknis i§ 1. Tada nesunku patikrinti, kad
aibé {r,r(,...,r(""'} C F yra visy skirtingy polinomo sakny aibé. Gavome, kad
polinomo " — « skaidinio kunas yra E (r) ir visi o €Gal(E (r) /E) yra visiskai
apibrézti savo reikime o (). Tegu oy €Gal(F (r) /F) apibréztas formule oy (r) =



r(. Tada Gal(E (r) /E) = (o1) ir o = 1.
Irodyta.

Teiginys 9.3 Tegu K yra nulinés charakteristikos kunas ir £/ K yra radikali-
nis plétinys. Tada egzistuoja toks tarpinis kunas E O F O K, kad F/K yra
normalusis radikalinis plétinys.

[rodymas. Tegu E/K yra radikalinis plétinys ry,...,7, € E ir ny,....,n, € N
yra tokie elementai, kad (1) £ = K (r1,...,r,) ir (2) 7" € K (r1,...,7-1) su
1 < < m. Tegu f; yra elemento r; minimalusis polinomas vir§ K ( 1 < < m)
ir f = fi---fn . Polinomas f yra separabilus ir pagal Teorema 6.7 polinomo
f skaidinio kunas F' yra normalusis plétinys. I$ Fundamentaliosios Teoremos 11
dalies irodymo zinome, kad kiekviena polinomo f saknis yra reiskiama o (r;), ¢ia
Il <i<miro €Gal(F/K). I ¢ia su visais 0 €Gal(F/K) ir visais 1 < i < m
turime, kad o (r;) € K (0 (r1),...,0(ri—1)) . Taigi, jeigu Gal(F/K) = {oy,...,01},
tai F'= K ({o; (r;) |1 <i<m,1<j<k})yra normalusis radikalinis plétinys.

Irodyta.

Dabar mes jau pasiruose pagrindinio skyriaus teiginio irodymui.

Teorema 9.4 Tegu K yra nulinés charakteristikos kunas. Teigiamo laipsnio
polinomas f € K [z] yra issprendziamas radikalais tada ir tik tada, kada yra
issprendziama polinomo [ Galua grupe.

Irodymas. Mes irodysime tik toki teigini: jeigu teigiamo laipsnio polinomas
I € K [z] yra issprendziamas radikalais tai yra issprendziama ir polinomo [ Galua
grupe.

Tegu F/K yra radikalinis kuno plétinys ir polinomo f skaidinio kunas F' yra
tarpinis kunas: £ O F O K. I$ Teiginio 9.3 galime tarti, kad £ yra normalusis
radikalinis plétinys. Tegu ry,...,r,, € E ir ny,....,n,, € N yra tokie elementai,
kad (1) F = K (r1,...,r) ir (2) 7" € K (rq,...,ric1) sul <@ < m. Tegu n =
MBK(ny, ..., nm) iv ¢ yra primityvioji n - ojo laipsnio Saknis i§ 1 vir§ K. Tada
C"il € K (¢) yra primityvioji n; - ojo laipsnio saknis i§ 1. Turime, kad plétinys
FE(¢) /K (¢) yra normalusis radikalinis plétinys ir £ (¢) /K yra Galua plétinys (
Teorema 6.7). 1s Fundamentaliosios teoremos 11 dalies, zinodami, kad F//K yra
Galua plétinys ( Teorema 6.7), turime, kad Gal(F/K) yra grupées Gal(E (¢) /K)
faktorgrupe. Taigi, gave tai, kad Gal( £ (¢) /K) yra issprendziama, pagal Teorema



8.9 turétume, kad ir grupée Gal(F/K) yra issprendziama ir tuo paciu irodytume
musy teigini.

Tegu su visais 1 <1 < m, F;, = K (r1,...,r;). Mes parodysime kaip sukon-
struoti grupei G =Gal(£ (¢) /K) normaliaja pogrupiy grandine. Kunas Fy =
K (¢) yra seprabilaus polinomo 2" — 1 € K [z] skaidinio kunas, todél pagal
Fundamentaliosios teoremos II dali Ny =Gal(E (¢) /K (()) normalusis grupés GG
pogrupis ir G/Ny ~Gal(K (¢) /K) yra komutatyvi grupé pagal Teigini 9.2 (3).
Su visais 1 < ¢ < m kune F;_; yra visos n; - ojo laipsnio saknys i§ 1 ir F; yra
polinomo z™ —r"* skaidinio kunas ir todeél plétinys £/ F;_; yra Galua plétinys. Pa-
gal Fundamentaliosios teoremos II dali N; =Gal(FE () /F;) yra normalusis grupés
Ni—1 =Gal(E (¢) /Fi—1) pogrupis ir N;,_y/N; ~Gal(F;/F;_1). Pagal Teorema 9.2
(4) grupé Gal(F;/F;_1) yra cikliné ir todél komutatyvi. Visa konstrukcija pavaiz-
duosime lentele:

K= KCcC K(r)C--- CK(riye,rm) = B
N
KHC K({)c K(m)C- CK((r,.0rm) = FE(C)
! ! ! ! !
K (K(Q) (K(¢Gr)) - (K(Gry,erm) (E(Q)
I i
] ] ] ] ]
G Ny N > N, = (idp(e) )

Gavome, kad
G Not> Ny B>+ 1> N,y = (idp))
yra normalioji grupés G pogrupiy grandiné. Taigi, G =Gal(E (¢) /K) ir, tuo

paciu, grupé Gal(F/K) yra issprendziamos.
Irodyta.



