
K�UNU� TEORIJA

2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis pl_etinys

7. Klasikiniai br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdaviniai

8. I�sspend�ziamos grup_es

9. Radikalinis pl_etinys ir polinomo i�ssprend�ziamumas radikalais

�Siame skyriuje mes i�rodysime, kad polinomas vir�s nulin_es charakteristikos k�uno
yra i�ssprend�ziamas tada ir tik tada, kada jo Galua grup_e yra i�ssprend�ziama.

Apibr_e�zimas 9.1 K�uno pl_etinys F=K vadinamas radikaliniu K pl_etiniu,

jeigu egzistuoja tokie elementai r1; :::; rm , kad

1. F = K (r1; :::; rm) ir

2. Egzistuoja tokie teigiami sveiki skai�ciai n1; :::; nm; kad rn11 2 K ir rnii 2
K (r1; :::; ri�1) :

Polinomas f (x) 2 K [x] vadinamas i�ssprend�ziamu radikalais, jeigu egzis-

tuoja toks radikalinis pl_etinys F=K; kad visos f (x) �saknys yra k�une F:

Taigi, polinomas f (x) 2 K [x] yra i�ssprend�ziamas radikalais, jeigu egzistuoja
tokia k�un�u grandin_e

K = K0 � K1 � � � � � Km = F;



kad
(1) Ki = Ki�1 (ri) ; �cia r

ni
i 2 Fi�1; ni 2 N ir

(2) F yra polinomo f (x) skaidinio k�unas.
Norint sukonstruoti radikalini� pl_etini�, reikia nagrin_eti dvinario xn�a 2 K [x] ;

�cia n 2 N;a 2 K; skaidinio k�un�a. Prad_esime atskiru atveju, dvinario xn � 1
tyrimu. �Sio dvinario �saknis vadina n -ojo laipsnio �saknimis i�s 1: n -ojo laipsnio
�saknis vadinama primityvi�aja n -ojo laipsnio �saknimi i�s 1, jeigu jos eil_e polinomo
xn � 1 skaidinio k�uno multiplikacin_eje grup_eje yra lygi n:

Teiginys 9.2 Tegu K yra k�unas, kurio charakteristika yra lygi 0, o F yra

polinomo xn � 1 skaidinio k�unas. Tada

(1) K�une F egzistuoja primityvioji n -ojo laipsnio �saknis i�s 1.
(2) Jeigu � yra primityvioji n -ojo laipsnio �saknis i�s 1; tai F = K (�) :
(3) Gal(F=K) yra komutatyvi grup_e.

(4) Jeigu E � F; tai su visais a 2 E polinomo xn�a 2 E [x] Galua grup_e yra

ciklin_e ir jos eil_e yra n daliklis.

I�rodymas. (1) Polinomas xn � 1 yra separabilus, nes (xn � 1)0 = nxn�1 ir
BDD(xn � 1; nxn�1) = 1; ir tod_el k�une F yra n skirting�u n -ojo laipsnio �sakn�u i�s
1: Visos n -ojo laipsnio �saknys i�s 1 sudaro F� baigtini� pogrupi� C ir �sis pogrupis
yra ciklinis. Kievienas generuojantis �si�a grup�e elementas ir yra primityvioji n -ojo
laipsnio �saknis i�s 1:

(2) Visos n -ojo laipsnio �saknys i�s 1 yra � laipsniai, tod_el F = K (C) = K (�) :
(3) Parodysime, kad funkcija 	 : Gal(F=K) ! Z�

n ; 	(�) = jmodn; jeigu
� (�) = �j , yra injektyvus homomor�zmas , t.y. Gal(F=K) yra komutatyvios
grup_es pogrupis ir tod_el irgi yra komutatyvi grup_e. Jeigu � yra primityvioji n -ojo
laipsnio �saknis i�s 1; tai likusios primityviosios n -ojo laipsnio �saknys i�s 1 yra �j ; kai
BDD(j; n) = 1: Elementas � (�) su visais � 2Aut(F ) �Gal(F=K) yra primityvioji
n -ojo laipsnio �saknis i�s 1; tai jis yra lygus �j su tokiu j; kad BDD(j; n) = 1:
Taigi, funkcija 	 (�) = jmodn yra injekcija, nes F = K (�) : �Si funkcija yra
homomor�zmas, nepriklausantis nuo primityvaus elemento pasirinkimo( patikrinti
paliekame skaitytojui).

(4) Tegu r yra polinomo xn�a �saknis �sio polinomo skaidinio k�une vir�s E: Tegu
� 2 E yra primityvioji n -ojo laipsnio �saknis i�s 1: Tada nesunku patikrinti, kad
aib_e fr; r�; :::; r�n�1g � E yra vis�u skirting�u polinomo �sakn�u aib_e. Gavome, kad
polinomo xn � a skaidinio k�unas yra E (r) ir visi � 2Gal(E (r) =E) yra visi�skai
apibr_e�zti savo reik�sme � (r) : Tegu �1 2Gal(E (r) =E) apibr_e�ztas formule �1 (r) =
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r�: Tada Gal(E (r) =E) = h�1i ir �n1 = 1:
I�rodyta.

Teiginys 9.3 Tegu K yra nulin_es charakteristikos k�unas ir E=K yra radikali-

nis pl_etinys. Tada egzistuoja toks tarpinis k�unas E � F � K; kad F=K yra

normalusis radikalinis pl_etinys.

I�rodymas. Tegu E=K yra radikalinis pl_etinys r1; :::; rm 2 E ir n1; :::; nm 2 N

yra tokie elementai, kad (1) E = K (r1; :::; rn) ir (2) rnii 2 K (r1; :::; ri�1) su
1 � i � m: Tegu fi yra elemento ri minimalusis polinomas vir�s K ( 1 � i � m)
ir f = f1 � � � fm . Polinomas f yra separabilus ir pagal Teorem�a 6.7 polinomo
f skaidinio k�unas F yra normalusis pl_etinys. I�s Fundamentaliosios Teoremos II
dalies i�rodymo �zinome, kad kiekviena polinomo f �saknis yra rei�skiama � (ri) ; �cia
1 � i � m ir � 2Gal(F=K) : I�s �cia su visais � 2Gal(F=K) ir visais 1 � i � m
turime, kad � (ri) 2 K (� (r1) ; :::; � (ri�1)) : Taigi, jeigu Gal(F=K) = f�1; :::; �kg ;
tai F = K (f�j (ri) j1 � i � m; 1 � j � kg) yra normalusis radikalinis pl_etinys.

I�rodyta.

Dabar mes jau pasiruo�s�e pagrindinio skyriaus teiginio i�rodymui.

Teorema 9.4 Tegu K yra nulin_es charakteristikos k�unas. Teigiamo laipsnio

polinomas f 2 K [x] yra i�ssprend�ziamas radikalais tada ir tik tada, kada yra

i�ssprend�ziama polinomo f Galua grup_e.

I�rodymas. Mes i�rodysime tik toki� teigini�: jeigu teigiamo laipsnio polinomas

f 2 K [x] yra i�ssprend�ziamas radikalais tai yra i�ssprend�ziama ir polinomo f Galua

grup_e.
Tegu E=K yra radikalinis k�uno pl_etinys ir polinomo f skaidinio k�unas F yra

tarpinis k�unas: E � F � K: I�s Teiginio 9.3 galime tarti, kad E yra normalusis
radikalinis pl_etinys. Tegu r1; :::; rm 2 E ir n1; :::; nm 2 N yra tokie elementai,
kad (1) E = K (r1; :::; rn) ir (2) rnii 2 K (r1; :::; ri�1) su 1 � i � m: Tegu n =
MBK(n1; :::; nm) ir � yra primityvioji n - ojo laipsnio �saknis i�s 1 vir�s K: Tada

�
n

ni 2 K (�) yra primityvioji ni - ojo laipsnio �saknis i�s 1: Turime, kad pl_etinys
E (�) =K (�) yra normalusis radikalinis pl_etinys ir E (�) =K yra Galua pl_etinys (
Teorema 6.7). I�s Fundamentaliosios teoremos II dalies, �zinodami, kad F=K yra
Galua pl_etinys ( Teorema 6.7), turime, kad Gal(F=K) yra grup_es Gal(E (�) =K)
faktorgrup_e. Taigi, gav�e tai, kad Gal(E (�) =K) yra i�ssprend�ziama, pagal Teorem�a
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8.9 tur_etume, kad ir grup_e Gal(F=K) yra i�ssprend�ziama ir tuo pa�ciu i�rodytume
m�us�u teigini�.

Tegu su visais 1 � i � m; Fi = K (r1; :::; ri) : Mes parodysime kaip sukon-
struoti grupei G =Gal(E (�) =K) normali�aj�a pogrupi�u grandin�e. K�unas F0 =
K (�) yra seprabilaus polinomo xn � 1 2 K [x] skaidinio k�unas, tod_el pagal
Fundamentaliosios teoremos II dali� N0 =Gal(E (�) =K (�)) normalusis grup_es G
pogrupis ir G=N0 �Gal(K (�) =K) yra komutatyvi grup_e pagal Teigini� 9.2 (3) :
Su visais 1 � i � m k�une Fi�1 yra visos ni - ojo laipsnio �saknys i�s 1 ir Fi yra
polinomo xni�rnii skaidinio k�unas ir tod_el pl_etinys Fi=Fi�1 yra Galua pl_etinys. Pa-
gal Fundamentaliosios teoremos II dali�Ni =Gal(E (�) =Fi) yra normalusis grup_es
Ni�1 =Gal(E (�) =Fi�1) pogrupis ir Ni�1=Ni �Gal(Fi=Fi�1) : Pagal Teorem�a 9.2
(4) grup_e Gal(Fi=Fi�1) yra ciklin_e ir tod_el komutatyvi. Vis�a konstrukcij�a pavaiz-
duosime lentele:

K = K � K (r1) � � � � � K (r1; :::; rm) = E
k \

K � K (�) � K (�; r1) � � � � � K (�; r1; :::; rm) = E (�)
l l l l l
K 0 (K (�))0

k
F0

(K (�; r1))
0 � � �

k
F1

(K (�; r1; :::; rm))
0

k
Fm

(E (�))0

k k k k k

G � N0 � N1 � � � � � Nm =
D
idE(�)

E

Gavome, kad

G � N0 � N1 � � � � � Nm =
D
idE(�)

E

yra normalioji grup_es G pogrupi�u grandin_e. Taigi, G =Gal(E (�) =K) ir, tuo
pa�ciu, grup_e Gal(F=K) yra i�ssprend�ziamos.

I�rodyta.
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