
K�UNU� TEORIJA
2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis pl_etinys

7. Klasikiniai br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdaviniai

8. I�sspend�ziamos grup_es

Visos grup_es, kurias mes nagrin_esime yra baigtin_es. Kitoje paskaitoje mesmatysime,
kad polinomas yra i�ssprend�ziamas tada ir tik tada, kada jo Galua grup_e yra
i�ssprend�ziama. Tai ir yra pagrindin_e �si�u grupi�u nagrin_ejimo prie�zastis. Prad_esime
apibr_e�zimu.

Apibr_e�zimas 8.1 Grup_e G vadinama i�ssprend�ziama, jeigu egzistuoja �sios

grup_es tokia pogrupi�u grandin_e G = N0 � N1 � : : : � Nn , kai
(1) Ni yra normalusis Ni�1 pogrupis su visais i = 1; 2; :::; n;
(2) Ni�1=Ni yra ciklin_es grup_es su visais i = 1; 2; :::; n;
(3) Nn = h1i :

�Sioje paskaitoje mes apsiribosime i�ssprend�ziam�u ir nei�ssprend�ziam�u grupi�u
pavyzd�ziais ir be i�rodym�u suformuluosime teiginius, apra�san�cius pakankamai dide-
les �si�u grupi�u klases.



Pavyzdys 8.2 Keitini�u grup_es S2 ir S3 yra i�ssprend�ziamos.

Keitini�u grup_e S2 yra pati i�ssprend�ziama, nes pati yra ciklin_e.
Keitini�u grup_e S3 turi toki�a pogrupi�u grandin�e S3 � A3 � hid i ; �cia A3�

lygini�u keitini�u grup_e, turinti 3 elementus. A3 yra normalusis S3 pogrupis ir
S3=A3 � Z3: Taigi, S3 yra i�ssprend�ziama grup_e.

Pavyzdys 8.3 Keitini�u grup_e S4 yra i�ssprend�ziama.

Keitini�u grup_e S4 turi toki�a pogrupi�u grandin�e S4 � A4 � V � h(13) (24)i �
hid i ; �cia A4� lygini�u keitini�u grup_e, turinti 12 element�u; V� Kleino ketvirtin_e
grup_e(Klein Viergruppe) : visi 2 -os eil_es grup_es A4 elementai ir id : V =
fid; (12) (23) ; (13) (24) ; (14) (23)g � Z2 � Z2: Tai, kad A4 yra normalusis S4

pogrupis, V yra normalusis A4 pogrupis, h(13) (24)i yra normalusis V pogrupis
paliekame i�rodyti skaitytojui. I�s Lagran�zo teoremos turime, kad jS4=A4j = 2;
jA=V j = 3; jV= h(13) (24)ij = 2; jh(13) (24)i = hid ij = 2; tod_el S4=A4 � Z2;
A=V � Z3; V= h(13) (24)i � Z2 ir h(13) (24)i = hid i � Z2; t.y. visos faktorgrup_es
yra ciklin_es. Gavome, kad S4 yra i�ssprend�ziama.

Teorema 8.4 (Galua,1832) Keitini�u grup_e Sn , n � 5 yra nei�ssprend�ziama.

Teoremos i�rodymas remiasi lemomis.

Lema 8.5 Lygini�u keitini�u grup_e An yra generuojama ilgio 3 ciklais.

I�rodymas. Bet kuris lyginis keitinys � yra lyginio skai�ciaus transpozicij�u san-
dauga: � = t1t2 � � � t2m�1t2m:Dviej�u transpozicij�u sandaug�a visada galima u�zra�syti
ilgio 3 cikl�u sandauga:

(ij) (kl) =

8><
>:

(ij) (jl) = (ijl) kai j = k
(ij) (jk) (jk) (kl) = (ijk) (jkl) kai i; j; k; l yra skirtingi

id kai (ij) = (kl)

9>=
>; :

I�rodyta.

Lema 8.6 Normalusis An (n � 5) pogrupis N , turintis ilgio 3 cikl�a, sutampa

su An
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I�rodymas. Tegu c yra ilgio 3 ciklas pogrupyje N; o d yra bet kuris ilgio 3 ciklas

grup_eje An: �Zinoma, kad egzistuoja toks � 2 Sn; kad d = �c��1: Jeigu � 2 An;
tai d 2 N; nes N yra normalusis pogrupis. Jeigu � =2 An ir n � 5 , tai egzistuoja
tokia transpozicija t 2 Sn; kad t� 2 An: Tada d = tdt�1 = t�c��1t 2 N ( t = t�1):

I�rodyta.

Lema 8.7 Kiekvienas An (n � 5) normalusis pogrupis N; N 6= hidi ; turi ilgio
3 cikl�a.

I�rodymas. Tegu � 2 N ir � 6= id: Jeigu � n_era ilgio 3 ciklas, tai mes parodysime
kaip rasti toki� �0 2 N;� 6= id, kuris nekeist�u daugiau element�u i�s f1; :::; ng negu
� (pasteb_ekime, kad ilgio 2 ciklas n_era lyginis keitinys ir tod_el nepriklauso N ).

#  ��� �
#

 � ��

� yra 3-ciklas
#

� n_era 3-ciklas
#

j

PABAIGA
.

Skleid�ziame �
nesikertan�ciais ciklais

#

j
j

�=(i1i2i3:::)...
#

�=(i1i2) (i3i4)...
#

j

� kei�cia dar i4; i5
nes � 6= (i1; :::i4)

#

Tegu
i5 6= i1; :::i4

#

j
j

� = (i3; i4; i5)
�1 := ����1 = (i1i2i4:::) :::

2 N ir �1 6= �

#

�1 := (i1i2) (i4i5)
�1 6= �

nes �1 (i4) 6= � (i4)
#

j
j
j

�0 := �1� 6= id
�0 = ����1��1 nekei�cia i2
ir tuos, kuriuos nekei�cia �

#

�0 := �1� 6= id
�0 nekei�cia i1; i2 ir

ir tuos, kuriuos nekei�cia �

#

j
j
j

�0 nekei�cia daugiau u�z � �0 nekei�cia daugiau u�z � j

& . j

�:=�0 ��������� �! "
I�rodyta.
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I�s �si�u trij�u lem�umes turime, kad grup_eje An(n � 5) n_era netriviali�u normali�uj�u
pogrupi�u. Tokias grupes vadina paprastomis grup_emis. Taigi, An(n � 5) yra
paprastoji grup_e.

Lema 8.8 Keitini�u grup_eje Sn , n � 5; yra tik tris normalieji pogrupiai 1; An

ir Sn:

I�rodymas. Tegu N yra normalusis Sn pogrupis. Tada N\An yra normalusisAn

pogrupis. Grup_e An yra paprastoji, tod_el arba N \An = An; arba N\An = hid i :
Pirmuoju atveju, N � An, o An indeksas grup_eje yra 2; tod_el N yra arba An;
arba Sn: Antruoju atveju, funkcija ' : N ! Sn=An , ' (x) = xAn yra injektyvi ir
tod_el grup_eje N yra arba 1; arba 2 elementai. Jeigu grup_eje N yra 1 elementas, tai
N = hidi : Grup_eje negali b�uti lygiai 2 element�u, nes jeigu c 2 N; tai ir �c��1 2 N
su visiais � 2 Sn:

I�rodyta.

Teoremos 8.4 i�rodymas. Turime tik toki�a keitini�u grup_es Sn normali�aj�a grandi-
n�e: Sn � An � hidi : Bet grup_e An yra nekomutatyvi: pvz.: (123) (124) =
(14) (23), bet (124) (123) = (13) (24) : Taigi,An yra neciklin_e ir Sn n_era i�ssprend�zia-
ma.

I�rodyta.

Dabar pateiksime teoremas be i�rodym�u, apra�san�cias i�ssprend�ziam�u grupi�u
klases.

Teorema 8.9 Visi i�ssprend�ziamos grup_es pogrupiai ir visos faktorgrup_es yra

i�ssprend�ziamos grup_es.

Teiginys 8.10 Baigtin_e p -grup_e G, t.y. grup_e, turinti ps element�u, yra

i�ssprend�ziama.

Teiginys 8.11 Visos grup_es, kuri�u eil_e < 60; yra i�ssprend�ziamos.

Teorema 8.12( Feit-Thomson,1963) Nelygin_es eil_es grup_e yra i�ssprend�zia-

ma.
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