KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis plétinys

7. Klasikiniai brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniai

8. IsspendZiamos grupes

Visos grupes, kurias mes nagrinésime yra baigtinés. Kitoje paskaitoje mes matysime,
kad polinomas yra issprendziamas tada ir tik tada, kada jo Galua grupe yra
issprendziama. Tai ir yra pagrindiné siy grupiy nagrinéjimo priezastis. Pradésime
apibrézimu.

Apibrezimas 8.1 Grupé G vadinama 1$sprendZiama, jeigu egzistuoja Sios
grupés tokia pogrupiy grandiné G = Ny O Ny O ... D N, , kai

(1) N; yra normalusis N;_1 pogrupis su visais i = 1,2, ...,n,
(2) Ni—1/N; yra ciklinés grupés su visais 1 =1,2,...,n,
(3) N =(1).

Sioje paskaitoje mes apsiribosime iSsprendziamy ir neissprendziamy grupiy
pavyzdziais ir be irodymuy suformuluosime teiginius, aprasancius pakankamai dide-
les siy grupiy klases.



Pavyzdys 8.2 Keitiniy grupés Sy ir S5 yra issprendZiamos.

Keitiniy grupé Sy yra pati iSsprendziama, nes pati yra cikliné.

Keitiniy grupé Ss turi tokia pogrupiy grandine S5 > As > (id ), ¢ia As—
lyginiy keitiniy grupé, turinti 3 elementus. As yra normalusis S3 pogrupis ir
S3/As & Zs. Taigi, S3 yra issprendziama grupé.

Pavyzdys 8.3 Keitiniy grupe Sy yra issprendzZiama.

Keitiniy grupé Sy turi tokia pogrupiy grandine Sy > Ay > V > ((13) (24)) >
(id ), ¢ia A4— lyginiy keitiniy grupé, turinti 12 elementy; V— Kleino ketvirtiné
grupé(Klein Viergruppe) : visi 2 -os eilés grupés Ay elementai ir id : V' =
{id, (12) (23),(13) (24),(14) (23)} =~ Z3 x Z,. Tai, kad A yra normalusis Sy
pogrupis, V' yra normalusis A4 pogrupis, ((13)(24)) yra normalusis V' pogrupis
palickame jrodyti skaitytojui. I§ Lagranzo teoremos turime, kad |S4/A4] = 2,
AV] = 3 V030 0)] = 2, [((13) (20) ) id)] = 2, todél $,/4, ~ Z,,
AV m Zs, V/{((13) (24)) ~ Zy ir ((13) (24)) / (id ) &~ Zs, t.y. visos faktorgrupés

yra ciklinés. Gavome, kad 5, yra iSsprendziama.
Teorema 8.4 (Galua,1832) Keitiniy grupé S, , n > 5 yra neissprendziama.
Teoremos jrodymas remiasi lemomis.
Lema 8.5 Lyginiy keitiniy grupé A, yra generuojama ilgio 3 ciklais.

[rodymas. Bet kuris lyginis keitinys o yra lyginio skai¢iaus transpozicijy san-
dauga: o = 1ty - - - to_1t2,. Dvieju transpozicijuy sandauga visada galima uzrasyti
ilgio 3 cikly sandauga:
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Irodyta.

Lema 8.6 Normalusis A,, (n > 5) pogrupis N, turintis ilgio 3 ciklg, sutampa
su A,



[rodymas. Tegu ¢ yra ilgio 3 ciklas pogrupyje N, o d yra bet kuris ilgio 3 ciklas
grupéje A,. Zinoma, kad egzistuoja toks o € S,, kad d = oco~". Jeigu o € A,,
tai d € N, nes N yra normalusis pogrupis. Jeigu o ¢ A, ir n > 5 | tai egzistuoja
tokia transpozicija t € S,,, kad to € A,,. Tada d = tdi™" = toco™t € N (t =t71).

Irodyta.

Lema 8.7 Kiekvienas A, (n > 5) normalusis pogrupis N, N # (id) , turi ilgio
3 ciklq.

[rodymas. Tegu o € N ir o # id. Jeigu o néra ilgio 3 ciklas, tai mes parodysime

kaip rasti toki o’ € N, o # id, kuris nekeisty daugiau elementy is {1,...,n} negu
o (pastebékime, kad ilgio 2 ciklas néra lyginis keitinys ir todél nepriklauso N ).
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Irodyta.
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[§ §iy trijy lemy mes turime, kad grupéje A, (n > 5) néra netrivialiy normaliyjy
pogrupiy. Tokias grupes vadina paprastomis grupémis. Taigi, A,(n > 5) yra
paprastoji grupe.

Lema 8.8 Keitiniy grupeje S, , n > 5, yra tik tris normalieji pogrupiai 1, A,
ir S,.

[rodymas. Tegu N yra normalusis S, pogrupis. Tada NNA, yra normalusis A,
pogrupis. Grupé A, yra paprastoji, todél arba NN A, = A, arba NNA, = (id ).
Pirmuoju atveju, N O A,, o A, indeksas grupéje yra 2, todéel N yra arba A,
arba S,. Antruoju atveju, funkcija ¢ : N — S, /A, , ¢ (x) = v A, yra injektyvi ir
todél grupeje N yra arba 1, arba 2 elementai. Jeigu grupeje N yra 1 elementas, tai
N = (id) . Grupéje negali buti lygiai 2 elementy, nes jeigu ¢ € N, tai ir cco™ € N
su visiais ¢ € S,,.

Irodyta.

Teoremos 8.4 irodymas. Turime tik tokia keitiniy grupeés 5, normaliaja grandi-
ne: S, > A, > (id). Bet grupé A, yra nekomutatyvi: pvz.: (123)(124) =
(14) (23), bet (124) (123) = (13) (24) . Taigi, A, yra neciklinéir S, néra igsprendzia-

ma.

Irodyta.

Dabar pateiksime teoremas be irodymu, aprasancias issprendziamuy grupiy
klases.

Teorema 8.9 Visi issprendZiamos grupés pogrupiai ir visos faktorgrupés yra
issprendZiamos grupes.

Teiginys 8.10 Baigtiné p -grupé G, t.y. grupé, turinti p® elementy, yra
issprendZiama.

Teiginys 8.11 Visos grupés, kuriy eilé < 60, yra issprendZiamos.

Teorema 8.12( Feit-Thomson,1963) Nelyginés eilés grupé yra issprendzia-
ma.



