KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis plétinys

7. Klasikiniai bréezimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniai

Sekdami pitagorieciais ( V a. pr.Kr.), senieji graikai ”skaiciais” vadino tik sveiku-
osius skaicius ir racionaliuosius skaic¢ius. Taciau domédamiesi aristokratijos sim-
boliu - geometrinio vidurkio dydziu a : b = b : ¢ susiduré su iracionalumu: kam
yra lygus dviejy sventyjy skaiciy 1 ir 2 geometrinis vidurkis 7( Pats skai¢ius
buvo pitagorieciy filosofinio misticizmo pagrindas: prisiminkime kad ir jy posaki
” viskas yra skaicius”). Geometrini vidurki formuluodami geometriskai: "kam yra
lygi kvadrato istrizainé?” - teko pripazinti, kad $is santykis néra ”"skaicius”. Tai
griové buvusia aritmetikos ir geometrijos harmonija. Tik Eudokso ( 408 — 355
m.pr.Kr.) santykiy teorija "iveiké” §ia graiky matematikos "krize”: algebriniai
dydziai buvo reiskiami geometriskai, pavyzdziui v/2 buvo reiskiama kvadrato, ku-
rio plotas yra lygus 2, krastine, o visos algebrinés operacijos buvo apibréziamos
geometriskai. Tai buvo savotiskas iracionaliyjy skaic¢iy pripazinimas. Ir tai teike
vilties, kad siy "bréziamy” skaic¢iy jiems pakaks savo reikmeéms. Net Zymiesiems
savo brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniams: kubo dvigubinimo, kampo trisek-
cijos, skritulio kvadraturos,- i§spresti. Dabar mes pamatysime, kodél sios ju viltys
nepasiteisino.

Tegu turime liniuote, kurios ilgis bus 1, ir skriestuva, kuriuo galime brézti bet
kurio spindulio apskritimus. Skaiciy ( tiksliau buty atkarpa, kurios ilgis yra sis



skaicus) vadinsime bréziamu, jeigu jis yra 1 arba ji galima nubrézti atlikus tik
siuos veiksmus:

e sujungti du bréziamus taskus atkarpa;

e brezti apskritima, kurio centras yra bréziamame taske ir spindulys yra brézia-
mas skaiius.

Apibrezimas 7.1 Tequ K yra realiyjy skai¢iy R pokunis. Dekarto sandaugg
K x K C R xR vadinsime K— plokstuma. Tiese K— plokstumoje vadinsime
tiese, einancig per du K— plokstumos taskus. Si tiesé yra reiskiama lygtimi

ar + by 4+ ¢ =0, ¢a a,b,c € K.

Apskritimu K— plokstumoje vadinsime apskritimg, kurio centras yra K—
taske, o spindulys yra is K. Sis apskritimas yra reiskiamas lygtimi

(x—a) 4 (y—b)?=r?, éia a,brecK.

Lema 7.2 Tegu Ly # Ly yra dvi K— tiesés ir Cy # Cy du K— apskritimas.
Tada

(1) L1 N Ly = 0 arba turi vieng bendrg K— taskg;

(2) LiNCy =0 arba turi vieng, arba turi du K (\/s) — taskus, ¢ia s € K;

(3) C1 N Cy =0 arba turi vieng, arba turi du K (\/s)— taskus, éia s € K.

Irodymas. Sankirty taskai gaunami sprendziant arba tiesiniy lygciy sistema
su koeficientais 18 K, arba vienos tiesines ir vienos kvadratinés lygties, arba dvieju
kvadratiniy lygéiy sistemas su koeficientais is K. Sios sistemos suvedamos blogiau-
siu atveju 1 vieno nezinomojo kvadratines lygties su koeficientais i§ K sprendima.
Detales palieckame skaitytojui.

Irodyta.

a
Lema 7.3 (1) Jeigu a ir b yra bréZiami skaiciai, tai ir a £b, ab ir 7 (A b#0
) yra bréZiami.
(2) Jeigu a > 0 yra bréZiamas, tai ir \/a yra bréZiamas.

[rodymas. (1) I§ mokyklos laiky mokame brézti tiese, einancia per duota taska

ir lygiagrecia arba statmena duotai tiesei. Zinome taip pat kaip brézti a+b. Norint
brezti a - b, viename smailaus kampo su virsune O spindulyje reikia atidéti taskus
A ir B taip, kad OA =1 ir OB = a (tegu a > 1), o kitame spindulyje — taska



C taip, kad OC = b. Nubréze tiese, einancia per taska B ir lygiagrecia atkarpai

AC gausime susikirtimo taska D tasko C spindulyje. 1§ trikampiy OAC ir OBD

. 0A _ OB 1 a .
panasumo gauname 5= = 49 = ;7 = g5 > 0D =a-b.

Norint nubrézti skaiciy %, a > 1, reikia smailiojo kampo viename spindulyje

atideti vienetine atkarpa OA ir atkarpa OB = a, o kitame spindulyje atkarpa
OC = 1. Nubréze tiese, einancia per taska B ir lygiagrecia atkarpai AC gausime

susikirtimo taska D t‘aéko C §pipf1ulyj§. 'Tada gauname % = % = % =55 =
oD = % Dabar mokesime brézti ir skaiciy a - % =7

(2) Bréziame a + 1 skersmens apskritima. Jo skersmenyje AB taip atidedame
taska C, kad AC' = a ir CB = 1. I tasko C iskeliame stameni, kuris kerta
apskritima taske D. Tada % = % = CD*=AC-CB=CD = /a.

Irodyta.

Teorema 7.4 (Pagrindiné brézimo teorema). (1) BréZiamy skaiciy aibé
yra kunas.
(2) Skaicius a yra brézZiamas tada ir tik tada, kada jis yra plétinyje

Q (\/E, ...,\/a_,,) , a; € Q (\/E, ...,\/CH) ir a; € Q.

[rodymas. (1) Tai tiesioginé Lemos 7.3 (1) isvada.

(2) Is (1) matome, kad bréziamy skai¢iy kunas yra Q plétinys( pagaliau Q yra
maziausias kunas turintis sveikaji 1 ). Is Lemos 7.3 (2) turime, kad visi skaiciai i3
Q (\/E, s \/a_,,) yra breziami. I$ kitos puseés pagal Lema 7.2 kiekvienas bréziamas

skaicius yra kune Q (\/a, s \/a_,,) .
Irodyta.

Isvada 7.5 (Pagrindiné brézimo salyga) Jeigu a yra bréZiamas skaicius,
tai a yra algebrinis virs Q ir plétinioQ (a) /Q laipsnis [Q (a) : Q] yra lygus 2.

[rodymas. Jeigu a yra bréziamas skaicius, tai i§ Teoremos 1.8 kuny grandinei

QCQ(a)CQ (\/E, cey \/a_,,)mes zinome, kad [Q (@) : Q] yra
[Q (Vat, .. v/ar) : Q] = 27 daliklis.

Irodyta.

Dabar galime kalbéti apie klasikiniy brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniy
i$sprendziamuma.



Teiginys 7.6 Negalima skriestuvu ir liniuote nubrézti kubg, kurio turis dvigubai
didesnis uz duotijo kubo tur.

[rodymas. I$ tikryjy mums pakanka parodyti, kad negalima nubrezti kubo,
kurio tiris yra lygus 2. Tam reikia mokéti nubrézti kubinés lygties 2° — 2 = 0
sakni. Pagal Eizensteino ( F. G. M. Eisenstein, 1823-1852) kriterijy ( kai p =
2) polinomas f(z) = 2® — 2 yra neredukuojamas virs Q. Todél, kaip Zinome,
{Q (\3/5) : Q} = 3 ir pagal Pagrindine brézimo salyga turime, kad skai¢ius v/2
néra breziamas.

Irodyta.

Teiginys 7.7 Negalima skrietuvu ir linivote bet kurj kampq padalyti § tris
lygias dalis.

Irodymas. Aisku, kad kampo brézimas yra ekvivalentus sio kampo trigonomet-
riniy funkcijy reikSmiy brézimui. Taigi, noredami padalyti kampa o 1 tris dalis,
turéetume moketi nubrézti lygties cos o = 4 cos® 5 — 3 cos § sprendini. Pavyzdziui,
jeigu a = 60°, tai mes turétume mokéti nubreézti lygties 82° —6x —1 = 0 sprendini.
Bet polinomas ¢ (z) = 82°—6x—1 neturi racionaliyjy sakny( o jomis galéty bati tik
skaicial +1, :I:%, :I:i, :I:é, bet patikrinus taip néra), todél jis yra neredukuojamas
virs Q. Taigi, [Q (cos20°) : Q] = 3 ir pagal Pagrindine brézimo salyga turime,

kad skai¢ius cos20°, o tuo tarpu ir £ = 20° néra bréziamas.
) 3

Irodyta.

Teiginys 7.8 Negalima skrietuvu ir liniuote nubrézti kvadratg, kurio plotas
buty lygqus skritulio plotus.

Irodymas. Norédami nubrézti kvadrata, kurio plotas yra lygus sritulio, kurio
spindulys yra r, plotui, turétume mokéti nubrézti lygties 22 — 7 = 0 sprendini.
Bet skaic¢ius 7 yra transcendentinis ( pirmasis tai jrodé F.Lindemanas(1852-1939)
1882 metais), todél polinomas h (z) = x? — 7 yra neredukuojamas virs Q ir pagal
Pagrindine brézimo salyga turime, kad skaic¢ius /7 néra bréziamas.

Irodyta.

Aptarkime dar viena klasikinj brézimo skriestuvu ir liniuote uzdavini: ar gal-
ima {brézti | apskritimg taisyklinggji n—kampi? Aisku, jeigu apskritimo spindulj
laikysime lygiu 1, o centru pasirinksime koordinaciy pradzia, tai reikia moketi



brezti lygrties # — 1 sprendinius. Paziurékime, kada tai galima padaryti. Visy
pirma pastebeésime, kad polinomas " — 1 yra redukuojamas:

(%) " —1l=(z—1)(a" 42"+ Fa+1).

Lema 7.9 Jeigu p yra pirminis skaicius, tai polinomas x?~ '+ 2P~ 4. .+ +41

27

yra neredukuojamas virs Q ir plétinio Q (e v ) /Q laipsnis {Q (67) : Q} =p—1.

[rodymas. Kai n = p, lygybéje () atlikime kintamuyjy keitinj t = 2 — 1 :

R e e N (S ) N VS I R R R I
Tada

f(t+1):w

= O O P G2 P L
Zinome, kad C; dalijasi i§ p su visais 1 <1 < p — 1. Tada pagal Eizensteino
kriterijy polinomas f (¢ + 1), o tuo paciu ir polinomas P~ '+ 2P~ 4. -4z +1, yra
neredukuojamas virs Q. Is Isvados 6.4 turime, kad neredukuojami polinomai virs
27
Q yra separabilus, todel {Q (67) : Q} =deg(a? '+ a2+ da41)=p—1.

2me

Priminsime, kad e » yra polinomo x¥ — 1 = 0 Saknis.
Irodyta.

Lema 7.10 Tequ p— nelyginis pirminis skai¢ius. Tada {Q (COS —) D Q}
-1
T

Irodymas. Tegu p— nelyginis pirminis skai¢ius. Zinodami lygybe e =
cos 2—” + 7 s8in 2—”, matome, kad norint jbrézti i

,u

apskritima taisyklingaji p—kampi,
2my

relkla mokeéti breztl cos 2Z. Turime Q (e 5 ) 0 Q (COS —) D Q. Skai¢ius e 7 yra

lygties 2 —2 cos 2= :1;—|—1 = 0 sprendmys beto sis skai¢ius yra kompleksinis( neprik-

lauso R). Todél pletmlo Q (e v ) /Q (cos 2?”) laipsnis {Q (62;”) 1 Q (cos )} =2.
Pagal Teorema 1.8 kuny grandinei Q (6277”) 0Q (COS —) D Q turime

{Q (cos —) D Q} =
Irodyta.



Teiginys 7.11 Tegu p yra pirminis skaic¢ius. Jeigu | apskritimg galima §brézti
taisyklinggj; p—kampi, tai p = 2% + 1, t.y. pirminis p yra pirminis Ferma(
P.Fermat, 1601-1665) skaic¢ius.

[rodymas. Jeigu mes galime ibrezti | apskritima taisyklingaji p—kampi, tai pa-
gal Pagrindine brézimo salyga ir Lema 7.10 turime 172;1 = 2™ | ¢ia m— naturalusis
skaicius, ir p = 27*! 4 1. Bet skai¢ius 2" + 1 yra pirminis, jeigu n yra 2 laipsnis,
nes priesingai skaicius n turéty nelygini dalikli d, t.y. n = d - s, ir tada skaicius
2" + 1 nebuty pirminis:

204 1= (20) 1= (24 1) (20 - 2D )

Taigi p = 22" + 1 su naturaliuoju r.
Irodyta.

Ferma mané, kad skai¢iai 22" + 1 yra pirminiai su visais naturaliaisiais n ir
paskelbe, kad patikrino, kai n < 5. I§ ¢ia visi pirminiai skai¢iai, turintys pavidala
22" + 1, vadinami Ferma pirminiais skai¢iais. Kai n = 0,1,2,3,4 skaic¢iai p =
3,5,17,257,65537 tikrai yra pirminiai. Bet 1732 m. L.Oileris (L.Euler,1707-1783)
nustate, kad skaicius 227 11 = 232 1] = 4294967297 = 641-6700417 yra sudetinis.
Iki siol néra zinoma daugiau pirminiy Ferma skaiciy.

Pastebésime, kad Teiginys 7.11 nusako tik butinas taisyklingojo p— kampio

brezimo salygas. Brézti taisyklingaji trikampi galima, nes cos %” = cos 120° =
—%. Galima brezti ir taisyklingaji 5—kampi, nes cos (2%) = cos72° = @. 1801
metais 18-metis K.F.Gausas( K.F.Gauss, 1777-1855) parodé, kad cos (?—?) =

— L LT+ L34 — 2\/ﬁ+§¢17+3\/ﬁ— %’)4 — 2V/17 = 2¢/34 + 217

ir tuo paciu, kad galima brezti taisyklingaji 17— kampi. Gausas irode dar
daugiau: j apskritimg galima jbrézti taisyklinggy; n—kampy tada ir tik tada, kada
skaiciaus n kanoninis skaidinys yra n = 2% -p--.q , ¢ia k =0,1,2,..., 0 p,....,q
yra pirminiai Ferma skaiciai.

Norint mums pakartoti Gauso rezultata, reikty irodyti teigini atvirkscia Teig-
iniui 7.11.



Teiginys 7.12 Jeigu p = 2% 4+ 1 yra pirminis skai¢ius, tai | apskritimg galima
jbrezti taisyklinggyj p—kampj.
[rodymas. Mes jau zinome, kad uztenka parodyti, kad galima nubrézti skaiciy
. i omiy
cos (2?”) . Si{@lcms cos (27) € Q (COS (2?)) C Q (e P ) , ir pagal Teorema 6.7
kunas Q (67) yra Galua kunas virs Q, nes jis yra neredukuojamo virs Q poli-
nomo zP~! + 2772 4+ ... 4+ 2 + 1 skaidinio kiinas. Tegu o EGal(Q (62%) /Q) .

Tada o (e%) —eF , su apibreztu m, 1 < m < p — 1. Is ¢ia funkcija o — m

apibrézia grupiy izomorfizma Gal (Q (e%) /Q) — (Z/pZ)” . Taigi Galua plétinio
Q (e%) /Q Galua grupé G yra izomorfiska baigtinio kino GF(p) multiplikacinei
grupei (Z/pZ)”™ , kurios eilé yra lygi p — 1 = 2F. Gavome, kad G yra p— grupeé.

I§ Silovo Teoremos 4.4 (1), kai p = 2, zinome, kad egzistuoja tokia grupés ¢
pogrupiy grandiné

()=GoCGH CGyC- - CGry CGp =G,

kad faktorgrupés Giyq /Gy su visais 0 < i < k — 1 eilé lygi 2. Sia pogrupiu
27

grandine atitinka kuno Q (67) pokuniy grandine
(1) =Gh=Q(eT) DG DG D DG, DG =G"=Q,

ir [Gi:Giyq] = 2 suvisais 0 < @ < k — 1. Jeigu w; € G; ir vy ¢ Giyq ir
polinomas x? + b;x + ¢ , ¢a b;,¢; € Giyq, yra minimalusis u; polinomas, tai

u; = —hE '2622 _ 4Ci, 0 <i<k—1.Tegu dabar a;;; = b? — 4¢; € Giyy. Tada
Gi = Ginr (Vam) i Q (e7) = Q (Var @z, ..o /ar ) it a; € Q (figr, ooy /1)

ir ax € Q. Irodymui baigti belieka pasinaudoti Padrindine brézimo teorema( Teo-
rema 7.4).
Irodyta.



