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1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis pl_etinys

7. Klasikiniai br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdaviniai

Sekdami pitagorie�ciais ( V a. pr.Kr.), senieji graikai "skai�ciais" vadino tik sveiku-
osius skai�cius ir racionaliuosius skai�cius. Ta�ciau dom_edamiesi aristokratijos sim-
boliu - geometrinio vidurkio dyd�ziu a : b = b : c susid�ur_e su iracionalumu: kam
yra lygus dviej�u �svent�uj�u skai�ci�u 1 ir 2 geometrinis vidurkis ?( Pats skai�cius
buvo pitagorie�ci�u �loso�nio misticizmo pagrindas: prisiminkime kad ir j�u posaki�
" viskas yra skai�cius"). Geometrini� vidurki� formuluodami geometri�skai: "kam yra
lygi kvadrato i�stri�zain_e?" - teko pripa�zinti, kad �sis santykis n_era "skai�cius". Tai
griov_e buvusi�a aritmetikos ir geometrijos harmonij�a. Tik Eudokso ( 408 � 355
m.pr.Kr.) santyki�u teorija "i�veik_e" �si�a graik�u matematikos "kriz�e": algebriniai
dyd�ziai buvo rei�skiami geometri�skai, pavyzd�ziui

p
2 buvo rei�skiama kvadrato, ku-

rio plotas yra lygus 2; kra�stine, o visos algebrin_es operacijos buvo apibr_e�ziamos
geometri�skai. Tai buvo savoti�skas iracionali�uj�u skai�ci�u pripa�zinimas. Ir tai teik_e
vilties, kad �si�u "br_e�ziam�u" skai�ci�u jiems pakaks savo reikm_ems. Net �zymiesiems
savo br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdaviniams: kubo dvigubinimo, kampo trisek-
cijos, skritulio kvadrat�uros,- i�sspr�esti. Dabar mes pamatysime, kod_el �sios j�u viltys
nepasiteisino.

Tegu turime liniuot�e, kurios ilgis bus 1; ir skriestuv�a, kuriuo galime br_e�zti bet
kurio spindulio apskritimus. Skai�ci�u ( tiksliau b�ut�u atkarp�a, kurios ilgis yra �sis



skai�cus) vadinsime br_e�ziamu, jeigu jis yra 1 arba ji� galima nubr_e�zti atlikus tik
�siuos veiksmus:

� sujungti du br_e�ziamus ta�skus atkarpa;
� br_e�zti apskritim�a, kurio centras yra br_e�ziamame ta�ske ir spindulys yra br_e�zia-

mas skai�cius.

Apibr_e�zimas 7.1 Tegu K yra reali�uj�u skai�ci�u R pok�unis. Dekarto sandaug�a
K � K � R�R vadinsime K� plok�stuma. Tiese K� plok�stumoje vadinsime
ties�e, einan�ci�a per du K� plok�stumos ta�skus. �Si ties_e yra rei�skiama lygtimi

ax+ by + c = 0; �cia a; b; c 2 K:

Apskritimu K� plok�stumoje vadinsime apskritim�a, kurio centras yra K�
ta�ske, o spindulys yra i�s K: �Sis apskritimas yra rei�skiamas lygtimi

(x� a)2 + (y � b)2 = r2 ; �cia a; b; r 2 K:

Lema 7.2 Tegu L1 6= L2 yra dvi K� ties_es ir C1 6= C2 du K� apskritimai.
Tada

(1) L1 \ L2 = ; arba turi vien�a bendr�a K� ta�sk�a;
(2) L1 \ C1 = ; arba turi vien�a, arba turi du K (

p
s)� ta�skus, �cia s 2 K;

(3) C1 \ C2 = ; arba turi vien�a, arba turi du K (
p
s)� ta�skus, �cia s 2 K:

I�rodymas. Sankirt�u ta�skai gaunami sprend�ziant arba tiesini�u lyg�ci�u sistem�a
su koe�cientais i�s K; arba vienos tiesin_es ir vienos kvadratin_es lygties, arba dviej�u
kvadratini�u lyg�ci�u sistemas su koe�cientais i�s K: �Sios sistemos suvedamos blogiau-
siu atveju i� vieno ne�zinomojo kvadratin_es lygties su koe�cientais i�s K sprendim�a.
Detales paliekame skaitytojui.

I�rodyta.

Lema 7.3 (1) Jeigu a ir b yra br_e�ziami skai�ciai, tai ir a� b; ab ir
a

b
,( b 6= 0

) yra br_e�ziami.
(2) Jeigu a > 0 yra br_e�ziamas, tai ir

p
a yra br_e�ziamas.

I�rodymas. (1) I�s mokyklos laik�u mokame br_e�zti ties�e, einan�ci�a per duot�a ta�sk�a

ir lygiagre�ci�a arba statmen�a duotai tiesei. �Zinome taip pat kaip br_e�zti a�b: Norint
br_e�zti a � b; viename smailaus kampo su vir�s�une O spindulyje reikia atid_eti ta�skus
A ir B taip, kad OA = 1 ir OB = a (tegu a > 1), o kitame spindulyje � ta�sk�a
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C taip, kad OC = b: Nubr_e�z�e ties�e, einan�ci�a per ta�sk�a B ir lygiagre�ci�a atkarpai
AC gausime susikirtimo ta�sk�a D ta�sko C spindulyje. I�s trikampi�u OAC ir OBD
pana�sumo gauname OA

OC
= OB

OD
) 1

b
= a

OD
) OD = a � b .

Norint nubr_e�zti skai�ci�u 1
a
; a > 1; reikia smailiojo kampo viename spindulyje

atid_eti vienetin�e atkarp�a OA ir atkarp�a OB = a; o kitame spindulyje atkarp�a
OC = 1: Nubr_e�z�e ties�e, einan�ci�a per ta�sk�a B ir lygiagre�ci�a atkarpai AC gausime
susikirtimo ta�sk�a D ta�sko C spindulyje. Tada gauname OA

OC
= OB

OD
) 1

1 = a
OD

)
OD = 1

a
: Dabar mok_esime br_e�zti ir skai�ci�u a � 1

b
= a

b
:

(2) Br_e�ziame a+1 skersmens apskritim�a. Jo skersmenyje AB taip atidedame
ta�sk�a C; kad AC = a ir CB = 1: I�s ta�sko C i�skeliame stameni�, kuris kerta
apskritim�a ta�ske D: Tada AC

CD
= CD

CB
) CD2 = AC � CB ) CD =

p
a:

I�rodyta.

Teorema 7.4 (Pagrindin_e br_e�zimo teorema). (1) Br_e�ziam�u skai�ci�u aib_e
yra k�unas.

(2) Skai�cius a yra br_e�ziamas tada ir tik tada, kada jis yra pl_etinyje

Q
�p

a1; :::;
p
ar
�
; ai 2 Q

�p
a1; :::;

p
ai�1

�
ir a1 2 Q:

I�rodymas. (1) Tai tiesiogin_e Lemos 7.3 (1) i�svada.
(2) I�s (1) matome, kad br_e�ziam�u skai�ci�u k�unas yra Q pl_etinys( pagaliau Q yra

ma�ziausias k�unas turintis sveik�aji� 1 ). I�s Lemos 7.3 (2) turime, kad visi skai�ciai i�s

Q
�p

a1; :::;
p
ar
�
yra br_e�ziami. I�s kitos pus_es pagal Lem�a 7.2 kiekvienas br_e�ziamas

skai�cius yra k�une Q
�p

a1; :::;
p
ar
�
:

I�rodyta.

I�svada 7.5 (Pagrindin_e br_e�zimo s�alyga) Jeigu a yra br_e�ziamas skai�cius,
tai a yra algebrinis vir�s Q ir pl_etinioQ (a) =Q laipsnis [Q (a) : Q] yra lygus 2m:

I�rodymas. Jeigu a yra br_e�ziamas skai�cius, tai i�s Teoremos 1.8 k�un�u grandinei

Q � Q (a) � Q
�p

a1; :::;
p
ar
�
mes �zinome, kad [Q (a) : Q] yrah

Q
�p

a1; :::;
p
ar
�
: Q

i
= 2r daliklis.

I�rodyta.

Dabar galime kalb_eti apie klasikini�u br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdavini�u
i�ssprend�ziamum�a.
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Teiginys 7.6 Negalima skriestuvu ir liniuote nubr_e�zti kub�a, kurio t�uris dvigubai
didesnis u�z duotijo kubo t�uri�.

I�rodymas. I�s tikr�uj�u mums pakanka parodyti, kad negalima nubr_e�zti kubo,
kurio t�uris yra lygus 2: Tam reikia mok_eti nubr_e�zti kubin_es lygties x3 � 2 = 0
�sakni�. Pagal Eizen�steino ( F. G. M. Eisenstein, 1823-1852) kriterij�u ( kai p =
2) polinomas f (x) = x3 � 2 yra neredukuojamas vir�s Q. Tod_el, kaip �zinome,h
Q
�

3
p
2
�
: Q

i
= 3 ir pagal Pagrindin�e br_e�zimo s�alyg�a turime, kad skai�cius 3

p
2

n_era br_e�ziamas.
I�rodyta.

Teiginys 7.7 Negalima skrietuvu ir liniuote bet kuri� kamp�a padalyti i� tris
lygias dalis.

I�rodymas. Ai�sku, kad kampo br_e�zimas yra ekvivalentus �sio kampo trigonomet-
rini�u funkcij�u reik�smi�u br_e�zimui. Taigi, nor_edami padalyti kamp�a � i� tris dalis,
tur_etume mok_eti nubr_e�zti lygties cos� = 4 cos3 �

3
� 3 cos �

3
sprendini�. Pavyzd�ziui,

jeigu � = 60�; tai mes tur_etume mok_eti nubr_e�zti lygties 8x3�6x�1 = 0 sprendini�.
Bet polinomas g (x) = 8x3�6x�1 neturi racionali�uj�u �sakn�u( o jomis gal_et�u b�uti tik
skai�ciai �1;�1

2;�1
4;�1

8; bet patikrinus taip n_era), tod_el jis yra neredukuojamas
vir�s Q. Taigi, [Q (cos 20�) : Q] = 3 ir pagal Pagrindin�e br_e�zimo s�alyg�a turime,
kad skai�cius cos 20�; o tuo tarpu ir �

3
= 20� n_era br_e�ziamas.

I�rodyta.

Teiginys 7.8 Negalima skrietuvu ir liniuote nubr_e�zti kvadrat�a, kurio plotas
b�ut�u lygus skritulio plotui.

I�rodymas. Nor_edami nubr_e�zti kvadrat�a, kurio plotas yra lygus sritulio, kurio
spindulys yra r; plotui, tur_etume mok_eti nubr_e�zti lygties x2 � � = 0 sprendini�.
Bet skai�cius � yra transcendentinis ( pirmasis tai i�rod_e F.Lindemanas(1852-1939)
1882 metais), tod_el polinomas h (x) = x2�� yra neredukuojamas vir�s Q ir pagal
Pagrindin�e br_e�zimo s�alyg�a turime, kad skai�cius

p
� n_era br_e�ziamas.

I�rodyta.

Aptarkime dar vien�a klasikini� br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdavini�: ar gal-
ima i�br_e�zti i� apskritim�a taisykling�aji� n�kampi�? Ai�sku, jeigu apskritimo spinduli�
laikysime lygiu 1; o centru pasirinksime koordina�ci�u prad�zi�a, tai reikia mok_eti
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br_e�zti lygrties xn � 1 sprendinius. Pa�zi�ur_ekime, kada tai galima padaryti. Vis�u
pirma pasteb_esime, kad polinomas xn � 1 yra redukuojamas:

(�) xn � 1 = (x� 1) (xn�1 + xn�2 + � � �+ x+ 1) :

Lema 7.9 Jeigu p yra pirminis skai�cius, tai polinomas xp�1+xp�2+� � �+x+1

yra neredukuojamas vir�s Q ir pl_etinio Q
�
e
2�i
p

�
=Q laipsnis

h
Q
�
e
2�i
p

�
: Q

i
= p�1:

I�rodymas. Kai n = p; lygyb_eje (�) atlikime kintam�uj�u keitini� t = x� 1 :

(t+ 1)p � 1 = t �
�
(t+ 1)p�1 + (t+ 1)p�2 + � � �+ t+ 1 + 1

�
:

Tada

f (t+ 1) =
(t+ 1)p � 1

t
= tp�1+ Cp�1

p � tp�2 + � � �+ C3
p � t2+ C2

p � t2 + p � t:

�Zinome, kad Ci
p dalijasi i�s p su visais 1 � i � p � 1. Tada pagal Eizen�steino

kriterij�u polinomas f (t+ 1) ; o tuo pa�ciu ir polinomas xp�1+xp�2+� � �+x+1; yra
neredukuojamas vir�s Q: I�s I�svados 6.4 turime, kad neredukuojami polinomai vir�s

Q yra separabil�us, tod_el
h
Q
�
e
2�i
p

�
: Q

i
= deg (xp�1 + xp�2 + � � �+ x+ 1) = p�1:

Priminsime, kad e
2�i
p yra polinomo xp � 1 = 0 �saknis.

I�rodyta.

Lema 7.10 Tegu p� nelyginis pirminis skai�cius. Tada
h
Q
�
cos 2�

p

�
� Q

i
=

p�1
2
:

I�rodymas. Tegu p� nelyginis pirminis skai�cius. �Zinodami lygyb�e e
2�i
p =

cos 2�
p
+ i sin 2�

p
; matome, kad norint i�br_e�zti i� apskritim�a taisykling�aji� p�kampi�,

reikia mok_eti br_e�zti cos 2�
p
: Turime Q

�
e
2�i
p

�
� Q

�
cos 2�

p

�
� Q: Skai�cius e

2�i
p yra

lygties x2�2 cos 2�
p
�x+1 = 0 sprendinys, beto �sis skai�cius yra kompleksinis( neprik-

lauso R): Tod_el pl_etinioQ
�
e
2�i
p

�
=Q

�
cos 2�

p

�
laipsnis

h
Q
�
e
2�i
p

�
: Q

�
cos 2�

p

�i
= 2:

Pagal Teorem�a 1.8 k�un�u grandinei Q
�
e
2�i
p

�
� Q

�
cos 2�

p

�
� Q turimeh

Q
�
cos 2�

p

�
� Q

i
= p�1

2 :
I�rodyta.
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Teiginys 7.11 Tegu p yra pirminis skai�cius. Jeigu i� apskritim�a galima i�br_e�zti
taisykling�aji� p�kampi�, tai p = 22

r

+ 1; t.y. pirminis p yra pirminis Ferma(
P.Fermat,1601-1665) skai�cius.

I�rodymas. Jeigu mes galime i�br_e�zti i� apskritim�a taisykling�aji� p�kampi�, tai pa-

gal Pagrindin�e br_e�zimo s�alyg�a ir Lem�a 7.10 turime p�1
2

= 2m , �cia m� nat�uralusis
skai�cius, ir p = 2m+1 + 1: Bet skai�cius 2n + 1 yra pirminis, jeigu n yra 2 laipsnis,
nes prie�singai skai�cius n tur_et�u nelygini� dalikli� d; t.y. n = d � s , ir tada skai�cius
2n + 1 neb�ut�u pirminis:

2n + 1 = (2s)d + 1 = (2s + 1)
�
2s(d�1) � 2s(d�2) + � � � + 1

�
:

Taigi p = 22
r

+ 1 su nat�uraliuoju r:
I�rodyta.

Ferma man_e, kad skai�ciai 22
n

+ 1 yra pirminiai su visais nat�uraliaisiais n ir
paskelb_e, kad patikrino, kai n � 5: I�s �cia visi pirminiai skai�ciai, turintys pavidal�a
22

n

+ 1; vadinami Ferma pirminiais skai�ciais. Kai n = 0; 1; 2; 3; 4 skai�ciai p =
3; 5; 17; 257; 65537 tikrai yra pirminiai. Bet 1732 m. L.Oileris (L.Euler,1707-1783)
nustat_e, kad skai�cius 22

5

+1 = 232+1 = 4294967297 = 641 �6700417 yra sud_etinis.
Iki �siol n_era �zinoma daugiau pirmini�u Ferma skai�ci�u.

Pasteb_esime, kad Teiginys 7.11 nusako tik b�utinas taisyklingojo p� kampio
br_e�zimo s�alygas. Br_e�zti taisykling�aji� trikampi� galima, nes cos

�
2�
3

�
= cos 120� =

�1
2
: Galima br_e�zti ir taisykling�aji� 5�kampi�, nes cos

�
2�
5

�
= cos 72� =

p
5�1
4

: 1801

metais 18-metis K.F.Gausas( K.F.Gauss, 1777-1855) parod_e, kad cos
�
2�
17

�
=

� 1
16
+ 1

16

p
17+ 1

16

q
34 � 2

p
17+ 1

8

s
17 + 3

p
17 �

r
34 � 2

p
17 � 2

q
34 + 2

p
17

ir tuo pa�ciu, kad galima br_e�zti taisykling�aji� 17� kampi�. Gausas i�rod_e dar
daugiau: i� apskritim�a galima i�br_e�zti taisykling�aji� n�kampi� tada ir tik tada, kada
skai�ciaus n kanoninis skaidinys yra n = 2k � p � � � q , �cia k = 0; 1; 2; :::; o p; :::; q
yra pirminiai Ferma skai�ciai.

Norint mums pakartoti Gauso rezultat�a, reikt�u i�rodyti teigini� atvirk�s�ci�a Teig-
iniui 7.11.
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Teiginys 7.12 Jeigu p = 2k+1 yra pirminis skai�cius, tai i� apskritim�a galima
i�br_e�zti taisykling�aji� p�kampi�.

I�rodymas. Mes jau �zinome, kad u�ztenka parodyti, kad galima nubr_e�zti skai�ci�u

cos
�
2�
p

�
: Skai�cius cos

�
2�
p

�
2 Q

�
cos

�
2�
p

��
� Q

�
e
2�i
p

�
; ir pagal Teorem�a 6.7

k�unas Q
�
e
2�i
p

�
yra Galua k�unas vir�s Q; nes jis yra neredukuojamo vir�s Q poli-

nomo xp�1 + xp�2 + � � � + x + 1 skaidinio k�unas. Tegu � 2Gal
�
Q
�
e
2�i
p

�
=Q

�
:

Tada �
�
e
2�i
p

�
=e

2�i
p
m; su apibr_e�ztu m; 1 � m � p � 1: I�s �cia funkcija � ! m

apibr_e�zia grupi�u izomor�zm�a Gal
�
Q
�
e
2�i
p

�
=Q

�
! (Z=pZ)� : Taigi Galua pl_etinio

Q
�
e
2�i
p

�
=Q Galua grup_e G yra izomor��ska baigtinio k�uno GF(p) multiplikacinei

grupei (Z=pZ)� ; kurios eil_e yra lygi p � 1 = 2k: Gavome, kad G yra p� grup_e.
I�s Silovo Teoremos 4.4 (1) ; kai p = 2; �zinome, kad egzistuoja tokia grup_es G

pogrupi�u grandin_e

(1) = G0 � G1 � G2 � � � � � Gk�1 � Gk = G;

kad faktorgrup_es Gi+1=Gi su visais 0 � i � k � 1 eil_e lygi 2: �Si�a pogrupi�u

grandin�e atitinka k�uno Q
�
e
2�i
p

�
pok�uni�u grandin_e

(1)0 = G0
0 = Q

�
e
2�i
p

�
� G0

1 � G0
2 � � � � � G0

k�1 � G0
k = G0 = Q;

ir [Gi : Gi+1] = 2 su visais 0 � i � k � 1: Jeigu ui 2 Gi ir ui =2 Gi+1 ir
polinomas x2 + bix + ci , �cia bi; ci 2 Gi+1; yra minimalusis ui polinomas, tai

ui =
�bi �

q
b2i � 4ci

2
; 0 � i � k � 1: Tegu dabar ai+1 = b2i � 4ci 2 Gi+1: Tada

Gi = Gi+1

�p
ai+1

�
irQ

�
e
2�i
p

�
= Q

�p
a1;
p
a2; :::;

p
ak
�
ir ai 2 Q

�p
ai+1; :::;

p
ak
�

ir ak 2 Q: I�rodymui baigti belieka pasinaudoti Padrindine br_e�zimo teorema( Teo-
rema 7.4).

I�rodyta.
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