
K�UNU� TEORIJA

2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis pl_etinys

Praeitame skyriuje mes mat_eme, kad baigtinio matavimo Galua pl_etinys yra sep-
arabilusis ir normalusis pl_etinys ( I�svada 5.6). Dabar i�rodysime, kad teisingas ir
atvirk�s�cias teiginys.

Vis�u pirma mes i�sitikinsime tuo, kad ne visi neredukuojami polinomai yra sep-
arabilieji. Prad_esime apibr_e�zimu.

Apibr_e�zimas 6.1 Tegu K yra k�unas. Ma�ziausias k�uno K pok�unis vadina-
mas pirminiu K pok�uniu. Jeigu pirminio K pok�unio element�u skai�cius yra
pirminis skai�cius p; tai sakome, kad k�uno K charakteristika yra lygi p , o jeigu
pirminiameK pok�unyje yra begalinis element�u skai�cius, tai sakome, kad k�uno K
charakteristika yra lygi nuliui.

Pasteb_esime, kad k�uno K pirminis pok�unis yra izomor�nis arba baigtiniam
k�unui GF(p) ; jeigu k�uno K charakteristika yra lygi pirminiam skai�ciui p; arba
racionali�uj�u skai�ci�u k�unui Q, jeigu k�uno K charakteristika yra lygi 0: Jeigu k�uno
K charakteristika yra p; tai 0 = pa =a+ � � �+ a| {z }

p kart�u

su visais a 2 K: Kita k�uno K; ku-

rio charakteristika yra p; aritmetikos i�tatyb_e pasirei�skia lygyb_eje (a+ b)p = ap+bp

su visais a; b 2 K; nes visi binominiai koe�cientai i�sskyrus pirm�aji� ir paskutini�ji�
dalijasi i�s p:( D_el tos pa�cios prie�zasties yra teisinga ir lygyb_e (a+ b)p

n

= ap
n

+ bp
n

su visais a; b 2 K ir n 2 N). I�s �cia turime, kad vir�s k�uno K; kurio charakteristika



yra p; polinomas xp + 1 = (x+ 1)p n_era neruduokajamas.

Apibr_e�zimas 6.2 Tegu f 2 K [x] ; f (x) =
nP
i=1

aix
i: Polinomo f (x) i�svestine

f 0 (x) vadiname polinom�a

f 0 (x) =
nX
i=1

iaix
i�1;

�cia iai =ai + � � � + ai| {z }
i kart�u

.

�Sis i�svestin_es apibr_e�zimas realiems polinomas sutampa su i�prastu i�svestin_es
apibr_e�zimu, naudojan�ciu ribos savok�a. Bet baigtiniuose k�unuose ribos savokos
n_era, tod_el ir prireik_e formalaus i�svestin_es apibr_e�zimo. Tai leid�zia suformuluoti
polinomo separabilumo s�alyg�a.

Teiginys 6.3 Tegu f (x) yra neredukuojamas polinomas vir�s k�uno K. Tada
�sios 4 s�alygos yra ekvivalen�cios:

(1) polinomas f turi nors vien�a kartotin�e �sakni� ( skaidinio k�une);
(2) BDD(f; f 0) 6= 1;
(3) k�uno K charakteristika p 6= 0 ir f (x) = g (xp) ; �cia g (x) 2 K [x] ;
(4) visos polinomo �saknys yra kartotin_es.

I�rodymas. Tegu F yra polinomo f skaidinio k�unas.

(1)) (2) : Tegu r yra polinomo f (x) kartotin_e �saknis: f (x) = (x� r)2 g (x) ;
�cia g (x) 2 F [x] : Tada viena i�svestin_es f 0 (x) = 2 (x� r) g (x) + (x� r)2 g0 (x) =
(x� r) (2g (x) + (x� r) g0 (x)) �saknimi yra r : f 0 (r) = 0 ir tod_el BDD(f; f 0) 6= 1:

(2) ) (3) : Kadangi f yra neredukuojamas polinomas, o deg (f 0) < deg (f) ir
BDD(f; f 0) 6= 1; tai f 0 (x) � 0: Bet tai nei�manoma vir�s nulin_es charakteristikos

k�uno, tod_el char K = p > 0 ir tod_el f (x) =
nX
i=0

aipx
ip = g (xp) ; �cia g 2 K [x] :

(3) ) (4) : Tegu f (x) = g (xp) ir tegu g (x) = (x� a1)
m1 � � � (x� as)

ms k�une
F: Tada

f (x) = g (xp) = (xp � a1)
m1 � � � (xp � as)

ms = (x� a1)
pm1 � � � (x� as)

pms ;

�cia api = ai , char F = p: Gavome, kad kiekvienos polinomo f �saknies kartot-
inumas ne ma�zesnis u�z p:
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(4)) (1) : Akivaizdu (a�s tikiuosi).
I�rodyta.

I�svada 6.4 Neredukuojamas polinomas vir�s k�uno, kurio charakteristika yra
lygi 0; yra separabilus.

Paskutinioji i�svada mums sako, kad polinomo vir�s nulin_es charakteristikos
k�uno skaidinio k�unas yra Galua pl_etinys. Tai teisinga ir polinomams vir�s baig-
tini�u k�un�u( �zr.:C. Paskaita apie neredukuojamus polinomus vir�s baigtini�u k�un�u).
Ta�ciau tai n_era teisinga begaliniams k�unams, kuri�u charakteristika yra lygi p:

Pavyzdys. Tegu k�uno K charakteristika yra lygi p ( pavyzd�ziui, GF(p)) ir
tegu u yra transcendentinis elementas vir�s K: Tada racionali�uj�u funkcij�u k�uno
K (u) charakteristika yra lygi p ir polinomas xp � u yra neredukuojamas �ziede
(K (u)) [x] ; bet xp � u = (x� r)p vir�s polinomo xp � u skaidinio k�uno, �cia r�
polinomo �saknis. Gavome, kad neredukuojamas polinomas gali tur_eti kartotines
�saknis, tiesa, tik vir�s begalini�u baigtin_es charakteristikos k�un�u.

Gri��zkime prie I�svados 5.6 atvirk�s�cio teiginio i�rodymo. I�s prad�zi�u pasteb_esime,
kad kiekvienas k�un�u izomor�zmas � : K ! L generuoja �zied�u izomor�zm�a

�x : K [x]! L [x] ; �cia �x

�
nP
i=0

aix
i

�
=

nP
i=0

� (ai)xi (skaitytojui paliekame i�rodyti,

kad tai yra �zied�u izomor�zmas).

Teorema 6.6 Tegu � : K ! L yra k�un�u izomor�zmas ir tegu f (x) =
nP
i=0

aix
i 2 K [x] yra separabilus n�ojo laipsnio polinomas( n > 0): Jeigu F yra

polinomo f skaidinio k�unas vir�s K; o E yra polinomo �x (f) =
nP
i=0

� (ai)xi skai-

dinio k�unas vir�s L; tai egzistuoja lygiai [F : K] izomor�zm�a � generuojan�ci�u
izomor�zm�u �� : F ! E ( izomor�zmas � generuoja izomor�zm�a ��; jeigu �� (a) =
� (a) su visais a 2 K):

I�rodymas. I�rodysime indukcija pagal m = [F : K] : Jeigu m = 1; tai F = K ir
tod_el polinomo f skaidinio k�unu yra K; o polinomo �x (f) skaidinio k�unu yra L;
taigi, E = L: Turime, kad tada �� = �: Tegu dabar teorema yra teisinga su visais
k�unais K ir visais polinomais h (x) 2 K [x] ; kuri�u skaidinio k�uno laipsnis vir�s
K yra ma�zesnis u�z m: Tegu [F : K] = m > 1 ir g yra polinomo f nereduojamas
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daugiklis, kurio laipsnis yra d > 1: . Polinomas �x (g) yra nereduokuojamas vir�s L
, nes �x yra izomor�zmas. Mes galime apibr_e�zti �zied�u homomor�zm�u kompozicij�a

K [x]
�x�! L [x]

�
�! L [x] = h�x(g)i

kurios branduolys ker��x = hgi : Tegu u 2 F yra polinomo g �saknis, o v 2
E kuri nors polinomo �x (g) �saknis. Para�sykime homomor�z�u teorem�a �ziedams
diagrama

K [x]
��x�! L [x] = h�x(g)i

�0

& %
��x

K [x] = hgi

�cia ��x� k�un�u izomor�zmas. tada pagal Teorem�a 1.5 turime

K (u) � K [x] = hgi � L [x] = h�x(g)i � L (v) :

Tegu v1; :::; vd yra visos polinomo �x(g) �saknys. Tada pagal Teorem�a 1.6 egzis-
tuoja lygiai d toki�u k�un�u izomor�zm�u �j : K (u) ! L (vj) ; kad � generuoja �j
ir �j (u) = vj: I�s Teoremos 1.5 turime, kad [K (u) : K] = d > 1: Tada pagal Teo-

rem�a 1.8 gauname, kad [F : K (u)] = [F :K]
[K(u):K] =

m
d
< m: Turime, kad k�unas F

yra polinomo f skaidinio k�unas vir�s K (u) ir su visais 1 � j � d k�unas E yra
polinomo �x (f) skaidinio k�unas vir�s L (vj) : Pagal indukcijos prielaid�a turime, kad
su visais 1 � j � d egzistuoja lygiai m

d
= [F : K (u)] izomor�zm�u ! : F ! E;

kuriuos generuoja �j: I�s �cia turime, kad egzistuoja lygiai d � m
d

= m = [F : K]
izomor�zm�u, kuriuos generuoja �:

I�rodyta.

Dabar i�rodysime norim�a teorem�a.

Teorema 6.7 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys. Tada teiginiai yra ekvivalent�us:
(1) F=K yra baigtinis Galua pl_etinys.
(2) F=K yra baigtinis, normalusis, separabilusis pl_etinys.
(3) F yra separabilaus polinomo skaidinio k�unas vir�s K:

I�rodymas. (1)) (2) : tai I�svada 5.6.
(2) ) (3) : Tegu fv1; :::; vng yra k�uno F baz_e vir�s K ( pl_etinys F=K yra

baigtinis). Tegu fi 2 K [x] yra minimalusis vi polinomas vir�s K , �cia 1 � i � n:
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Pl_etinys F=K yra separabilusis, tod_el visi fi yra separabil�us vir�s K: Pl_etinys F=K
yra normalusis, tod_el F yra separabilaus polinomo f = f1 � � � fn skaidinio k�unas,
nes visos polinom�u fi �saknys, o taip pat ir polinomo f �saknys, yra k�une F:

(3)) (1) : Tegu F yra separabilaus polinomo f 2 K [x] skaidinio k�unu. Tegu
G =Gal(F=K) : Tada G =Gal(F=K 00) ; nes F yra taip pat ir polinomo f; kaip
polinomo vir�s K 00; skaidinio k�unas. Tada pagal Teorem�a 6.6 turime

[F : K] = jGal (F=K)j = jGal (F=K 00)j = [F : K 00] :

Gavome, kad K = K 00 ir tod_el F=K yra baigtinis Galua pl_etinys.
I�rodyta.

Taigi, nuo �siol i� baigtini� Galua pl_etini� galima �zi�ur_eti kaip i� separabilaus poli-
nomo skaidinio k�un�a.
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