KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija
5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis plétinys

Praeitame skyriuje mes matéme, kad baigtinio matavimo Galua plétinys yra sep-
arabilusis ir normalusis plétinys ( [svada 5.6). Dabar irodysime, kad teisingas ir
atvirkscias teiginys.

Visy pirma mes isitikinsime tuo, kad ne visi neredukuojami polinomai yra sep-
arabilieji. Pradésime apibrézimu.

Apibrezimas 6.1 Tegu K yra kunas. Maziausias kuino K pokunis vadina-
mas pirminiu A pokiiniu. Jeigu pirminio K pokiinio elementy skaicius yra
pirminis skai¢ius p, tai sakome, kad kiino K charakteristika yra lygi p , o jeigu
pirminiame A pokunyje yra begalinis elementy skai¢ius, tai sakome, kad kuno K
charakteristika yra lygi nuliui.

Pastebésime, kad kuno K pirminis pokunis yra izomorfinis arba baigtiniam
kunui GF(p), jeigu kuno K charakteristika yra lygi pirminiam skai¢iui p, arba
racionaliyjy skaiciy kunui Q, jeigu kuno K charakteristika yra lygi 0. Jeigu kuno
K charakteristika yra p, tai 0 = pa =a + - -+ + a su visais @ € K. Kita kuno K, ku-

p karty
rio charakteristika yra p, aritmetikos itatybeé pasireiskia lygybéje (a + b)" = a? +?
su visais a,b € K, nes visi binominiai koeficientai isskyrus pirmaji ir paskutiniji
dalijasi i$ p.( Dél tos pacios priezasties yra teisinga ir lygybeé (a + b)pn = a4+ "
su visais a,b € K ir n € N). I8 ¢ia turime, kad vir§ kuno K, kurio charakteristika



vra p, polinomas 2 + 1 = (z + 1)” néra neruduokajamas.

Apibrézimas 6.2 Tequ f € K [z], f (z) = Zn: a;x'. Polinomo f (z) idvestine

I (x) vadiname polinomg

dia ta; =a; + - +a; .
7 karty
Sis i§vestinés apibrézimas realiems polinomas sutampa su iprastu i§vestinés
apibrézimu, naudojanciu ribos savoka. Bet baigtiniuose kunuose ribos savokos

nera, todel ir prireike formalaus isvestines apibrezimo. Tai leidzia suformuluoti
polinomo separabilumo salyga.

Teiginys 6.3 Tegu f(x) yra neredukuojamas polinomas virs kuno K. Tada
Sios 4 sqlygos yra ekvivalendcios:

(1) polinomas f turi nors vieng kartotine Saknj ( skaidinio kune);

(2) BOD(/, ) # 1

(3) kuno K charakteristika p # 0 ir f(x) = g(2?), éia g(x) € K [z];

(4)

visos polinomo Saknys yra kartotines.

Irodymas. Tegu F' yra polinomo f skaidinio kunas.

(1) = (2). Tegu r yra polinomo f (z) kartotiné saknis: f (z) = (z —r)> g (z),
¢ia g (x) € Flz]. Tada viena idvestines f'(x) =2(x —r)g(x) + (x — r)zg’( =
(x —7r) (29 (2) + (. —r) ¢ («)) saknimi yra r : f'(r) = 0 ir todél BDD(f, f') # 1.

(2) = (3). Kadangi f yra neredukuojamas polinomas, o deg (f') < deg (f) ir
BDD(f, f') # 1, tai f'(«) = 0. Bet tai neimanoma virs nulinés charakteristikos

kino, todél char K = p > 0 ir todel f(z) =Y aya™ = g(aP), ¢ia g € K [z].
=0
(3) = (4). Tegu f(z) = g(a?) ir tegu g (z) = (v —ay)™ -+ (x — as)"* kune
F. Tada

@) =g(@@") =@ —a)™ - (@ —a))" = (& —a))™ - (2 = a,)"™,

¢ia a? = a; , char F' = p. Gavome, kad kiekvienos polinomo f Saknies kartot-
Inumas ne mazesnis uz p.



(4) = (1). Akivaizdu (a8 tikiuosi).
Irodyta.

Isvada 6.4 Neredukuojamas polinomas virs kuno, kurio charakteristika yra
lygi 0, yra separabilus.

Paskutinioji isvada mums sako, kad polinomo virs nulinés charakteristikos
kuno skaidinio kunas yra Galua plétinys. Tai teisinga ir polinomams virs baig-
tiniy kuny( zr.:C. Paskaita apie neredukuojamus polinomus virs baigtiniy kuny).
Taciau tai nera teisinga begaliniams kunams, kuriy charakteristika yra lygi p.

Pavyzdys. Tegu kuno K charakteristika yra lygi p ( pavyzdziui, GF(p)) ir
tegu u yra transcendentinis elementas virs K. Tada racionaliyjy funkcijy kuno
K (u) charakteristika yra lygi p ir polinomas #¥ — u yra neredukuojamas ziede
(K (u))[z], bet 27 — u = (z — r)” vir§ polinomo 2? — u skaidinio kuno, ¢ia r—
polinomo saknis. Gavome, kad neredukuojamas polinomas gali turéti kartotines
saknis, tiesa, tik virs begaliniy baigtinés charakteristikos kuny.

Grizkime prie Isvados 5.6 atvirkscio teiginio irodymo. I$ pradziy pastebésime,
kad kiekvienas kuny izomorfizmas o : K — L generuoja ziedy izomorfizma

oy K[z] — L[z], ¢ia o, (Zn: aixi) = Zn: o (a;) z' (skaitytojui palickame jrodyti,
=0 =0

kad tai yra ziedy izomorfizmas).

Teorema 6.6 Tegu o : K — L yra kuny izomorfizmas ir tequ f(x) =

S ax' € K [z] yra separabilus n—ojo laipsnio polinomas( n > 0). Jeigu F yra
=0

polinomo f skaidinio kunas virs K, o E yra polinomo o, (f) = 3 o(a;)x" skai-
=0

dinio kunas virs L, tai egzistuoja lygiai [F : K] izomorfizmg o generuojanéiy
izomorfizmy o : F' — E ( izomorfizmas o generuoja izomorfizma &, jeigu & (a) =
o (a) su visais a € K).

[rodymas. Irodysime indukcija pagal m = [F': K]. Jeigu m = 1, tai ' = K ir
todél polinomo f skaidinio kunu yra K, o polinomo o, (f) skaidinio kunu yra L,
taigi, £ = L. Turime, kad tada o = 0. Tegu dabar teorema yra teisinga su visais
kunais K ir visais polinomais h () € K [z], kuriy skaidinio kuno laipsnis virs
K yra mazesnis uz m. Tegu [F': K] = m > 1 ir ¢ yra polinomo f nereduojamas



daugiklis, kurio laipsnis yra d > 1. . Polinomas o, (¢) yra nereduokuojamas virs L
, nes o, yra izomorfizmas. Mes galime apibrezti ziedy homomorfizmy kompozicija

K [z] =% L] — L[]/ {0.(g))

kurios branduolys kermo, = (g). Tegu u € F yra polinomo ¢ Saknis, o v €
E kuri nors polinomo o, (g) saknis. Parasykime homomorfizy teorema ziedams
diagrama

K 1] o L1z)/ (o:(9))
AV %

™ O g

K[z]/(g)

¢ia To,— kuny izomorfizmas. tada pagal Teorema 1.5 turime

K (u) = K]/ {g) = L]/ {o.(g)) = L (v).

Tegu vy, ..., vq yra visos polinomo o,(g) Saknys. Tada pagal Teorema 1.6 egzis-
tuoja lygiai d tokiy kuny izomorfizmy 7; : K (u) — L (v;), kad o generuoja 7;
ir 7j (u) = v;. Is Teoremos 1.5 turime, kad [K (u) : K| = d > 1. Tada pagal Teo-
rema 1.8 gauname, kad [F': K (u)] = [[1(? ;‘]] = % < m. Turime, kad ktunas F
yra polinomo f skaidinio kunas vir§ K (u) ir su visais 1 < j < d kunas F yra

i) -

polinomo o, ( f) skaidinio kunas virs L (v

Pagal indukeijos prielaida turime, kad

su visais 1 < j < d egzistuoja lygiai % = [F': K (u)] izomorfizmy w : F' — F,
kuriuos generuoja 7;. I§ ¢ia turime, kad egzistuoja lygiai d - % = m = [F: K]
izomorfizmy, kuriuos generuoja o.

Irodyta.

Dabar jrodysime norima teorema.

Teorema 6.7 Tegu F'/K yra kuno plétinys. Tada teiginiai yra ekvivalentus:
(1) F/K yra baigtinis Galua plétinys.

(2) F/K yra baigtinis, normalusis, separabilusis plétinys.

(3) F' yra separabilaus polinomo skaidinio kunas virs K.

[rodymas. (1) = (2) : tai Isvada 5.6.
(2) = (3) : Tegu {v1,...,v,} yra kuno F' bazé virs K ( plétinys F/K yra
baigtinis). Tegu f; € K [#] yra minimalusis v; polinomas virs K , ¢ia 1 <i < n.
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Plétinys F'/ K yra separabilusis, todél visi f; yra separabilus virs K. Plétinys F// K
yra normalusis, todel F' yra separabilaus polinomo f = f;--- f, skaidinio kunas,
nes visos polinomuy f; Saknys, o taip pat ir polinomo f saknys, yra kune F.

(3) = (1) : Tegu F' yra separabilaus polinomo f € K [z] skaidinio kunu. Tegu
G =Gal(F/K). Tada ¢ =Gal(F/K"), nes F' yra taip pat ir polinomo f, kaip

polinomo vir§ K, skaidinio kunas. Tada pagal Teorema 6.6 turime
(12 K] = [Gal (F/K)| = |Gal (F/K")| = [+ K],

Gavome, kad K = K" ir todél F//K yra baigtinis Galua plétinys.
Irodyta.

Taigi, nuo siol 1 baigtini Galua pletini galima ziureti kaip 1 separabilaus poli-
nomo skaidinio kuna.



