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1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

Norint skai�ciuoti sud_etingesnes Galua grupes reikia i�rodyti pagrindin�e Galua teori-
jos teorem�a.

Teorema 5.1 (Fundamentalioji Galua teorijos teorema, I dalis) Tegu

F=K yra baigtinio laipsnio Galua pl_etinys. Egzistuoja abipus vienareik�sm_e ati-

tiktis tarp tarpini�u k�un�u aib_es ir grup_es Gal(F=K) pogrupi�u aib_es, rei�skiamos

priskirimu E ! E0 < Gal(F=K) su visais tarpiniais k�unais E: Su visais tarpini-

ais k�unais E � L teisinga [L : E] = [E0 : L0] :

Pasteb_esime, kad pagal Teorem�a 2.4 , norint gauti norim�a atitikti�, pakanka
i�rodyti, kad su kiekvienu tarpiniu k�unu E teisinga [E00 : E] = 1 ir su kiekvienu
pogrupiu H <Gal(F=K) teisinga [H 00 : H] = 1: Prad_esime nuo nelygybi�u tarp �si�u
laipsni�u.

Lema 5.2 Tegu F=K yra baigtinio laipsnio Galua pl_etinys. Su visais pogru-

piais H < J <Gal(F=K) teisinga nelygyb_e [H 0 : J 0] � [J : H] :

I�rodymas. Tegu n = [J : H] ir turime n+1 element�a u1; :::; un+1 2 H 0: Norime
parodyti, kad �sie elementai yra tiesi�skai priklausomi vir�s J 0: Neapribojant ben-
drumo, galima tarti, kad ui 6= 0 su visais i = 1; :::; n + 1; nes prie�singu atveju
sistema u1; :::; un+1 b�ut�u tiesi�skai priklausoma jau ir be i�rodymo.

Tegu grup_es J visi kairieji sluoksniai pogrupio H at�zvilgiu yra: H; �2H; :::; �nH
ir tegu �1 =idF : Nagrin_ekime n lyg�ci�u su n+1 ne�zinomaisiais homogenin�e tiesini�u
lyg�ci�u sistem�a



�1 (u1) x1 + � � �+ �1 (un+1)xn+1 = 0
�2 (u1) x1 + � � �+ �2 (un+1)xn+1 = 0

� � �
�n (u1) x1 + � � �+ �n (un+1)xn+1 = 0

(1)

�Si sistema visada turi nenulini� sprendini� k�une H 0 . Pasteb_esime, kad norint
i�rodyti lem�a, reikia parodyti, kad egzistuoja nenulinis sistemos sprendinys k�une
J 0: Tikrai, kiekvienas toks sprendinys x1 = c1; :::; xn+1 = cn+1 tenkt�u pirm�aj�a
sistemos lygti� : �1 (u1) c1 + � � �+ �1 (un+1) cn+1 = u1c1 + � � �+ un+1cn+1 = 0; o tai
ir reik�st�u, kad sistema u1; :::; un+1 yra tiesi�skai priklausoma.

Tegu x1 = c1; :::; xn+1 = cn+1 yra ma�ziausiai turintis nenulini�u cj nenulinis
sistemos (1) sprendinys. Neapribojant bendrumo, galima tarti, kad c1; :::; cr yra
nelyg�us nuliui, o cr+1 = � � � = cn+1 = 0: Beto, tegu c1 = 1:

Su kiekvienu � 2 J turime, kad kairieji sluoksniai ��1H;� �2H; :::; ��nH sudaro
vis�u kairi�uj�u sluoksni�u sistem�a, nes jeigu ��iH = � �jH , tai ��i = � �jh )
�i = �jh ir tod_el b�ut�u �iH = �jH: Bet tai yra teisinga tik tada, kai i = j:
Taigi, fH; �2H; :::; �nHg = f��1H;��2H; :::; ��nHg su kiekvienu � 2 J: Tod_el su
kiekvienu 1 � i � n egzistuoja toks 1 � ki � n; kad ��iH = �kiH; t.y. ��i 2 �kiH:
Gavome, kad su kiekvienu 1 � j � n + 1 ir uj 2 H 0 turime ��i (uj) = �kih (uj) =
�ki (uj) ; �cia h 2 H:

Su kiekvienu 1 � i � n i�s sistemos (1) turime, kad
0 = � (�i (u1) c1 + � � �+ �i (un+1) cn+1) = ��i (u1)�(c1)+� � �+��i (un+1)�(cn+1):

Gavome, kad elementai x1 = � (c1) = � (1) = 1; x2 = � (c2) ; :::; xn+1 = � (cn+1)
yra sistemos

�k1 (u1) x1 + � � �+ �k1 (un+1)xn+1 = 0
�k2 (u1) x1 + � � �+ �k2 (un+1)xn+1 = 0

� � �
�kn (u1) x1 + � � �+ �kn (un+1)xn+1 = 0

(2)

sprendinys.
Kadangi f�k1 ; :::; �kng yra pilnoji kairi�uj�u sluoksni�u H at�zvilgiu sistema, t.y.

f�k1H; :::; �knHg = f�1H; �2H; :::; �nHg ; tai f�k1 ; :::; �kng = f�1; �2; :::; �ng : Tai
rei�skia, kad sistemos (1) ir (2) sutampa ir x1 = � (c1) = � (1) = 1; x2 = � (c2) ; :::;
xn+1 = � (cn+1) yra (1) sistemos sprendinys.

Homogenin_es sistemos (1) sprendiniu bus taip pat ir x1 = c1�� (c1) = 0; x2 =
c2�� (c2) ; :::; xr = cr�� (cr) ; xr+1 = cr+1�� (cr+1) = 0; :::; xn = cn�� (cn) = 0:
�Siame sprendinyje yra ma�ziau negu r nenulini�u skai�ci�u, tod_el jis tur_et�u b�uti nuliniu
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sprendiniu: x1 = � � � = xn = 0; t.y. su visais 1 � i � n + 1 teisinga � (ci) = ci:
Kitais �zod�ziais sakant, c1; :::; cn+1 2 J 0 ir tod_el sistema fu1; :::; un+1g yra tiesi�skai
priklausoma vir�s J 0:

I�rodyta.

Teoremos 5.1 i�rodymas. Norint gauti abipus vienareik�sm�e atitikti� tarp tarpini�u
k�un�u ir grup_es Gal(F=K) pogrupi�u pagal Teorem�a 2.4 pakanka parodyti, kad visi
tarpiniai k�unai ir visi pogrupiai yra u�zdari.

Tegu E yra tarpinis k�unas. Pagal Teigini� (6) turime, kad E � E00: Bet pl_etinys
F=K yra Galua pl_etinys, K = K 00; tod_el pagal Lemas 3.4 ir 5.2 turime, kad
[E00 : K] � [E : K] � [K 0 : E0] � [E00 : K 00] = [E00 : K] : I�s �cia pagal Teorem�a 1.8

turime [E00 : E] =
[E00 : K]

[E : K]
= 1 ir tod_el E00 = E; t.y. E yra u�zdaras.

Tegu dabar H < Gal(F=K) : I�s Teigini�u (1) ; (3) ir (6) turime, kad h idF i
yra u�zdaras ir H < H 00: Pagal Lemas 3.4 ir 5.2 turime, kad [H 00 : h idF i] �
[H : h idF i] �

h
h idF i0 : H 0

i
�

h
H 00 : h idF i00

i
= [H 00 : h idF i] : I�s �cia pagal La-

gran�zo teorem�a turime [H 00 : H] =
[H 00 : h idF i]
[H : h idF i] = 1 ir tod_el H 00 = H; t.y. H yra

u�zdaras.
Pagaliau, su bet kuriais tarpiniais k�unais L � E turime, kad [E : L] �

[L0 : E0] � [E00 : L00] = [E : L] ir tod_el [E : L] = [L0 : E0] :
I�rodyta.

I�s teoremos mes matome, kad, norint tirti Galua pl_etinio Galua grup�e, reikia
mok_eti kiekvienam tarpiniam k�unui priskirti pl_etinio Galua grup_es pogrupi�. �Sis
priskirimas palengvina taip pat ir polinomo Galua grup_es radim�a.

Pavyzdys. Rasime k�uno F = Q
�
i;
p
2
�
Galua grup�e vir�s Q ir visus pl_etinio

F=Q tarpinius k�unus. Ai�sku, kad x2 + 1 yra minimalusis i polinomas, o x2 � 2
yra minimalusis

p
2 polinomas. I�s �cia turime, kad k�unas F yra polinomo f (x) =

(x2 + 1) (x2 � 2) = x4 � x2 � 2 skaidymo k�unas ir tod_el Gal(F=Q) yra polinomo
f (x) Galua grup_e.

Kiekvienas grup_es Gal(F=Q) elementas � yra k�uno F automor�zmas vir�s Q
ir tod_el yra polinomo f (x) �sakn�u

p
2;�p2; i ir �i keitinys. Galimi 4 variantai:

�
�p

2
�
= �p2 ; � (i) = �i:

1) �1

�p
2
�
=
p
2 ; �1 (i) = i:
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2) �2

�p
2
�
=
p
2 ; �2 (i) = �i:

3) �3

�p
2
�
= �p2 ; �3 (i) = i:

4) �4

�p
2
�
= �p2 ; �4 (i) = �i: Pasteb_esime, kad �4 = �3�2:

Taigi, grup_es Gal(F=Q) veiksm�u lentel_e yra

� �1 �2 �3 �4

�1 �1 �2 �3 �4

�2 �2 �1 �4 �3

�3 �3 �4 �1 �2

�4 �4 �3 �2 �1

Matome, kad �si lentel_e sutampa su grup_es Z2 � Z2 veiksm�u lentele:

+ (0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)
(0; 0) (0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)
(0; 1) (0; 1) (0; 0) (1; 1) (1; 0)
(1; 0) (1; 0) (1; 1) (0; 0) (0; 1)
(1; 1) (1; 0) (1; 0) (0; 1) (0; 0)

Taigi Gal(F=Q) � Z2�Z2: Grup_eje Gal(F=Q) yra trys netrivial�us pogrupiai:
A = f�1;�2g = h�2i ; B = f�1;�3g = h�3i ir C = f�1;�4g = h�4i ir tod_el

A0 = Q
�p

2
�
; B0 = Q (i) ir C 0 = Q

�p
2 � i

�
: Pagal Fundamentaliosios teoremos I

dali� tai ir yra visi pl_etinioQ
�
i;
p
2
�
=Q tarpiniai k�unai. Visi �sie tarpiniai k�unai yra

Galua k�unai vir�s Q: A00 =
�
Q
�p

2
��0

= Gal
�
Q
�p

2
�
=Q

�
= A; B 00 = (Q (i))0 =

Gal(Q (i) =Q) = B ir C 00 =
�
Q
�p

2 � i
��0

= Gal
�
Q
�p

2 � i
�
=Q

�
= C: Pasteb_e-

sime, kad visos grup_es A; B; C yra izomor�n_es vienint_elei grupei i�s 2 element�uZ2:

Kita i�svada yra ta, kad su kiekvienu Galua pl_etiniu F=K ir kiekvienu tarpiniu
k�unu E teisinga E =Gal(F=E)0 : Bet k�a gal_etume pasakyti apie Gal(E=K)?
Sunkumai kyla jau ir tod_el, kad k�unas E gali neb�uti k�uno K Galua pl_etinys.
Pavyzd�ziui, nagrin_ejant k�un�u grandin�e Q � Q

�
3
p
5
�
� F; �cia F� polinomo x3 �

5 2 Q [x] skaidymo k�unas, matome, kad Q
�

3
p
5
�
=Q n_era Galua pl_etinys, nes�

Gal
�
Q
�

3
p
5
�
=Q

��0
=
�
h id

Q( 3
p
5) i

�0
= Q

�
3
p
5
�
6= Q: Antroji Fundamentalio-

sios teoremos dalis yra skirta kaip tik �siai problemai spr�esti.
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Tegu E yra pl_etinio F=K tarpinis k�unas. Sakysime, kad E yra stabilus F/K
at�zvilgiu, jeigu su visais � 2Gal(F=K) teisinga � (E) � E: Tai tarp kitko rei�skia
ir tai, kad apribojus � apibr_e�zimo sriti� k�unu E gauname E automor�zm�a, kurio
atvirk�stinis yra ��1 siaurinys k�une E:

Lema 5.3 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys, o E - stabilus tarpinis k�unas. Egzis-

tuoja homomor�zmas 	 :Gal(F=K)!Gal(E=K) ; kurio ker	 = E0 =Gal(F=E) :

I�rodymas. Su visais � 2Gal(F=K) apibr_e�zkime 	 (�) = � jE : K�unas E yra
stabilus, tod_el 	 (�) 2Gal(E=F ) : Ai�sku, kad taip apibr_e�ztas 	 yra homomor�z-
mas( patikrinkit!). Pagaliau, � 2 ker (	), �jE =idE , � 2 E0:

I�rodyta.

Lema 5.4 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys.

1. Jeigu E yra stabilus tarpinis k�unas, tai E0 yra normalusis Gal(F=K)
pogrupis E0

� Gal(F=K) :
2. Jeigu H � Gal(F=K) ; tai H 0 yra stabilus tarpinis k�unas.

I�rodimas. 1. I�s Lemos 5.3 mes �zinome, kad E0 = ker	; o kiekvieno homomor-
�zmo branduolys yra normalusis pogrupis.

2. Tegu � 2 Gal(F=K) ir u 2 H 0: Tada su visais � 2 H turime ��1�� 2 H
ir tod_el ��1�� (u) = u: I�s �cia � (� (u)) = � (u) ir tod_el � (u) 2 H 0; t.y. H 0 yra
stabilus tarpinis k�unas.

I�rodyta.

Teorema 5.5 ( Fundamentalioji Galua teorijos teorema, II dalis) Tegu
F=K yra baigtinio laipsnio Galua pl_etinys. Tada F yra Galua k�unas vir�s bet kurio

tarpinio k�uno E: Savo ruo�ztu, k�unas E yra Galua k�unas vir�s K tada ir tik tada,

kada E 0
� Gal(F=K) : �Siuo atveju Gal(E=K) � Gal(F=K) =E0:

I�rodymas. I�s Fundamentaliosios Teoremos I dalies mes �zinome, kad kiekvienas
tarpinis k�unas E yra u�zdaras, tod_el F yra Galua k�unas vir�s E: Jeigu E0

�

Gal(F=K) ; tai E = E00 yra stabilus tarpinis k�unas( Lema 5.4, 2). Dabar belieka
parodyti, kad grup_es Gal(E=K) nekintantis k�unas yra K : (Gal (E=K))0 = K:
Tegu u 2 E ir u =2 K: Tada egzistuoja toks � 2 Gal(F=K) ; kad � (u) 6= u ir
tod_el 	 (�) (u) 6= u; �cia 	 :Gal(F=K) !Gal(E=K) homomor�zmas i�s Lemos 5.3
ir 	 (�) 2 Gal(E=K) : Gavome, kad grup_es Gal(E=K) nekintantis k�unas yra K
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ir tod_el E yra Galua k�unas vir�s K:
Atvirk�s�ciai, jeigu E yra Galua k�unas vir�s K; tai pagal Lem�a 5.4 pakanka par-

odyti, kad E yra stabilus. Tegu u 2 E: Elementas u yra algebrinis, nes [E : K]
yra baigtinis ( Teorema 1.7) ir tegu u minimalusis polinomas yra p 2 K [x] : Tegu
u = u1; u2; :::; ur yra skirtingos polinomo p �saknys k�une E: Ai�sku, kad 1 � r �
n = deg (p) ir pagal Teorem�a 2.2 kiekvienas � 2Gal(E=K) yra �sakn�u u1; u2; :::; ur
keitinys. Tod_el unitaraus polinomo g (x) = (x� u1) (x� u2) � � � (x� ur) koe�-
cientai yra stabil�us su kiekvienu � 2 Gal(E=K) ; taigi g (x) 2 K [x] : Turime, kad
g (u) = 0 ) g 2 ker (�u) = hpi ; taigi deg (g) � deg (p) : Bet abu polinomai yra
unitar�us, tod_el g = p ir beto polinomo p visos �saknys yra skirtingos ir yra k�uno E
elementais. I�s �cia ai�sku, kad su visais � 2 Gal(F=K) � (u) yra polinomo p �saknis,
taigi � (u) 2 E: Tai ir rodo, kad E yra stabilus ir tod_el E0

� Gal(F=K) :
Pagaliau, jeigu E yra Galua k�unas vir�s K; tai parodysime, kad Gal(E=K) �

Gal(F=K) =E0 . I�s Lemos 5.3 ir Izomor�zmo Teoremos grup_ems pakanka paro-
dyti, kad 	 yra siurjekcija. I�s Fundamentaliosios Teoremos I dalies mes �zinome
jGal (F=K) =E0j = [Gal (F=K) : E0] = [E : K] = jGal (E=K)j ; taigi Im(	) =
Gal(E=K) ir tod_el Gal(E=K) � Gal(F=K) =E0:

I�rodyta.

I�svada 5.6 Tegu F=K yra baigtinis Galua pl_etinys, o p 2 K [x] yra nere-

dukuojamas polinomas. Jeigu k�une F yra nors viena polinomo p �saknis, tai visos

polinomo p �saknys yra skirtingos ir yra k�une F:

�Si i�svada pateisina apibr_e�zim�a.

Apibr_e�zimas 5.7 Tegu K yra k�unas. Polinomas f 2 K [x] vadinamas sep-
arabiliuoju; jeigu vis�u jo neredukuojami daugikliai turi skirtingas �saknis, kurios

yra polinomo f skaidymo k�une. K�unas K vadinamas tobuluoju, jeigu visi �ziedo

K [x] polinomai yra separabilieji. Algebrinis pl_etinys F=K vadinamas separabil-
iuoju, jeigu vis�u k�uno F element�u minimalieji polinomai yra separabilieji. Alge-

brinis pl_etinys F=K vadinamas normaliuoju, jeigu su kiekvienu u 2 F; k�une F
yra elemento u minimalaus polinomo skaidymo k�unas.
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Taigi, jeigu f 2 K [x] yra neredukuojamas n�ojo laipsnio polinomas, turintis
�sakni� k�une F; tai

F=K - separabilusis ) f�saknys yra skirtingos

F=K - normalusis ) F yra f skaidinio k�unas

9>=
>;) f turi n skirting�u

�sakn�u
.

Pavyzd�ziai. 1. K�unas Q
�

3
p
2
�
yra separabilusis, bet ne normalusis vir�s Q,

nes Q
�

3
p
2
�
n_era polinomo x3 � 2 skaidinio k�unas.

2. K�unas GF (p) (u) yra normalusis, bet ne separabilusis vir�s GF (p) ; nes tai
yra neseparabilaus polinomo xp � up skaidinio k�unas.

Dabar galime performuluoti I�svad�a 5.6: kiekvienas baigtinis Galua pl_etinys yra

normalusis separabilusis pl_etinys. Kitame skyrelyje mes parodysime, kad teisingas
ir atvirk�s�cias teiginys.

Baigdami �si� skyreli�, gri��zkime prie polinomo x3 � 5 skaidymo k�uno vir�s Q.

Pavyzdys. Naudodamiesi Fundamentali�aja Galua teorijos teorema, mes apra-
�sysime visus pl_etinio F=Q tarpinius k�unus, �cia F� polinomo x3 � 5 skaidymo
k�unas. Naudosime auk�s�ciau apibr_e�ztus �zymenis. I�svardinsime visus grup_es S3 =
h�; � i pogrupius. Vis�u pirma tai alternuojanti grup_e A3 = h�i : Tai normalusis
pogrupis, nes ����1 = ��1 2 A3: Kiti grup_es pogrupiai - tai 2 -osio eil_es ciklin_es
grup_es P1 = h� i ; P2 = h�� i ir P3 = h�2� i : Pagal Fundamentali�aj�a Galua teorijos
teorem�a egzistuoja lygiai keturi tarpiniai k�unai, vir�s kuri�u �sie pogrupiai yra pas-
tov�us. I�s vis�u �si�u tarpini�u k�un�u tik A0

3 yra Galua k�unas vir�s Q ir pl_etinio A0
3=Q

laipsnis turi b�uti lygus [S3 : A3] = 2: Grup_es S3 pogrupius ir juos atitinkan�cius
tarpinius k�unus pavaizduosime diagramomis:

S3
.&

A3 . # &
# # # #
# P1 P2 P3
& # . .

h(idS3)i

F
. # & &
# Q

�
3
p
5
�

Q (�&) Q (&)

# & # .
Q (�) &#.
& .

Q

�cia � =
�

3
p
5 � &

� �
3
p
5� �&

�
(& � �&) : I�s vis�u tarpini�u k�un�u tikQ (�) yra Galua

k�unas vir�s Q ir Gal(Q (�) =Q) =
D
� jQ(�)

E
� Z2:
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