KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija
5. Fundamentalioji teorema

Norint skaiciuoti sudétingesnes Galua grupes reikia irodyti pagrindine Galua teori-
jos teorema.

Teorema 5.1 (Fundamentalioji Galua teorijos teorema, I dalis) Tegu
F/K yra baigtinio laipsnio Galua plétinys. FEgzistuoja abipus vienareiksmé ati-
tiktis tarp tarpiniy kuny aibés ir grupés Gal(F/K) pogrupiy aibés, reiskiamos
priskirimu F — E' < Gal(F/K) su visais tarpiniais kunais E. Su visais tarpini-
ais kunais £ C L teisinga [L : F]=[E": L'].

Pastebésime, kad pagal Teorema 2.4 , norint gauti norima atitikti, pakanka
irodyti, kad su kiekvienu tarpiniu kunu £ teisinga [E”: E] = 1 ir su kiekvienu
pogrupiu H <Gal(F/K) teisinga [H"” : H] = 1. Pradésime nuo nelygybiy tarp iy
laipsniy.

Lema 5.2 Teqgu F/K yra baigtinio laipsnio Galua plétinys. Su visais pogru-
piais H < J <Gal(F/K) teisinga nelygybé [H' = J') <[J: H].

[rodymas. Tegu n = [J : H] ir turime n+ 1 elementa uy, ..., w11 € H'. Norime
parodyti, kad Sie elementai yra tiesiskai priklausomi virs J’. Neapribojant ben-
drumo, galima tarti, kad w; # 0 su visais ¢ = 1,...,n + 1, nes priesingu atveju
sistema uq, ..., u,11 buty tiesiskai priklausoma jau ir be irodymo.

Tegu grupes J visi kairieji sluoksniai pogrupio H atzvilgiu yra: H, nnH,....,7, H
ir tegu 7, =idp. Nagrinekime n lyg¢iy su n+ 1 nezinomaisiais homogenine tiesiniy
lygéiy sistema



T (u) x4+ -+ 71 (Upgr) Ty =0
Ty (ur) @1+ -+ 72 (Upgr) Tpgr =0

(1)
T (1) 21 4 -+ + T (Ung1) Tpgr = 0

Si sistema visada turi nenulini sprendini kiine H' . Pastebésime, kad norint
irodyti lema, reikia parodyti, kad egzistuoja nenulinis sistemos sprendinys kune

J'. Tikrai, kiekvienas toks sprendinys x; = ¢q,...,%,01 = ¢,a1 tenkty pirmaja
sistemos lygti : 71 (u1) 1 + -+ 4+ 71 (Upt1) Cop1 = wrcs + -+ + Upy1¢a41 = 0, 0 tai
ir reiksty, kad sistema uy, ..., u,11 yra tiesiskai priklausoma.

Tegu 1 = ¢1,..., %41 = Cpy1 yra maZiausiai turintis nenuliniy ¢; nenulinis
sistemos (1) sprendinys. Neapribojant bendrumo, galima tarti, kad ¢4, ..., ¢, yra
nelygus nuliui, o ¢,41 = - -+ = ¢,41 = 0. Beto, tegu ¢; = 1.

Su kiekvienu o € J turime, kad kairieji sluoksniai oy H, 0 79 H, ..., o7, H sudaro
visy kairiyjy sluoksniy sistema, nes jeigun o, = o 7,H | tai oy = 0 7;h =
7, = 7;h ir todel buty mH = 7;H. Bet tai yra teisinga tik tada, kai 1+ = j.
Taigi, {H,nH,....T,H} = {onH,orH,...,o7,H} su kiekvienu o € J. Todél su
kiekvienu 1 <17 < n egzistuoja toks 1 < k; < n, kad o, H = 7, H, t.y. o1; € 71, H.
Gavome, kad su kiekvienu 1 < j <n 41 ir u; € H' turime o7, (u;) = 7,h (u;) =
T (u;), ¢ia h € H.

Su kiekvienu 1 < ¢ < n i sistemos (1) turime, kad

0= 0 (13 (ur) &1 - + 7 (1) capr) = 07 (1) 0(e1 )4+ - 407 (i) 7 (ar).
Gavome, kad elementai 1 = o (¢1) =0 (1) = 1,22 =0 (¢a) s ooy Tpg1 = 0 (Cpy1)

yra sistemos

Ty (w1) @1 4 -+ 7oy (Upg1) X1 =0
Ty (1) X1 4 -+ + Thy (Up1) X1 =0 (2)

Th, (U1) @1+ -+ Ty, (Upgr) Tpgr = 0

sprendinys.

Kadangi {7x,, ..., 7s, } yra pilnoji kairiyjy sluoksniy H atzvilgiu sistema, t.y.
{re, H,....omi, H} = {nH,H,...7, H}, tai {75, ..., 7%, } = {71,72,...,7n}. Tai
reiskia, kad sistemos (1) ir (2) sutampa ir @1 = o (¢1) = o (1) = 1,23 = 0 (¢2),
Tpy1 = 0 (cpy1) yra (1) sistemos sprendinys.

Homogeninés sistemos (1) sprendiniu bus taip pat ir @1 = ¢ <0 (¢1) = 0,22 =
250 (€2) ey = € S0 (6) , Xpg1 = Crp1 S0 (¢rp1) =0, = ¢, <0 (¢c,) = 0.
Siame sprendlnyje yra maziau negu r nenuliniy skai¢iy todel jis turetu buti nuliniu



sprendiniu: x; = --- = x, = 0, t.y. su visais 1 <1 < n 4+ 1 teisinga o (¢;) = ¢;.
Kitais zodziais sakant, ¢;,...,c,11 € J' ir todél sistema {uy, ..., u,41} yra tiesiskai
priklausoma virs .J'.

Irodyta.

Teoremos 5.1 irodymas. Norint gauti abipus vienareiksme atitikti tarp tarpiniy
kuny ir grupés Gal(F'/K) pogrupiy pagal Teorema 2.4 pakanka parodyti, kad visi
tarpiniai kunai ir visi pogrupial yra uzdari.

Tegu E yra tarpinis kunas. Pagal Teigini (6) turime, kad £ C E”. Bet plétinys
F/K yra Galua plétinys, K = K", todél pagal Lemas 3.4 ir 5.2 turime, kad
[E": K| >[F:K]>[K':E]>[E": K" =[E": K]. 5 ¢ia pagal Teorema 1.8

", -
turime [E" : K] = [Eills’]] = 11ir todél £” = E, t.y. E yra uzdaras.

Tegu dabar H < Gal(F/K). 1§ Teiginiy (1), (3) ir (6) turime, kad ( idg)
yra uzdaras ir H < H". Pagal Lemas 3.4 ir 5.2 turime, kad [H": (idp)] >
[H 2 (idp)] > |(idp) s 0] > [H":(idp)"] = [H": (idp)]. 1§ cia pagal La-
[H" : (idp)]

, = 1ir todéel H" = H, t.y. H yra
[H : (idp)] Yo 5y

granzo teorema turime [H" : H] =

uzdaras.

Pagaliau, su bet kuriais tarpiniais kunais L C F turime, kad [F: L] >
(L' K> [FE": L' =[F:L]irtodél [E: L] =[L":F.

Irodyta.

I$ teoremos mes matome, kad, norint tirti Galua plétinio Galua grupe, reikia
moketi kiekvienam tarpiniam kunui priskirti plétinio Galua grupes pogrupi. Sis
priskirimas palengvina taip pat ir polinomo Galua grupés radima.

Pavyzdys. Rasime kuno F' = Q (i, \/5) Galua grupe virs Q ir visus plétinio
F/Q tarpinius kiinus. Aisku, kad 2% + 1 yra minimalusis ¢ polinomas, o 2% &2
yra minimalusis v/2 polinomas. I§ ¢ia turime, kad kinas F' yra polinomo f (z) =
(22 + 1) (2? &2) = 2* ©2? &2 skaidymo kinas ir todél Gal(F/Q) yra polinomo
f (z) Galua grupe.

Kiekvienas grupés Gal(F/Q) elementas © yra kuno F' automorfizmas virs Q
ir todél yra polinomo f () sakny v/2, /2,7 ir <i keitinys. Galimi 4 variantai:
0(V2) =+v2;0(i) = +i.

1) 01 (V2) =v2; 0, (i) =i.
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Taigi Gal(F/Q) &~ Zy x Z. Grupéje Gal(F/Q) yra trys netrivialus pogrupiai:
A = {@1,@2} = <®2>, B = {@1,@3} = <®3> iI’ C = {@1764} = <®4> iI’ todel
A'=Q (\/ﬁ) ,B'=Q)irC'=Q (\/5 z) . Pagal Fundamentaliosios teoremos |
dali tai ir yra visi plétinio Q (i, \/5) /Q tarpiniai kunai. Visi§ie tarpiniai kunai yra
Galua kinai virs Q: A" = (Q(v2)) = Gal(Q (V2) /Q) = A, B = (Q(i))' =
Gal(Q(i)/Q) = B ir " = (Q(v2-i)) = Gal(Q (v2 i) /Q) = C. Pastebe-

sime, kad visos grupés A, B, C' yra izomorfinés vienintelei grupei 18 2 elementy Z.

Kita isvada yra ta, kad su kiekvienu Galua plétiniu F'/ K ir kiekvienu tarpiniu
kilnu F teisinga £ =Gal(F/FE)". Bet ka galétume pasakyti apie Gal(E/K)?
Sunkumai kyla jau ir todél, kad kunas F gali nebuti kuno K Galua plétinys.
Pavyzdziui, nagrinéjant kuny grandine Q C Q (\3/5) C F, &a F'& polinomo 2° &

5 € Q][z] skaidymo kunas, matome, kad Q (\3/5) /Q néra Galua plétinys, nes
(Gal (Q (\3/5) /Q))/ = << idQ(%) ) ) =Q (\3/5) # Q. Antroji Fundamentalio-

sios teoremos dalis yra skirta kaip tik siai problemai spresti.



Tegu E yra plétinio F// K tarpinis kunas. Sakysime, kad E yra stabilus F/K
atzvilgiu, jeigu su visais o €Gal(F//K) teisinga o (E) C E. Tai tarp kitko reiskia
ir tai, kad apribojus ¢ apibrézimo sriti kunu £ gauname FE automorfizma, kurio
atvirkstinis yra o~! siaurinys kine F.

Lema 5.3 Tegu F/K yra kuno plétinys, o E - stabilus tarpinis kunas. Fgzis-
tuoja homomorfizmas ¥ :Gal(F/K) -»Gal(E/K), kurio ker U = E' =Gal(F/F).

[rodymas. Su visais o €Gal(F/K) apibrézkime ¥ (o) = o |g . Kunas F yra
stabilus, todél U (o) €Gal(E£/F). Aisku, kad taip apibréztas ¥ yra homomorfiz-
mas( patikrinkit!). Pagaliau, o € ker (V) & o|p =idg < 0 € F'.

Irodyta.

Lema 5.4 Tegu F/K yra kuno plétinys.

1. Jeigu FE yra stabilus tarpinis kunas, tai E' yra normalusis Gal(F/K)
pogrupis E' < Gal(F/K).

2. Jeigu H Q Gal(F/K), tai H' yra stabilus tarpinis kunas.

[rodimas. 1. I3 Lemos 5.3 mes zinome, kad £’ = ker ¥, o kiekvieno homomor-
fizmo branduolys yra normalusis pogrupis.

2. Tegu o € Gal(F/K) ir uw € H'. Tada su visais 7 € H turime o~ !0 € H
ir todél o7 7o (u) = w. 1§ ¢ia 7 (0 (u)) = o (u) ir todél o (u) € H', t.y. H' yra
stabilus tarpinis kunas.

Irodyta.

Teorema 5.5 ( Fundamentalioji Galua teorijos teorema, II dalis) Tegu
F/K yra baigtinio laipsnio Galua plétinys. Tada F yra Galua kunas virs bet kurio
tarpinio kuno E. Savo ruoztu, kunas E yra Galua kunas virs K tada ir tik tada,

kada E' < Gal(F/K). Siuo atveju Gal(E/K) ~ Gal(F/K) /E'.

Irodymas. Is Fundamentaliosios Teoremos I dalies mes zinome, kad kiekvienas
tarpinis kunas F yra uzdaras, todél F' yra Galua kiunas virs E. Jeigu E' <
Gal(F/K), tai E = E" yra stabilus tarpinis kunas( Lema 5.4, 2). Dabar belieka
parodyti, kad grupés Gal(F/K) nekintantis kinas yra K : (Gal (E/K)) = K.
Tegu u € E ir u ¢ K. Tada egzistuoja toks ¢ € Gal(F/K), kad o (u) # u ir
todél U (o) (u) # u, ¢ia U :Gal(F/K) —Gal(£/K) homomorfizmas i§ Lemos 5.3
ir V(o) € Gal(E/K). Gavome, kad grupés Gal(£/K) nekintantis kunas yra K



ir todél F yra Galua kunas virs K.

Atvirksciai, jeigu F yra Galua kunas virs K, tai pagal Lema 5.4 pakanka par-
odyti, kad £ yra stabilus. Tegu u € F. Elementas u yra algebrinis, nes [F : K]
yra baigtinis ( Teorema 1.7) ir tegu v minimalusis polinomas yra p € K [z]. Tegu
U = U, Us, ..., U, yra skirtingos polinomo p saknys kune FE. Aisku, kad 1 < r <
n = deg (p) ir pagal Teorema 2.2 kiekvienas 7 €Gal(E/K) yra Sakny uq, ug, ..., u,
keitinys. Todél unitaraus polinomo ¢ (z) = (z Suy) (z Sug) - -+ (@ Su,) koefi-
cientai yra stabilus su kiekvienu 7 € Gal(FE/K), taigi g (x) € K [¢]. Turime, kad
g(u) =0 = g € ker(¢,) = (p), taigi deg(g) < deg(p). Bet abu polinomai yra
unitarus, todel g = p ir beto polinomo p visos saknys yra skirtingos ir yra kuno F
elementais. I3 ¢ia aisku, kad su visais o € Gal(F/K) o (u) yra polinomo p saknis,
taigi o (u) € E. Tai ir rodo, kad F yra stabilus ir todél £’ < Gal(F/K).

Pagaliau, jeigu F yra Galua kunas virs K, tai parodysime, kad Gal(E/K) ~
Gal(F/K) /E'" . Is Lemos 5.3 ir Izomorfizmo Teoremos grupéms pakanka paro-
dyti, kad ¥ yra siurjekcija. I8 Fundamentaliosios Teoremos I dalies mes zinome
|Gal (F/K) /E'| = [Gal(F/K): FE'] = [E: K] = |Gal (E/K)|, taigi Im(¥) =
Gal(E/K) ir todél Gal(E/K) ~ Gal(F/K) /E'".

Irodyta.

Isvada 5.6 Tegu F/K yra baigtinis Galua plétinys, o p € K [z] yra nere-
dukuojamas polinomas. Jeigu kune F' yra nors viena polinomo p Saknis, tai visos
polinomo p Saknys yra skirtingos ir yra kune F.

Si iSvada pateisina apibrézima.

Apibrézimas 5.7 Tegu K yra kunas. Polinomas f € K [z] vadinamas sep-
arabilivoju, jeigu visy jo neredukuojami daugikliai turi skirtingas Saknis, kurios
yra polinomo [ skaidymo kune. Kunas K vadinamas tobuluoju, jeigu visi Ziedo
K [z] polinomai yra separabilieji. Algebrinis plétinys F'/K vadinamas separabil-
iuoju, jeigu visy kuno I' elementy minimalieji polinomai yra separabilieji. Alge-
brinis plétinys F/ K vadinamas normaliuoju, jeigu su kickvienu u € F, kune F
yra elemento u minimalaus polinomo skaidymo kunas.



Taigi, jeigu f € K [z] yra neredukuojamas n<ojo laipsnio polinomas, turintis
Saknj kune F| tai

F/K - separabilusis =  fsaknys yra skirtingos £ turi n skirtingy

F/K - normalusis = F yra f skaidinio kunas Sakny
Pavyzdziai. 1. Kunas Q(\g’/ﬁ) yra separabilusis, bet ne normalusis virs Q,
nes Q(\g’/§) néra polinomo z® <2 skaidinio kiinas.
2. Kunas G'F (p) (u) yra normalusis, bet ne separabilusis virs G'F (p), nes tai
yra neseparabilaus polinomo z? <u? skaidinio kunas.

Dabar galime performuluoti [svada 5.6: kiekvienas baigtinis Galua plétinys yra
normalusis separabilusis pléetinys. Kitame skyrelyje mes parodysime, kad teisingas
ir atvirkscéias teiginys.

Baigdami §j skyreli, grizkime prie polinomo 2? <5 skaidymo kiuno virs Q.

Pavyzdys. Naudodamiesi Fundamentaliagja Galua teorijos teorema, mes apra-
Sysime visus plétinio F'/Q tarpinius kianus, ¢ia F'< polinomo 2® &5 skaidymo
kunas. Naudosime auksciau apibréztus zymenis. [Svardinsime visus grupés Ss =
(o, 7) pogrupius. Visy pirma tai alternuojanti grupé As = (o). Tai normalusis
pogrupis, nes o7 ! = ¢71 € As. Kiti grupes pogrupial - tai 2 -osio eilés ciklines
grupes Py = (1), P, = (o7) it Py = (¢*7) . Pagal Fundamentaliaja Galua teorijos
teorema egzistuoja lygiai keturi tarpiniai kunai, vir§ kuriy Sie pogrupiai yra pas-
tovus. I§ visy §iy tarpiniy kuny tik A% yra Galua kunas virs Q ir plétinio AL/Q
laipsnis turi buti lygus [S3 : A3] = 2. Grupés S3 pogrupius ir juos atitinkancius
tarpinius kunus pavaizduosime diagramomis:

S F
YaN v | N N
As LN L Q(v5) Q@ Q)
L LN /
I (

!
2 I3 Q(A) N’
v ¢ e
<(1ds3)> Q

dia A = (\/_ <:>§) (\3/5 <:>§) (¢ &<). I8 visy tarpiniy kuny tik Q (A) yra Galua
kunas virs Q ir Gal(Q (A)/Q) = <T|Q(A)> ~ Zs.
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