
K�UNU� TEORIJA
2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

Prad_ekime nuo grupi�u, kuri�u eil_e nevir�sija 15; lentel_es.

Eil_e Komutatyvi grup_e Nekomutatyvi grup_e
2 Z2

3 Z3

4 Z4;Z2 �Z2

5 Z5

6 Z6 S3
7 Z7

8 Z8;Z4 � Z2;Z2 � Z2 � Z2 D4 , Q
9 Z9;Z3 � Z3

10 Z10 D5

11 Z11

12 Z12;Z6 � Z2 A4 , D6 , Z3 1 Z4

13 Z13

14 Z14 D7

15 Z15

Mums yra gerai pa�zi�stamos Abelio grup_es Zn: Tai ciklin_es adicin_es grup_es
generuotos elementu 1 : Zn = h1i : Kai n yra pirminis skai�cius, tai egzistuoja tik
viena n- osios eil_es grup_e - b�utent Zn:

Parodysime, kad grup_es, kuri�u eil_e yra lygi p2; �cia p� pirminis skai�cius, yra
Abelio grup_es.



Grup_es G elementas z vadinamas centriniu, jeigu zg = gz su visais g 2 G:
Vis�u grup_es G centrini�u element�u aib_e Z (G) yra pogrupis, vadinamas grup_es G
centru. Viena i�s svarbiausi�u centro savybi�u yra ta, kad grup_es G, kurios eil_e yra
pm , �cia p� pirminis, centras Z (G) yra netrivialus, t.y. jame yra nevienetiniai
elementai.

Teiginys 4.1 Tegu G� nekomutatyvioji grup_e. Tada faktorgrup_e G=Z (G) ne
ciklin_e.

I�rodymas. Sakykime prie�singai, G=Z (G) = haZ (G)i � ciklin_e grup_e. Tada
bet kuris grup_es G elementas rei�skiamas akz; �cia z 2 Z (G) : Turime, kad visi

tokie elementai yra perstatomi:
�
akz1

� �
alz2

�
= akz1a

lz2 = akalz2z1 = alakz2z1 =

alz2a
kz1 =

�
alz2

� �
akz1

�
: Bet tai prie�starauja prielaidai apie grup_es G nekomu-

tatyvum�a.
I�rodyta.

Teiginys 4.2 Grup_e G, turinti p2 element�u, yra Abelio grup_e.
I�rodymas. Min_ejome, kad grup_es G centras Z (G) yra netrivialus, tod_el arba

jZ (G)j = p; arba jZ (G)j = p2: Pirmuoju atveju faktorgrup_eje G=Z (G) yra p
element�u ir tod_el ji yra ciklin_e grup_e, antruoju atveju faktorgrup_eje G=Z (G) yra
vienas elementas, t.y. grup_e irgi yra ciklin_e. I�rodymui baigti pakanka pasinaudoti
Teiginiu 4.1.

I�rodyta.

Teorema 4.3 Tegu p� pirminis skai�cius.
(1) Egzistuoja tik dvi neizomor�n_es grup_es, turin�cios p2 element�u:

Z p2 ir Z p � Zp:

(2) Egzistuoja penkios grup_es, turin�cios p3 element�u: trys Abelio grup_es

Z p3 , Z p2 � Zp ir ir Z p � Zp � Zp

ir dvi nekomutatyvios grup_es:
kai p = 2; tai

diedro grup_e D4 = (a; bja4 = 1; b2 = 1; bab = a�1) ;
kvaternion�u grup_e Q = (a; bja4 = 1; b2 = a; b�1ab = a�1) ;
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kai p > 2; tai

G1 =
�
a; bjap

2

= 1; bp = 1; b�1ab = a1+p
�
0

G2 = (a; b; cjap = 1; bp = 1; cp = 1; [a; b] = c; [a; c] = [b; c] = 1) :

Dabar apsistokime ties grup_emis, turin�ciomis pq; �cia p ir q� pirminiai, ele-
ment�u. Pasinaudosime klasikine L.Silovo teorema.

Teorema 4.4 (Silov) Tegu G� baigtin_e grup_e, kurios eil_e jGj dalijasi i�s pn

ir nesidalija i�s pn+1; �cia p� pirminis.
(1) Su kiekvienu r � n egzistuoja grup_es G pogrupis, kurio eil_e yra pr:
(2) Pogrupi�u, kuri�u eil_e yra pn ( �sie pogrupiai vadinami Silovo p� pogrupiais),

skai�cius lygsta 1(mod p) ir dalija jGj :

Nagrin_ekime grup�e G; kurios eil_e jGj = pq; �cia p ir q� pirminiai ir p < q: Silovo
p� ir q� grup_es G pogrupiai, t.y pogrupiai, kuri�u eil_es yra p ir q; yra cikliniai.
Tegu (a) ir (b) yra �sie Silovo pogrupiai: j(a)j = p ir j(b)j = q: I�s Silovo teoremos
matome, kad Silovo q� pogrupi�u skai�cius yra lygus 1+kq ir yra pq daliklis. Taigi,
Silovo q� pogrupis yra vienint_elis � tai pogrupis (b) : Tai normalusis pogrupis.
I�s Silovo teoremos taip pat matome, kad Silovo p� pogrupi�u skai�cius yra lygus
1 + kp ir yra q daliklis. �Siuo atveju galimi du variantai:

1. (i) Silovo p� pogrupis (a) yra vienint_elis. Tada jis yra normalusis ir G =
(ab) ; t.y. G � Zpq:

(ii) Yra q Silovo p� pogrupi�u. Tai teisinga tik tada, kada q � 1 (modp) :
Kadangi (b) normalusis pogrupis, tai a�1ba 2 (b) ; t.y. a�1ba = br :

�) jeigu r = 1; tai G = (ab) ir G � Zpq:
�) jeigu r 6= 1; tai rp � 1 (mod q), r 6� 1 (mod q) ir sandaugos formul_e axby �

azbt = ax+zbyr
z+t apibr_e�zia nekomutatyvi�a pq eil_es grup�e G:

Gavome, kad yra galimi tik du pq eil_es grupi�u tipai: tai komutatyvi grup_e Zpq

ir nekomutatyvi grup_e, kai q � 1 (mod p) :

Pavyzdys. Tegu p = 2; q = 3: Turime 3 � 1 (mod2) : Gerai mums �zinomos
6-os eil_es grup_es: komutatyvi Z6 ir nekomutatyvi S3; ir sudaro vis�a grupi�u, kuri�u
eil_e lygi 6; s�ara�s�a.
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Dabar aptarkime grupes, turin�cias p2q element�u, �cia p; q� pirminiai skai�ciai.
Prad_esime apibr_e�zimu.

Apibr_e�zimas 4.5 Tegu G� grup_e, o A ir B � tokie jos pogrupiai, kad
(i) A ir B yra normalieji G pogrupiai;
(ii) A \B = hei ;
(iii) A �B = G:
Tada grup�e G vadina pogrupi�u A ir B vidine tiesiogine sandauga: G = A ./ B

Pavyzdys. Simetrin_e grup_e S3 yra savo normali�uj�u pogrupi�u B = fid, (12)g
ir A = fid, (123) ; (132)g vidin_e tiesiogin_e sandauga : G = A ./ B:

Teorema 4.6 Tegu G� grup_e, turinti p2q element�u, �cia p ir q� pirminiai.
Tada G yra savo Silovo pogrupi�u vidin_e tiesiogin_e sandauga.

Teorema 4.7 12� osios eil_es nekomutatyvioji grup_e yra izomor�n_e arba A4;
arba D6; arba Z3 ./ Z4:

I�rodymas. Tegu G� grup_e ir jGj = 12: Silovo 2� pogrupis yra izomo�nis arba
Z4; arba Z2 � Z2 , o Silovo 3� pogrupis yra izomor�nis Z3: I�snagrin_ekime visas
galimas vidines tisiogines �si�u pogrupi�u sandaugas.

(i) Z4 ./ Z3 yra izomor�n_e Z4 � Z3 � Z12:
(ii) (Z2 �Z2) ./ Z3 yra izomor�n_e A4:
(iii) Z3 ./ (Z2 � Z2) yra izomor�n_e D6:
(iv) Z3 ./ Z4 yra taip vadinama "T" grup_e.
I�rodyta.
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Kai kuri�u baigtini�u grupi�u veiksm�u lentel_es.

D4:

� a b c d e f g h
a a b c d e f g h
b b c d a h e f g
c c d a b g h e f
d d a b c f g h e
e e f g h a b c d
f f g h e d a b c
g g d e f c d a b
h h e f g b c d a

Q:

� a b c d e f g h
a a b c d e f g h
b b c d a h e f g
c c d a b g h e f
d d a b c f g h e
e e f g h c d a b
f f g h e b c d a
g g h e f a b c d
h h e f g d a b c

D5:

� a b c d e f g h i j
a a b c d e f g h i j
b b c d e a j f g h i
c c d e a b i j f g h
d d e a b c h i j f g
e e a b c d g h i j k
f f g h i j a b c d e
g g h i j f e a b c d
h h i j f g d e a b c
i i j f g h c d e a b
j j f g h i b c d e a

D6:

� a b c d e f g h i j k l
a a b c d e f g h i j k l
b b c d e f a l g h i j k
c c d e f a b k l g h i j
d d e f a b c j k l g h i
e e f a b c d i j k l g h
f f a b c d e h i j k l g
g g h i j k l a b c d e f
h h i j k l g f a b c d e
i i j k l g h e f a b c d
j j k l g h i d e f a b c
k k l g h i j c d e f a b
l l g h i j k b c d e f a
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Z3 ./ Z4 :

� a b c d e f g h i j k l
a a b c d e f g h i j k l
b b c d e f a l g h i j k
c c d e f a b k l g h i j
d d e f a b c j k l g h i
e e f a b c d i j k l g h
f f a b c d e h i j k l g
g g h i j k l d e f a b c
h h i j k l g c d e f a b
i i j k l g h b c d e f a
j j k l g h i a b c d e f
k k l g h i j f a b c d e
l l g h i j k e f a b c d

D7 :

� a b c d e f g h i j k l m n
a a b c d e f g h i j k l m n
b b c d e f g a n h i j k l m
c c d e f g a b m n h i j k l
d d e f g a b c l m n h i j k
e e f g a b c d k l m n h i j
f f g a b c d e j k l m n h i
g g a b c d e f i j k l m n h
h h i j k l m n a b c d e f g
i i j k l m n h g a b c d e f
j j k l m n h i f g a b c d e
k k l m n h i j e f g a b c d
l l m n h i j k d e f g a b c
m m n h i j k l c d e f g a b
n n h i j k l m b c d e f g a

Vis�u grupi�u, kuri�u eil_e nevir�sija 15, veiksmo lenteles galima rasti tinklo adresu:
http://math.ucsd.edu/~ jwavrik/Groups15/Groups15.html
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