KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija

Pradékime nuo grupiy, kuriy eilé nevirsija 15, lentelés.

Eile Komutatyvi grupe Nekomutatyvi grupe
2 Z,

3 Z3

4 24,75 <7y

5 Zs

6 Zs S

7 Z;

8 Zis, 74y X 15,15 X 71y x 7y Dy, Q

9 Zy,73 x 73

10 Zy Ds

11 VAR

12 Zi5,7¢ x 7y Ay, Ds , 23X Zy
13 Zs

14 74 D+

15 Zs

Mums yra gerai pazistamos Abelio grupes Z,. Tai ciklines adicinés grupés
generuotos elementu 1 : Z,, = (1). Kai n yra pirminis skaicius, tai egzistuoja tik
viena n- osios eilés grupé - butent Z,,.

Parodysime, kad grupés, kuriy eilé yra lygi p?, ¢ia p— pirminis skai¢ius, yra
Abelio grupes.



Grupés (G elementas z vadinamas centriniu, jeigu zg = gz su visais g € G.
Visy grupés (G centriniy elementy aibé 7 () yra pogrupis, vadinamas grupeés (¢
centru. Viena i$ svarbiausiy centro savybiy yra ta, kad grupes G, kurios eile yra
p” , ¢ia p— pirminis, centras Z ((G) yra netrivialus, t.y. jame yra nevienetiniai
elementai.

Teiginys 4.1 Tegu G— nekomutatyvioji grupé. Tada faktorgrupé G /7 (G) ne
cikliné.

[rodymas. Sakykime priesingai, (/7 (G) = (aZ (G)) — cikliné grupé. Tada
bet kuris grupés (G elementas reiskiamas a*z, ¢ia 2 € Z(G). Turime, kad visi
tokie elementai yra perstatomi:(akzl) (alZQ) = a*zdlzy = dFalzyzy = dlaFzyz =

alzeabz = (alZQ) (akzl) . Bet tai priestarauja prielaidai apie grupés G nekomu-

tatyvuma.
Irodyta.

Teiginys 4.2 Grupé G, turinti p* elementy, yra Abelio grupé.

[rodymas. Minéjome, kad grupés i centras Z (() yra netrivialus, todél arba
|Z (G)| = p, arba |Z (G)| = p?. Pirmuoju atveju faktorgrupéje G/Z (G) yra p
elementy ir todél ji yra cikliné grupé, antruoju atveju faktorgrupéje G /7 (G) yra
vienas elementas, t.y. grupe irgi yra cikliné. [rodymui baigti pakanka pasinaudoti
Teiginiu 4.1.

Irodyta.

Teorema 4.3 Tequ p— pirminis skaicius.
(1) Egzistuoja tik dvi neizomorfinés grupes, turincios p* elementy:

Ly ir Zy X L.
(2) Egzistuoja penkios grupés, turincios p® elementy: trys Abelio grupés
Ly, Lo Xy irir Z, x4y X 4y,

ir dvi nekomutatyvios grupés:
kai p = 2, tai

diedro grupé Dy = (a,bla* = 1,6* = 1,bab=a™'),
kvaterniony grupé Q = (a,bla* = 1,b* = a,b™'ab=a™');



kai p > 2, tai

Gy = (a,bla” = 1,07 = 1,b7"ab = a'+?)’
Gy = (a,b,cla? = 1,0° =1,¢" = 1,[a,b] = ¢, [a,¢] = [b,c] = 1).

Dabar apsistokime ties grupemis, turinciomis pgq, ¢ia p ir g— pirminiai, ele-
menty. Pasinaudosime klasikine L.Silovo teorema.

Teorema 4.4 (Silov) Tegu G— baigtiné grupé, kurios eilé |G| dalijasi is p"
ir nesidalija i p"tL, éia p— pirminis.

(1) Su kiekvienu r < n egzistuoja grupés G pogrupis, kurio eilé yra p".

(2) Pogrupiy, kuriy eilé yra p* ( $ie pogrupiai vadinami Silovo p— pogrupiais),
skaicius lygsta 1(mod p) ir dalija |G].

Nagrinékime grupe G, kurios eilé |G| = pgq, ¢ia p ir g— pirminiai ir p < ¢. Silovo
p— ir g— grupés (¢ pogrupiai, t.y pogrupiai, kuriy eilés yra p ir ¢, yra cikliniai.
Tegu (a) ir (b) yra sie Silovo pogrupiai: |(a)| = p ir |(b)] = ¢. I§ Silovo teoremos
matome, kad Silovo g— pogrupiy skaicius yra lygus 1+ kq ir yra pg daliklis. Taigi,
Silovo g— pogrupis yra vienintélis — tai pogrupis (b). Tai normalusis pogrupis.
Is Silovo teoremos taip pat matome, kad Silovo p— pogrupiu skaic¢ius yra lygus
1 + kp ir yra ¢ daliklis. Siuo atveju galimi du variantai:

1. (2) Silovo p— pogrupis (a) yra vienintélis. Tada jis yra normalusis ir GG =

(ab), t.y. G = Z,,.

(1) Yra g Silovo p— pogrupiy. Tai teisinga tik tada, kada ¢ = 1(modp).
Kadangi (b) normalusis pogrupis, tai a 'ba € (b), t.y. a~'ba =b":

a) jeigu r =1, tai G = (ab) ir G = Z,,.

3) jeigu r # 1, tai ¥» = 1 (mod q), r # 1 (mod gq) ir sandaugos formulé a”b? -
a”bt = a" 7V apibrézia nekomutatyvia pq eilés grupe G.

Gavome, kad yra galimi tik du pq eilés grupiy tipai: tai komutatyvi grupe Z,,
ir nekomutatyvi grupé, kai ¢ = 1 (mod p).

Pavyzdys. Tegu p = 2, ¢ = 3. Turime 3 = 1 (mod 2). Gerai mums Zinomos
6-os eilés grupes: komutatyvi Zg ir nekomutatyvi Ss, ir sudaro visa grupiy, kuriy
eile lygi 6, sarasa.



Dabar aptarkime grupes, turinéias p*q elementy, ¢ia p, ¢g— pirminiai skai¢iai.
Pradeésime apibrézimu.

Apibrezimas 4.5 Teqgu G— grupé, o A ir B — tokie jos pogrupiai, kad

(i) A ir B yra normalieji G' pogrupiai;

(ii) AN B = (e);

(iii) A- B =G,

Tada grupe G vadina pogrupiy A ir B vidine tiesiogine sandauga: G = A B

Pavyzdys. Simetriné grupé Ss yra savo normaliyjy pogrupiy B = {id, (12)}
ir A = {id, (123),(132)} vidiné tiesioginé sandauga : G = A 1 B.

Teorema 4.6 Tequ G— grupé, turinti p*q elementy, &ia p ir g— pirminiai.
Tada G yra savo Silovo pogrupiy vidiné tiesioginé sandauga.

Teorema 4.7 12— osios eilés nekomutalyvioji grupé yra izomorfiné arba Ay,

arba Dg, arba /3 <1 Zy.

[rodymas. Tegu G— grupé ir |G| = 12. Silovo 2— pogrupis yra izomofinis arba
Z,, arba Zy x Z5 , o Silovo 3— pogrupis yra izomorfinis Zs. ISnagrinékime visas
galimas vidines tisiogines $iy pogrupiy sandaugas.

(i) Z4 < Zs yra izomorfiné Zy x Zs ~ Zy».

1) (Zy x Zy) < Zs yra izomorfiné A,.

ii) Zs < (Zy X Zy) yra izomorfiné Dg.

v) Zs 1 Zy yra taip vadinama 7T"7 grupe.
rodyta.
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Kai kuriy baigtiniy grupiy veiksmuy lenteles.
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sija 15, veiksmo lenteles galima rasti tinklo adresu:

y, kuriy eilé nevir

39

Visy grupi
http://math.ucsd.edu/” jwavrik/Groupsl5/Groups15.html



