
K�UNU� TEORIJA

2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

Kaip ir Galua dom_ejosi polinom�u �sakn�u radimu, taip ir mes paklausime, koki-
uose k�unuose polinomas i�gyja �saknis. Antrame skyriuje mes nagrin_ejome k�uno
pl_etinius, gautus prijungiant neredukuojamo polinomo �sakni�( visi �sie pl_etiniai yra
paprastieji). Dabar mes apibendrinsim �saknies prijungimo veiksm�a ir kalb_esime
apie apie polinomo �sakn�u prijungim�a, t.y. kalb_esime apie algebrinius pl_etinius
gaunamus paprast�uj�u pl_etini�u pagrindu.

Apibr_e�zimas 3.1 Tegu K yra k�unas ir polinomo f (x) 2 K [x] laipsnis yra

n: K�uno pl_etinys F=K vadinamas polinomo f skaidymo k�unu vir�s K; jeidu egzis-

tuoja tokie elementai r1; :::; rn 2 F; kad f (x) = a (x� r1) � � � (x� rn) su a 2 K
ir F = K (r1; :::; rn) :

Teorema 3.2 Tegu polinomo f 2 K [x] laipsnis yra n > 0: Tada egzistuoja

polinomo f skaidymo k�unas F vir�s K ir [F : K] � n!:

I�rodymas. Indukcija pagal n: Jeigu n = 1; tai pats k�unas K yra polinomo f
skaidymo k�unas vir�sK: Tegu teorema yra teisinga su visais k�unais L � K ir su bet
kokiu polinomu g 2 L [x] ; kurio laipsnis yra ma�zesnis u�z n: Tegu dabar p 2 K [x]
yra polinomo f neredukuojamas daliklis ir r1 yra polinomo p �saknis. Tada f kaip
polinomas i�s K (r1) [x] turi �sakni� k�une K (r1) ir f = (x� r1) g su g 2 K (r1) [x] ir
deg g = n�1: Tada pagal indukcijos prielaid�a egzistuoja toks polinomo g skaidymo
k�unas F=K (r1) vir�s K (r1) ; kad [F : K (r1)] � (n� 1)!: Tada nesunku patikrinti(
ir tai paliekame padaryti skaitytojams), kad F yra polinomo f skaidymo k�unas.
Beto, pagal Teoremas 1.8 ir 1.5 turime, kad [F : K] = [F : K (r1)] [K (r1) : K] �
(n� 1)!n = n!:

I�rodyta.



Pasteb_esime, kad K (r1; :::; rn) = K (r1) (r2) � � � (rn) ir tod_el pagal Teorem�a 1.6
polinomo f skaidymo k�unas yra vienint_elis izomor�zmo at�zvilgiu.

Apibr_e�zimas 3.3 Tegu polinomo f 2 K [x] laipsnis yra n > 0; o F� poli-
nomo f skaidymo k�unas. Grup_e Gal(F=K) vadinama polinomo f Galua grupe
vir�s K:

Pavyzdys. �Zinome, kad kompleksini�u skai�ci�u k�unas C yra polinomo x2 + 1
skaidymo k�unas vir�s R, tod_el polinomo x2+1 Galua grup_e vir�s R yra izomor�n_e
dviej�u element�u grupei Z2: Ai�sku, kad ir polinomo x2+5 Galua grup_e vir�s Q yra
izomor�n_e Z2:

Pavyzdys. Nagrin_ekime dabar polinom�a f = x3 + 5x2 + x + 5 vir�s baig-
tinio k�uno GF(3): Tada f = x3 � 1 = (x� 1) (x2 + 1) vir�s GF(3): I�s polinomo f
skaidinio matome, kad polinomo f skaidymo k�unas vir�s GF(3) sutampa su nere-
dukuojamo vir�s GF(3) polinomo p = x2 +1 skaidymo k�unu. Tegu u yra polinomo
p �saknis, esanti k�uno GF(3) pl_etinyje. Tada GF(3) (u) yra polinomo p skaidymo
k�unas, nes p = (x� u) (x� u0) 2 GF(3) (u) [x] ; �cia u

0 2 GF(3) (u) : ( Tai teisinga,
nes polinomas yra i�ver�cio homomor�zmo �u : GF(3) (u) [x] ! GF(3) (u) bran-
duolyje ir tod_el dalijasi i�s branduoli� ker�u generuojan�cio polinomo x� u): Taigi,h
GF(3) (u) : GF(3)

i
= 2 ir tod_el grup_eje Gal

�
GF(3) (u) =GF(3)

�
yra tik du elementai

ir tod_el Gal
�
GF(3) (u) =GF(3)

�
� Z2:

Prie�s pateikiant sud_etingesni� pavyzdi�, i�rodysime lem�a.

Lema 3.4 Tegu F=K yra baigtinio matavimo pl_etinys ir L � E yra tarpiniai

k�unai. Tada [L0 : E0] � [E : L] ir, atskiru atveju, jGal (F=K)j � [F : K] :

I�rodymas. Indukcija pagal n = [E : L] : Teiginys akivaizdus, kai n = 1: Tegu
dabar n > 1 ir su visais j < n lemos teiginys yra teisingas. Parinkime u 2 E
taip, kad u =2 L: Kadangi [E : L] <1; tai u yra algebrinis vir�s L ( Teorema 1.7)
ir u minimaliojo polinomo p 2 L [x] laipsnis yra k > 1: Pagal Teoremas 1.5 ir 1.8
turime [L (u) : L] = k ir [E : L (u)] = n

k
.

Jeigu k < n; tai 1 < n
k
< n ir pagal indukcij�a [L0 : E0] =

h
L0 : L (u)0

i h
L (u)0 : E0

i
�

k � n
k
= n = [E : L] : Gavome ko siek_eme.

Tegu dabar k = n , taigi, E = L (u) : Lemos teiginiui i�rodyti mums pakanka
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sukonstruoti injektyvi�a funkcij�a tarp grup_es L0 pogrupio E0 kairi�uj�u sluoksni�u
aib_es S ir elemento u minimalaus polinomo p 2 L [x] skirting�u �sakn�u aib_es T: (
Aib_eje T yra ne daugiau kaip n element�u, nes deg (p) = n:)

Tegu �E0 yra kairysis sluoksnis pogrupio E0 � L0 at�zvilgiu. Apibr_e�zkime
funkcij�a  : S ! T formule  (�E0) = � (u) : �Si funkcija apibr_e�zta korekti�skai,
nes i�s �E 0 = �E0 turime � = ��; �cia � 2 E0 . Tod_el � (u) = �� (u) = � (u) ;
nes i�s to, kad u 2 E teisinga � (u) = u: Parodysime, kad  yra injekcija. Tegu

� (u) = � (u) : Pagal Teorem�a 1.5 su kiekvienuw 2 E turime, kad w =
n�1P
i=0

aiu
i; �cia

a0; :::; an�1 2 L: Tada ��1� (w) =
n�1P
i=0

ai�
�1� (u)i =

n�1P
i=0

aiu
i = w; taigi ��1� 2 E0:

Gavome, kad  yra injentyvi funkcija ir tod_el [L0 : E0] = jSj � jT j � n = [E : L] :
Jeigu, pagaliau, L = K ir E = F; tai turime jGal (F=K)j � [F : K] :
I�rodyta.

Dabar i�snagrin_esime toki� pavyzdi�.

Pavyzdys. Pateiksime polinomo f = x3 � 5 2 Q [x] skaidymo k�un�a ir Galua

grup�e. K�une Q
�

3
p
5
�

yra polinomo f �saknis, bet �sis k�unas n_era polinomo f

skaidymo k�unas, nes jame tik viena polinomo f �saknis. Polinom�u �ziedeQ
�

3
p
5
�
[x]

turime f =
�
x� 3

p
5
� �
x2 + 3

p
5x+ 3

p
25
�
ir kvadratinis trinaris x2+ 3

p
5x+ 3

p
25 yra

needukuojamas vir�s Q
�

3
p
5
�
: Tegu � =

�
�1 + i

p
3
�

3
p
5
2 : Skai�cius � yra polinomo

f �saknis vir�s Q; taigi, � yra polinomo x2+ 3
p
5x+ 3

p
25 �saknis vir�s Q

�
3
p
5
�
: Dabar

ai�sku, kad F =Q
�

3
p
5; �

�
yra polinomo x3� 5 skaidymo k�unas vir�s Q. Toliau, pa-

gal Teoremas 1.8 ir 1.5, turime [F : Q] =
h
Q
�

3
p
5; �

�
: Q

�
3
p
5
�i h

Q
�

3
p
5
�
: Q

i
=

2 � 3 = 3!
Dabar rasime polinomo f Galua grup�e. Pagal Teorem�a 2.2 �sios Galua grup_es

elementai yra polinomo f �sakn�u 3
p
5; �; ��; �cia �� - kompleksinio skai�ciaus � jungti-

nis, keitiniai. Tegu grup_es Gal(F=K) elementas � kompleksiniam skai�ciui priskiria

jo jungtini�, o elementas � cikli�skai perstato polinomo �saknis: �
�

3
p
5
�
= �; � (�) =

��; �
�
��
�

= 3
p
5 ir su visais q 2 Q turime � (q) = q: Nesunku patikrinti( tai

paliekame atlikti skaitytojui), kad � yra automor�zmas. Automor�zmo � eil_e
yra 3; o automor�zmo � eil_e yra 2: Toliau, �� (�) = 3

p
5; bet �� (�) = �: Gavome,

kad grup_e Gal(F=Q) yra nekomutatyvi ir pagaliau pagal Lem�a 3.4 turime, kad
jGal (F=Q)j � 6 . Vienint_el_e nekomutatyvi grup_e, kurios eil_e nevir�sija 6 yra
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keitini�u grup_e S3: Taigi, Gal(F=Q) � S3: I�s tikr�uj�u, grup_eje yra 6 elemen-
tai: idGal(F=K); �; �; � � �; � � � ir � � �: Izomor�zm�a apibr_e�zime priskirimu  :

 
�
idGal(F=K)

�
=idS3 =

 
1 2 3
1 2 3

!
;  (� ) =

 
1 2 3
2 1 3

!
= (12) ;  (�) = 

1 2 3
2 3 1

!
= (123) ;  (� � �) =

 
1 2 3
1 3 2

!
= (23) ;  (� � � ) =

 
1 2 3
3 2 1

!
=

(13) ;  (� � �) =
 

1 2 3
3 1 2

!
= (132) :

Norint i�sitikinti, kad tai izomor�zmas, pakanka palyginti veiksm�u lenteles �siose
grup_ese:

grup_eje Gal(F=Q) :

� id � � �� �� �2

id id � � �� �� �2

� � id �� � �2 ��
� � �� �2 � �� id
�� �� �2 �� id � �
�� �� � � �2 id ��
�2 �2 �� id �� � �

ir grup_eje S3 :

� id (12) (123) (23) (13) (132)
id id (12) (123) (23) (13) (132)
(12) (12) id (23) (123) (132) (13)
(123) (123) (13) (132) (12) (23) id
(23) (23) (132) (13) id (123) (12)
(13) (13) (123) (12) (132) id (23)
(132) (132) (23) id (13) (12) (123)

.
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