KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai
2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

Kaip ir Galua doméjosi polinomy sakny radimu, taip ir mes paklausime, koki-
uose kunuose polinomas igyja saknis. Antrame skyriuje mes nagrinéjome kino
plétinius, gautus prijungiant neredukuojamo polinomo sakni( visi §ie plétiniai yra
paprastieji). Dabar mes apibendrinsim Saknies prijungimo veiksma ir kalbésime
apie apie polinomo Sakny prijungima, t.y. kalbésime apie algebrinius pletinius
gaunamus paprastyjuy plétiniy pagrindu.

Apibrézimas 3.1 Tegu K yra kunas ir polinomo f(x) € K [x] laipsnis yra
n. Kuno plétinys F'/K vadinamas polinomo [ skaidymo kunu virs K, jeidu egzis-
tuoja tokie elementai ry,...,r, € F, kad f(z) =a(x —ry)--- (v —r,) sua € K
ir F'=K (ry,...,m) .

Teorema 3.2 Tegu polinomo f € K [z] laipsnis yra n > 0. Tada egzistuoja
polinomo [ skaidymo kunas F virs K ir [F: K] < nl.

Irodymas. Indukcija pagal n. Jeigu n = 1, tai pats kunas K yra polinomo f
skaidymo kunas virs K. Tegu teorema yra teisinga su visais kunais . D K ir su bet
kokiu polinomu g € L [x], kurio laipsnis yra mazZesnis uz n. Tegu dabar p € K []
yra polinomo f neredukuojamas daliklis ir r; yra polinomo p saknis. Tada f kaip
polinomas i8 K (r1) [¢] turi sakni kune K (rq)ir f = (z —r1)gsug € K (r1) [2] ir
deg g = n—1. Tada pagal indukecijos prielaida egzistuoja toks polinomo ¢ skaidymo
kunas F//K (r) virs K (r1), kad [F': K (r1)] < (n — 1)!. Tada nesunku patikrinti(
ir tai paliekame padaryti skaitytojams), kad F' yra polinomo f skaidymo kunas.
Beto, pagal Teoremas 1.8 ir 1.5 turime, kad [F': K] = [F : K (r)][K (r1) : K] <
(n—1)ln =nl

Irodyta.



Pastebésime, kad K (ry,...,r,) = K (r1) (r2) - - - () ir todél pagal Teorema 1.6
polinomo f skaidymo kunas yra vienintélis izomorfizmo atzvilgiu.

Apibrézimas 3.3 Tegu polinomo f € K [z] laipsnis yra n > 0, o F'— poli-
nomo f skaidymo kunas. Grupé Gal(F/K) vadinama polinomo f Galua grupe
virs K.

Pavyzdys. Zinome, kad kompleksiniy skaic¢iy kiinas C yra polinomo z? + 1
skaidymo kunas virs R, todél polinomo 2% +1 Galua grupé virs R yra izomorfineé
dviejy elementy grupei Z,. Aisku, kad ir polinomo 2% +5 Galua grupé virs Q yra
izomorfiné Zs.

Pavyzdys. Nagrinckime dabar polinoma f = 2® + 52% + z + 5 vir§ baig-
tinio kiino G'Fz). Tada f = 2® — 1 = (2 — 1) (2® 4+ 1) virs GFz). Is polinomo f
skaidinio matome, kad polinomo f skaidymo kiinas virs (GF{s) sutampa su nere-
dukuojamo virs G'Fisy polinomo p = x* 4+ 1 skaidymo kinu. Tegu u yra polinomo
p Saknis, esanti kuno G/'F(3) plétinyje. Tada G/'F(3) (u) yra polinomo p skaidymo
kiinas, nes p = (v — u) (x —u') € GFg) (u) [z], dia v’ € GF)(u). ( Tai teisinga,
nes polinomas yra ivercio homomorfizmo ¢, : GFsy(u)[z] = GFs)(u) bran-
duolyje ir todél dalijasi i$ branduolj ker ¢, generuojancio polinomo = — u). Taigi,

{GF(;),) (u) : GF(3)} = 2 ir todél grupéje Gal (GF(3) (u) /GF(3)) yra tik du elementai
i todél Gal(GFs) (u) /GF) & L.

Pries pateikiant sudetingesni pavyzdi, irodysime lema.
Lema 3.4 Tegu F/K yra baigtinio matavimo plétinys ir L C E yra tarpiniai
kunai. Tada [L': E') < [E : L] ir, atskiru atveju, |Gal (F/K)| < [F : K].

[rodymas. Indukcija pagal n = [ : L]. Teiginys akivaizdus, kai n = 1. Tegu
dabar n > 1 ir su visais j < n lemos teiginys yra teisingas. Parinkime u € F
taip, kad u ¢ L. Kadangi [E : L] < oo, tai u yra algebrinis vir§ L ( Teorema 1.7)
ir ¥ minimaliojo polinomo p € L [z] laipsnis yra k& > 1. Pagal Teoremas 1.5 ir 1.8
turime [L (u) : L] = kir [E: L(u)] =% .

Jeigu k < n,tail < % < nir pagal indukcija [L': B'] = {L’ L (u)/} {L (u): E’} <
k-%=mn=[E:L]. Gavome ko sickéme.

Tegu dabar k = n , taigi, £ = L (u). Lemos teiginiui irodyti mums pakanka



sukonstruoti injektyvia funkcija tarp grupés L' pogrupio K’ kairiyju sluoksniy
aibés S ir elemento u minimalaus polinomo p € L[] skirtingy sakny aibés T. (
Aibéje T yra ne daugiau kaip n elementy, nes deg (p) = n.)

Tegu 7FE'" yra kairysis sluoksnis pogrupio E' < L' atzvilgiu. Apibrézkime
funkcija ¢ : S — T formule o (7£') = 7 (u). Si funkcija apibrézta korektiskai,
nes i§ 7K' = oF turime 0 = 7p, ¢ia p € E' . Todél o(u) = 7p(u) = 7(u),
nes i$ to, kad v € E teisinga p (u) = w. Parodysime, kad ¢ yra injekcija. Tegu

n—1 .
7 (u) = o (u) . Pagal Teorema 1.5 su kiekvienu w € F turime, kad w = 3 a,;u’, ¢ia
=0
n—1 . n—1 .
agy ey @y_y € L. Tada o717 (w) = 3 @077 (v)' = ¥ au' = w, taigi o~'7 € E.
=0 =0
Gavome, kad ¢ yra injentyvi funkcija ir todel [’ : F'| = |S| <|T| <n=[F: L].
Jeigu, pagaliau, [ = K ir E = F| tai turime |Gal (F/K)| < [F: K].

Irodyta.
Dabar isnagrinésime toki pavyzdi.

Pavyzdys. Pateiksime polinomo f = 2° — 5 € Q [«] skaidymo kiina ir Galua
grupe. Kune Q(\g’/g) yra polinomo f Saknis, bet $is kunas néra polinomo f
skaidymo kunas, nes jame tik viena polinomo f Saknis. Polinomy Ziede Q (\3/5) [x]
turime f = (:1; — \3/5) (:1;2 + /5r + \3/%) ir kvadratinis trinaris 2245z +/25 yra
needukuojamas virs Q(\g’/g) . Tegu ¢ = (—1 + Z\/g) ? Skaicius ¢ yra polinomo
f saknis virs Q, taigi, ¢ yra polinomo x4 v/5x + v/25 saknis virs Q(\g’/g) . Dabar
aisku, kad F' :Q(\g’/g, §) yra polinomo 2® — 5 skaidymo kinas virs Q. Toliau, pa-
gal Teor’emas 1.8 ir 1.5, turime [F': Q] = {Q (\3/5, §) 1 Q (\3/5)} {Q (\3/5) : Q} =
2-3=3!

3Dab3ar rasime polinomo f Galua grupe. Pagal Teorema 2.2 Sios Galua grupes
elementai yra polinomo f sakny /5, (, ¢, ¢ia ¢ - kompleksinio skai¢iaus ¢ jungti-
nis, keitiniai. Tegu grupés Gal( F'// K) elementas 7 kompleksiniam skaiciui priskiria
jo jungtini, o elementas o cikliskai perstato polinomo saknis: o (\3/5) =(,0(()=
C,o (E) = /5 ir su visais ¢ € Q turime o (q) = ¢. Nesunku patikrinti( tai
paliekame atlikti skaitytojui), kad o yra automorfizmas. Automorfizmo o eilé
yra 3, o automorfizmo 7 eilé yra 2. Toliau, o7 (¢) = v/5, bet 70 (¢) = . Gavome,

kad grupé Gal(F/Q) yra nekomutatyvi ir pagaliau pagal Lema 3.4 turime, kad
|Gal (F/Q)| < 6 . Vienintélé nekomutatyvi grupé, kurios eilé nevirsija 6 yra



keitiniy grupe Ss. Taigi, Gal(F/Q) ~ Ss. I§ tikryjy, grupéje yra 6 elemen-
tai: idgar/ry, 7, 0, T+ 0,0 - T ir 0 - 0. Izomorfizma apibrézime priskirimu i :

%/)(ideal(F/Is’)) =ids, = (1 ; g)v (r) = (; ? g) = (12), ¥ (o) =
(22 3) i (2 3) - e (123)-

)
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Norint jsitikinti,

3
5 | = (132).

tal izomorfizmas, pakanka palyginti veiksmuy lenteles siose
grupese:

grupéje Gal(F/Q) :
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ir grupéje Ss :
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